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Festigkeitstheorien von anisotropen Stoffen mit
sprodem Bruchverhalten

Teil 1: Vergleich und Beurteilung der anisotropen Festigkeitskriterien
auf Grund von theoretischen Uberlegungen

Jozsef SALAI

Institut flr Technische Mechanik und Tragwerke, Westungarische Universitat, Sopron, Ungarn

Zusammenfassung- Um die Ttragfahigkeit von Konstruktionen aus anisotropen Werkstoffen
beurteilen zu kénnen, wird eine Festigkeitstheorie benétigt. Von den Festigkeitshypothesen, die im
vorigen Jahrhundert aufgestellt wurden, kénnen drei, als allgemeingiltig betrachtet werden, das heisst
sie kdonnen fir alle Arten der Anisotropie des Werkstoffes und beliebige Spannungszustande
verwendet werden. Jede dieser Theorien kann durch eine Festigkeitsoberflache (das ist eine
Hyperoberflache im Raum der sechs Spannungskomponenten) veranschaulicht werden. Jeder Punkt
dieser Flache stellt einen Spannungszustand im Grenzzustand des Versagens dar und soll im
Folgenden als Spannungspunkt bezeichnet werden. Fir zahe Stoffe sind diese Oberflachen immer
konvex. Es ist zu beweisen, dass diese Oberflachen fur Stoffe mit sprddem Bruch auch konkave
Flachenteile — im Einklang mit der Praxis — beinhalten konnen. Die Relationen der
Festigkeitshypothesen kénnen so umgestaltet werden, dass auf einer Seite der Bestimmungsgleichung
ein Erganzungspotential, bzw. eine zu ihm proportionale Grésse bleibt. So interpretiert, behaupten die
Theorien von Mises und Tsai-Wu, dass das bis zum Bruch angehéaufte Erganzungspotential eine
Konstante und somit unabhéngig von der Orientierung der Hauptspannungen gegentber der
Hauptachsen der Anisotropie ist. Diese unserer physikalischen Vorstellung widersprechende
Schlussfolgerung wird allein von dem Kriterium von Ashkenasi nicht gefolgt, es sagt im Gegenteil
aus, dass das bis zum Bruch angehaufte Ergéanzungspotential keine Konstante, sondern eine Funktion
der Invarianten des Spannungszustandes und damit indirekt der Orientierung ist. Unsere
Feststellungen gelten in erster Linie fur das natlrliche Holz und fir die Holzwerkstoffe, kdnnen aber
fur jeden anisotropen Stoff mit sprodem Bruchverhalten zu erweitert werden.

anisotrope Festigkeitstheorien / zusammengesetzter Spannungszustand / ergdnzungspotenzial
von anisotropen Stoffen / technische Festigkeiten / Holz- und Holzwerkstoffe

Abstract — Strength-theories of anisotropic materias with brittle rupture. Part 1: Comparison

and adjudication of anisotropic strength-criterions by virtue of theoretical considerations.The

sizing of load-bearing anisotropic structures needs strength-criterion theories. Three of these
hypothesises from the last century seem to be generally acceptable, so they are adaptable to all
anisotropic materials in optional tensional status. A strength surface (a 6-dimensions hyper surface in
the place of the stress-components) meets all theories. If they are tough materials, these surfaces can
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be only convex. Demonstrable — according the té&s¢sbunging surfaces with brittle rupture material
can content concave parts, too. The bunging relatioan be transformed having one site
supplementary potential or rather proportional egpions. In this interpretation the thesises of von
Mises and of Tsai-Wu affirm the supplementary pti&tno bunging is constant and depends not on
the orientation. The not reconcilable to this ajpgtoconsequence is not followed by the Ashkenasi-
theory affirming the accumulated to the break sep@ntary potential is not constant, but depends on
invariants of the stress state, mediately on caitént. These statements apply first of all to waod
wood-based materials, but can be extended to slb&opic materials with brittle rupture.

combined stress state / brittle rupture / anisotrofr strength-theories / complementary energy /
engineering strengths / wood and wood based matelsa

Kivonat — Ridegen to6 anizotrop anyagok tdnkremeneteli elméletei. 1. r@s Az anizotrop
tonkremeneteli kritériumok 6sszehasonlitasa és meglése elméleti meggondolasok alapjamiz
anizotrop anyagu tehervigelszerkezetek méretezéséhez szilkkség van valamitygaremeneteli
elméletre. Az elmult szdzadban megalkotott tonkrestedi hipotézisek kozil harom altalanos
érvényinek tekinthei jelenik meg a szakirodalomban. Ezek béarmilyenegll anizotrépia és
tetsdleges fesziltségi éallapot esetén alkalmazhatékn Edlenéletek megalkot6i: von Mises, R.
(1928); Ashkenasi, E.K. (1966); Tsai, S.W. és WIME(1971). Mindharom elmélet szemléltethet
egy un. szilardsagi fellilettel (ami egy hiperfetidefesziiltség-komponensek hatdimenzids terében).
Amennyiben egy kritikus pontban a fesziltségi dtapk megfelé képpont rajta van a
hiperfellleten, az anyag éppen a tonkremenetelrdigotdban van. Ha a fesziltségi képpont a
feluleten kivul helyezkedik el, az anyag tonkremekt tekintend. Szivés anyagoknél a
tonkremeneteli fellilet mindig konvex. Bizonyithatés a gyakorlatban is tapasztalhat6 - hogy rideg
anyagoknal a felllet konkav részeket is tartalmazAaszilardsagi kritériumokat megfogalmazé
relaciok atalakithatok ugy, hogy az egyik oldaloegészié potencidl, ill. azzal aranyos mennyiség
szerepeljen. igy értelmezve a von Mises- és Tsaiglhéletek szerint az anyag tonkremenetelének
pillanatdban, a torésig felhalmozott kiegé&$zftotencial a dfeszultségek orientaciés helyzétét
fuggetlendl konstans. Ezt a fizikai elképzelésiumkkakbentmondd megallapitast egyedil az Askenazi
elmélet nem feltételezi. Eppen ellenéleg, azt mondja ki, hogy a ténkremenetelig felhalotb
kiegészié potencial nem allando, hanem a fesziltségi allaftkét invaridnsanak — s ezzel indirekt
modon az orientacibnak — fuggvénye. Megallapitdsalgsorban a természetes faanyagra és a
faalapu anyagokra vonatkoznak, de minden ridegénatdizotrop anyagra kiterjesztkbikt

anizotrop szilardsagelméletek / Osszetett fesziltgéallapot / anizotrop anyagok kiegészét
potencidlja / technikai szilardsagok / faanyag ésaflapu anyagok

1 EINLEITUNG

Die komplizierte innere Struktur und die sich dadiurergebende Inhomogenitat und
Anisotropie des Holzes kbénnen bei der Bestimmungr dEragfahigkeit von
Holzkonstruktionen auf Grund der fir sie geltenddormen und Vorschriften nur in sehr
begrenztem Umfang berlcksichtigt werden. Besondséeutung erhélt dieses Problem,
wenn Voraussagen Uber die Tragféhigkeit und Sigeiprojektierter Holzkonstruktionen
gefallt werden sollen.

Ublicherweise herrscht in den kritischen Punktenzieuntersuchenden Konstruktionen
ein mehrachsiger Spannungszustand. Fir die Bebadmgi des Materialverhaltens in
derartigen Fallen wurden auch fir isotrope Werkstéestigkeitshypothesen aufgestellt. Die
Aufgabe ist in zwei Fragestellungen zu teilen. Biste Frage: wie &ndert sich die Festigkeit
im Falle eines verhaltnismassig einfachen Spanraustgndes (wie z.B. bei reiner Zug-,
Druck- und Scherbeanspruchung) in Abhangigkeit @arentierung. Auf Grund der
Erfahrung fur die Beschreibung der Elastizitat lerggich automatisch der Gedanke, die
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Festigkeit hat selbst eine Tensorqualitdt und destigkeitstensor soll mindestens vierten
Ranges sein. Werden die Tensorkomponenten sogyfgiiwahlt, konnen die zu den
verschiedenen Richtungen gehdrenden Normal- unéristigkeiten mit Hilfe der Regel
der Tensortransformation leicht bestimmt werdens QDweite Problem heisst: wird der
Bruchspannungszustand in einem mechachsigen Spgsrustand gesucht, wird eine
geeignete sogenannte Festigkeits- oder Bruchhysetlygebraucht. In dem vergangenen
Jahrhundert haben Forscher als Ergebnis ihrer éliednen und praktischen Arbeit viele
Festigkeitshypothesen fur anisotrope Stoffe ergetin®ie Mehrzahl dieser sind nur fir
spezielle Spannungszustdnde zu verwenden. Zu Eeslelahrhunderts haben sich jedoch
einige Festigkeitshypothsen allgemeiner Gultigkeiiskristallisiert, welche von den
Wissenschaftlern akzeptiert und untersucht wurdieese Festigkeitskriterien wurden nicht
ausgesprochen fur Holz, sondern fir beliebige #&mpe Stoffe, in erster Linie fir
faserverstarkte Kunststoffe aufgestellt. Bei deswahl eines Bruchkriteriums soll die Art
des Versagens bericksichtigt werden. Bei vielersadropen Stoffen wird eine grosse
Formanderung und ein plastisches und verfestigenderhalten zugrundegelegt. Das
Versagen von natirlichem Holz, Holzwerkstoffen udén meisten faserverstarkten
Kunststoffen ist sprode, der Bruch erfolgt schléigabei einer kleinen Deformation. Die
Festigkeitshypothesen sollen aus dieser Sicht ffepgiiden, ob sie die zdhe oder sprode Art
des Versagens widerspiegeln kénnen. Der anderel@gsunkt der Untersuchungen bedeutet
die Analyse, ob der physikalische Inhalt der Fésiigkriterien nicht zu irgendeinem
Widerspruch fuhrt.

Im Folgenden sollen drei Bruchhypothesen und zvieHypothese von Mises, die von
Tsai-Wu und die von Ashkenasi untersucht werdenisEbemerkenswert, dass obwohl die
Theorien fur das Intaktbleiben bzw. Versagen ihgeme Relation verwenden, in den fir die
Bestimmung der in den verschiedenen Kriterien loithen Koeffizienten brauchen die
gleichen technischen Festigkeitswerte auftreten.

2 FESTIGKEITSTHEORIEN FUR ANISOTROPE STOFFE

Auf Grund der Fachliteratur gilt die folgende algeine Polynom-Gleichung als Festigkeit-
skriterium (Szalai, J. 1994):

ij mn 0 +
|jk|mnop0-]0-k|0- o P +...=C, (21)
mit ij,k,l,m,n,0,p,... =1,2,3,

tyo" +ty, 00" +ty 0" c o™ + t,

ijklmn
wobei
o' —den Tensor der wirkenden Spannungen, bzw. diarsmgskomponenten bedeute,

und

G G s Cijamn » Ljamnop reve Festigkeitstensoren 2-, 4-, 6-, 8-, ... -en Rangnd

¢ — ein beliebiges Skalar sind.

Wird die Relation erfillt, bleibt das Material slabnd es tritt kein Versagen auf. Die
einzelnen Festigkeitstheorien unterscheiden siclemander eigentlich nur darin, welche und
wie viele Glieder der Gleichung (2.1) bertcksichtigrden.

T Hier und auch spater wird die Einstein’sche Sunwnatiegel verwendet.
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2.1 Die von Mises’sche Festigkeitstheorie

R. von Mises (1928) hat in seiner Theorie nur dasite Glied der Gleichung (2.1) behalten.
Sein Festigkeitskriterium lautet somit:

to' o <1, mit ijkl=L R, T, (2.2)
L, R, T- sind die anatomischen Hauptrichtungen des Holzes

Nimmt man den Begriff des — von Mises vorgeschlagen plastisches Potentials an, ist
der Festigkeitstensor vierten Ranges symmetrisgh X tq;) und besitzt im Falle einer
allgemeinen Anisotropie 21 von einander unabhangigmponenten. Verfugt das Material
Uber eine orthogonale Anisotropie, sinkt die Zadl dnabhangigen Komponenten auf 9. Die
neun Komponenten des Holzes (oder eines orthotréfmrwerkstoffes) kénnen durch die
experimentell bestimmbaren, sog. technischen Hesten ausgedrickt werden:

t. = L oder = ! mit i =L oder,RoderT, (2.3/a)

ST Ty
wobei

f*und f~ — Zug- bzw. Druckfestigkeiten in den anatomischewptrichtungen, und

(tijij 1

1 o
N LTI o g ): , mit i,j=L, R,oderL, T,oderR, T, (2.3/b)
iji jiij jiii 2
(t,)
wobei
t; — die Scherfestigkeiten in den anatomischen Haepien sind.

Die physikalische Interpretation der sog. intenadi Festigkeitskomponenten kann zwar
nicht anschaulich ausgedrickt werden, zu ihreriB@sting gibt es aber mehrere Ansatze.
Werden die Normalfestigkeiten in der Richtung deink®lhalbierenden zwischen den
anatomischen Hauptebenen gemessen, ergeben sich ditir Komponenten des
Festigkeitstensors folgende Ausdriicke:

(tiijj i ): (f k(445)+)2 - (f%)z - (f];)z - (t+1)z ’
i ! ) ! 2.3/c
(tiijj +tjjii): . 2 12_ 12_ 12’
A B U 1 A 9

mit i, j =L, R,oderL, T,oderR, T,
wobei
fijk(“f’)+ , £.<49 _ Zug- bzw. Druckfestigkeiten in Richtung der Wettkalbierenden

i
gegeniberden Achsen i-j sind.
Die ubrigen Komponenten des Festigkeitstensorshensden.

Gl. (2.1) kann als eine Hyperoberflache im Raum deun Spannungskomponenten
gedeutet werden. Diese kann im Falle eines ebepanniingszustandes grafisch als Flache
leicht dargestellt werden. Im orthotropen Fall uebenen Spannungszustand kann die
Schubspannungskomponente aus der Gl. (2.2) ausdgedvérden und ergibt:
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(2.4)

i _\/1—t. g'o" -tyola’ -(t, +t; )00’

i i
Uy + o+ +y

mit i,j=L, R oderL, T oderR, T.

Theoretisch ist diese Flache ein Ellipsoid, desselauptachsen mit den
Spannungskoordinaten zusammenfallen. Bifd 1 wurde die Festigkeitsoberflache von
Fichtenholz Picea abiesKarst.) in der Ebend ,-R dargestellt. Die dazu verwendeten
technischen Festigkeiten (Wittmann, Gy. et al. 2G@lgtTabelle 1

Tabelle 1. Technische Festigkeiten von Fichten{Rilzea abies Karst.) in der L-R Ebene.
Table 1.  Engineering strength in the plane L-Rprtise (Picea abies Karst).

Fichtenholz f' TR FPARIE AR P fo t s
Grosse der Strichprobe  (Stick) 315 319 292 325 302 291 -
Mittelwert (MPa) 63,52 49,34 9,15 9,08 5,92 3,49 9,32
Absolute Streuung (MPa) 15,00 8,87 2,62 2,32 1,67 0,78 4,01
Relative Streuung (%) 23,62 17,98 2859 2554 &8,122,37 42,99

Festigkeitsoberflache der Fichte in der Ebene L-R nach der Theorie von von Mises

m8-10
O6-8
O4-6
m2-4
oo-2

Schubspannung
[MPa]

Achse R
Normalspannung
[MPa]

Bild 1. Die von Mises’sche Festigkeitsoberflacheen Bbene L-R von Fichtenholz
Figure 1. Strength surface of von Mises in the plati® of spruce.
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2.2 Die Tsai-Wu’'sche Festigkeitstheorie

S.W. Tsai und E.M. Wu, (1971) haben das erste waxlzveite Glied der Gleichung (2.1)
beibehalten. Ihr Festigkeitskriterium hat somit Ba@m:

tjo’ +t, 00" <1, mit ijkl=L R, T. (2.5)

Die Komponenten des Tensors zweiten und vierterg&asind:

t, = f1+ —f—l_, mit i=L oderR oderT, (2.6/a)

t = f+1f_ : mit i=L oderR oderT, (2.6/b)
1 1 L

t; :t—+—t—_:0, mit i,j=L,R oderL, T oderR, T, (2.6/c)
ij ij

ft, +t,, +t,, +tmi):ti_, mit ij=L R oderL, T oderR, T (2.6/d)

ij i

Eine Mdglichkeit fur die Bestimmung der interaktivkomponente:

4 B9 1 11 1
(tiijj + ): (fijk(45)+)2 {1_ J2 [f.+ _?Jr fr _?]_

1 1 ] ]

(fijk(45)+ )2 1 1 1
- + + ,
4 frf” fj+ f tij+tij_

oder (2.6/e)

f k(45)-
(tii” +t"ii): : 1+ : _i_"‘ L _i_ -
1] 1l (f..k(45)_ )2 2 f + f f '+ f '
i
VSN N AR A A A N 1

Il

mit i,j=L, R oderL, T oderR, T

Auch dieses Kriterium kann durch eine Oberflachggestellt werden. Diese hat — im
allgemeinen Fall — die Form eines Ellipsoides. \Bilel 2 zeigt, sind die Hauptachsen des
Tsai-Wu’'schen Ellipsoides zu den Spannungskooreimaicht parallel.

Der Ausdruck der Oberflache fir einen ebenen Spagsrustand lautet:

jji yo'a’ 57

iii i

t

o' =

+t

i Fl +t

Jii Jij

mit i,j=L, R oderL, T oderR, T.

1-to' -t,o’ —t,0'0" -t 000 —(t; +t
ijij
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Festigkeitsoberflache der Fichte in der Ebene L-R nach der Theorie von Tsai

W8-10
06-8
04-6
m2-4
oo-2

Achse L
Normalspannung [MPa]

-
)

Scherspannung
[MPa]

o v & o o

S

Achse R

Normalspannung
[MPa]

Bild 2. Die Tsai-Wu’sche Festigkeitsoberflache @m Bbene L-R von Fichtenholz
Figure 2. Strength surface of Tsai-Wu in the plafe of spruce

5 19 145

2.3 Die Ashkenasi’sche Festigkeitstheorie

Ashkenasi (1966, 1967, 1976, 197&skenasi — Ganov 1972) hat zuerst einen
Festigkeitstensor vierten Ranges definiert, deSdéarktur der des Nachgiebigkeitstensors der
Elastizitat vollig ahnlich ist. Sie hat das zweitad das vierte Glied von Relation (2.1)
behalten. Es ist ihr aber gelungen, die Komponedin Tensors achten Ranges mit den
Komponenten des von ihr definierten Festigkeitsiensierten Ranges auszudriicken. Nach
einigen Umformungen (Szalai, J. 1994) ergibt siehnue Form des Kriteriums zu:

t. O.ij a_kl

ME 2 <1 (2.8)

‘ I12_|2
worin 1; und I, — die erste und zweite Invariante des Spannungsmiess ist. Die
Komponenten des Festigkeitstensors sind nun:

t. = oder :i mit i=L oderR oderT, (2.9/a)

—h
+
—h

(6, +t, +t, +t,)=—, mit i,j=L,R oderL, T oderR, T, (2.9/b)

(tiijj +tjjii): 4a 1.t 1

oder (2.9/c)
4 1 1 1
(tiijj +tjjii): _?_?_—,
i i

ij

mit i,j=L, R oderL, T oderR, T.
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Gl. (2.8) reprasentiert eine Oberflache viertendgsa Fur den ebenen Spannungszustand
ergibt sich daraus folgender Ausdruck:

o' :i\/al,{Z_;, —ti (‘7“)2 L (ij )2 _(tiijj +; "ol £

1 G i )2 _ '[Ji_ i i +_t”" - i gl
x \/4%2 [E 1}(0 ) [qu 1}(0 ) [ ] 1}0 % ] (2.10)

mit i,j=L, R oderL, T oder R, T ist.

wobei

q; :tijij +tijji +tjiij +tjiji ]

Wie amBild 3 zu sehen ist, die Festigkeitsoberflache von Ashkeim allgemeinen Fall
kein Ellipsoid, sondern eine allgemeinere FlacheSge muss natirlich ,higelartig” sein, da
die Festigkeit in keiner Richtung unendlich grogsnsdarf. Sie kann jedoch konkave
Flachenteile besitzen, was im Falle der ersten Zvierien nicht vorzustellen ist. Einige
Versuchsergebnisse (Ashkenasi 1978) bestatigemictdish das Vorkommen konkaver
Flachenteile auch in der Praxis vorkommen kénnen.

Festigkeitsoberflache der Fichte in der Ebene L-R nach der Theorie von Ashkenasi

@10-12
m8-10
O6-8
O4-6
|2-4
oo-2

Scherspannung
[MPa]

Achse R T
Normalspannung
[MPa]

Bild 3. Die Ashkenasi’'sche Festigkeitsoberflachden Ebene L-R von Fichtenholz
Figure 3. Strength surface of Ashkenasi in the @la+R of spruce
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2.4 Allgemeine Bemerkungen zu den Festigkeitshypaten

Es ist noch zu bemerken, dass in der LiteratuevBruchkriterien existieren. Die sind aber
meistens nur vereinfachte Formen der ersten bdtdstigkeitskriterien. Die Vereinfachung
besteht darin, dass einige Komponenten des Fe#tighesors a priori als Null betrachtet
wurden (zusammenfassende Arbeiten stammen von @évia und Edlund 1982). In diesem
Sinne bedeuten sie keine selbstandigen Kriterieth die Aussagen, die spater gemacht
werden, gelten auch fur sie.

Wenn die Relationen. (2.2), (2.5) und (2.8) erfglitd, bleibt das Material intakt und
zerstorungsfrei. Im ebenen Spannungszustand issesliegeometrisch sehr gut zu
veranschaulichen. Die Gleichheit der linken unchtec Seite von Gl. (2.2), (2.5) und (2.8)
bedeutet, dass der Spannungpunkt mit den Koordinate, ¢*, o'f =¢™ imBild 1, 2

oder 3 genau auf der Oberflache liegt. Der untersuchteteNapunkt ist gerade im
Anfangszustand des Versagens oder im Endzustankhta&theit. Beide Zustande haben die
gleiche Bedeutung, namlich den Grenzzustand. LéEgt Spannungspunkt unterhalb der
Festigkeitsoberflache, kann die Belastung noch hdrhi@erden. Befindet sich der
Spannungspunkt ausserhalb der Festigkeitsoberflétidas Versagen bereits erfolgt.

Von Mises hat sein Kriterium eigentlich fir plasties Fliessen von anisotropen Stoffen
entwickelt. Nach dem Postulat der Stabilitat voif€DDrucker und dem Normalitatsgesetz
muss diese Fliessoberflache uberall konvex seil. (#P50) hat das von Mises’sche
Fliesskriterium durch ein lineares Glied, den sBguschinger-Tensor (das erste Glied von
Gl. (2.1)) erganzt. Dieser Tensor zweiten RangesiieaBerucksichtigung unterschiedlicher
Zug- und Druckfestigkeit erméglicht. Mit dem Bausaer-Tensor kénnen auch die eventuell
vorhandenen Eigenspannungen bericksichtigt. Diessdberflache ist ein — auf der
Hauptebene i-j — schief stehendes Ellipsoid, alsrail konvex Tsai und Wu haben zunachst
angenommen, dass das Kriterium (2.5) nicht nurpféstisches, sondern auch fir sprédes
Material giltig und anwendbar ist. Das Ashkenakiés@ruchkriterium kann — da Gl. (2.8)
eine Gleichung vierten Grades ist — konkave Obemndateile aufweisen. Die Frage lautet,
wie ein solches Bruchverhalten zu erklaren und fgljisch zu begriinden ist?

3 BRUCHVERHALTEN VON WERKSTOFFEN

3.1 Bruchverhalten von zdhen Werkstoffen

Nach dem Postulat von D.C. Drucker verhalt sichrdaterial solange stabil, solange sich die
Relation
de;do” ) O (3.1)
erfullt. Hier bedeuten
de; — der elementare Zuwactlss Deformationszustandes (bei Halz=L, R, T),

do' — der elementare Zuwacties Spannungszustandes (bei Holz= L, R, T).

Relation (3.1) ist physikalisch so zu interpretigrdass die von der elementaren Zunahme
des Spannungszustandes hervorgerufene elementaabrdel des Deformationszustandes, bzw.
die ihnen entsprechenden Vektoren miteinander es@tzen Winkel einschliessen. Der
Zuwachs der Formanderung kann somit den ZuwachSmemungen folgen, es verhélt sich also
stabil. Der entgegengesetzte Fall bedeutet, dass \ktoren der Spannungs- und
Deformationszunahmen miteinander einen stumpfenk&Vieinschliessen, die Teilchen des
Materials bewegen sich in die entgegensetzte Rightgegeniuber dem Zuwachs der
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Spannungen. Das kann nur dann geschehen, wennodiiitat des Materials zu existieren
aufhort. Das bedeutet, dass das Material beresgehat.

Bei jedem Spannungszustand, bei dem die elastiggbstische, viskoelastische oder
plastisch-verfestigende Deformation beginnt, lidgt Spannungspunk im Spannugsraum auf
einer geschlossenen (Hyper)oberflache. Es isttl@ahbeweisen (Lippmann, 1981), dass die
Wirkungslinie des Deformationszuwachses mit der wéutsnormalen dieser Oberflachen
parallel ist (Normalitatsregel). Aus dem Normasitagel und dem Postulat von Drucker folgt
das Konvexitatgesetz, das aussagt, dass die (lyeeffaiche Uberall konvex sein muss. Bei
jedem Materialverhalten, wo ein kleiner Deformasioumwvachs noch zu keiner Zerstdrung fuhrt,
wie bei elastischen, plastischen, viskoelastisalmah plastisch-verfestigenden Stoffen, ist die
Oberflache konvex, unabhangig davon, ob das Méatsith isotrop, anisotrop, linear oder
nichtlinear verhalt.

3.2 Bruchverhalten von sproden Werkstoffen

Das Spannungs-Dehnungs-Verhalten von elastiscldaprdstoffen ist meistens bis zum
Versagen linear oder weicht kaum davon ab. Dasagersvon Bauteilen erfolgt in der Art eines
sproden Bruches. Dabei tritt keine verhaltnismasgmsse Forméanderung entsprechend von
zédhen Materialien auf. Der Deformationsvorgang psaktisch bis zum Bruch elastisch
(manchmal fast vollkommen linear). Auch Holz undzieerkstoffe zeigen solches Verhalten.

Bei linear elastischen Stoffen liegt der zum Brdighrende Spannungspunkt auf einer
Oberflache, das elastische Erganzungspotentiatifsgpde potentielld&Energie) heisst:

o'

u = IEH do’ :15”0” :lsiikl o'g" ,  mit ijkl=LR,T, (3.2)
) 2 2

wobei

sju — der Nachgiebigkeitstensor des anisotropen Stadte

Gl. (3.2) zeigt, dass das elastische Erganzungsiyaitelie Quadratische Funktion der
Spannungskomponente isi. kann — infolge seiner Interpretierung — nur posgein. Der
Spannungspunkt befindet sich bei jedem Spannungsmls- auch noch vor Eintreten des
Bruches — auf einem Hyperellipsoid. Die Oberflachssr Unterrdume sind Ellipsoide,
Ellipsen usw.

Bei einem linear elastischem Werkstoff wird die @afation von dem Erganzungspotential
gemass der Gl. (3.2) bestimmt. Wenn die Spannungstwenten kontinuierlich wachsen, sind
die Gesetze der Normalitat und der Konvexitat bis1 Bruch giiltig. Ist das Material isotrop,
liegt der Bruchspannungspunkt immer auf demselbgpet¢llipsoid, da die Orientierung hier
keine Rolle spielt. Bei einem anisotropen Mategihort zu jeder Orientierung ein anderer Wert
des Erganzungspotentials. Die zum Bruch fuhrengami@ingspunkte liegen auf verschiedenen
Hyperellipsoiden. Kommt nach der elastischen Ventorg eine plastische, tUbernimmt die
plastische Fliessoberflaiche die Rolle der Ober#&ids erganzenden Potentials und die Gesetze
der Normalitat und der Konvexitat sind weiterhirtigll Folgt der elastischen Deformation ein
sprdder Bruch, besteht die Stabilitatsrelation)(8itht mehr. Die Kontinuitdt des Stoffes hort
auf, das Produktd.f”.daij verliert also seinen Sinn. Die Gesetze der Notéwalnd der

Konvexitdt sind nicht mehr gulltig. Die zu den gtéss Hyperellipsoiden gehérenden
Spannungspunkte sind auch Punkte der FestigkeifiEate. Diese Flache kann aber — wie es
Bild 4 im Falle eines zwei-dimensionalen Spannungszustaizeéigt — auch konkave Teile
aufweisen, die mit praktischen Erfahrungen im Eangl sind und auch theoretisch verstandlich
und zu beweisen sind.
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Bild 4. Die Entstehung der Festigkeitsoberflacheesielastischen Materials mit
sprédem Bruch bei zweidimensionalem Spannungszlistan
Figure 4. Evolution of strength surface of an alastaterial with brittle rupture
in plane stress state

4 ENERGIEBILANZ DES BRUCHVORGANGES

Die Relationen (2.2) und (2.5) umgeformt, indendeeSeiten mitf " multipliziert, ergibt:
uy = f'to'o" < f =const, mit ijkl=L R, T, (3.3)
und

Uny = 1 (tij o’ +ty,0" o)< f* =const, mit ijkI=LR,T. (3.4)

Die Relation (2.8) ist auf die folgende Form zwngen:

Uy =ty o' o s‘ 12-1,| | mit ijkl=L R,T. (3.5)

Auf der linken Seite der Relationen (3.3), (3.4 (8.5) befindet sich ein Grosse, welche —
auf Grund der Gl. (3.2) — eine Art Erganzungspaaémt. Verhalt sich das Material bis zum
Bruch linear, sind die linken Seiten von Gl. (3(3)4) und (3.5) den wahren Zusammenhang des
elastischen Ergéanzungspotentials proportional, @geim Anhang A bewiesen wird. Ist das
Material nicht linear, gilt weiterhin, dass dieKen Seiten die bis zum Bruch angehauften
Erganzungspotentiale, bzw. damit proportionale &missind. So betrachtet, durfen die von
Mises’'schen und Tsai-Wu'schen Festigkeitskriterfielyendermassen formuliert werdein
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anisotropes Material versagt, wenn das angehauftguizungspotential im Korper einen — fur
das Material charakteristischen - konstanten Wemtieht. Das bedeutet, dass die angehauften
Erganzungspotentiale bei jedem SpannungszustangdedOrientierung im Grenzzustamd des
Versagens gleich gross sirdlas Festigkeitskriterium von E.K. Ashkenasi lauit anisotropes
Material versagt, wenn das angehaufte Erganzungsgiat im Korper einen bestimmten Wert
erreich. der keine Konstante, sondern eine Funktden ersten und zweiten Invariante des
Spannungszustandes ist. Das Ergdnzungspotentigt vm den ersten zwei Invarianten des
Spannungszustandes und damit indirekt vor der @eiemg ab.

Dass die erste Definition unseren physikalischensiétiungen widerspricht, ist aus
einem naturlichen technischen Sinn splrbar. Im AghB wird jedoch gezeigt, dass die
Gleichheit des Erganz8ungspotentials vorausgesetziyischen den elastischen
Materialkonstanten und den Festigkeiten theoretibelwveisbare Beziehungen bestehen
mussen. Diese Zusammenhange erfillen sich aberiRrdxis niemals.

Im Anhang C wird gezeigt, dass das den verschieddreichspannungszustanden
entsprechende Potential in Kenntnis der Materiagdkamen (beziehungsweise der
Spannungs-Dehnungs-Diagramme) zu bestimmen ist.rAissen die elastische Konstanten
und die Festigkeiten keinerlei Verbindungen erfiille

5 SCHLUSSFOLGERUNGEN

Die Geschichte der Wissenschaft zeigt, dass einee n€heorie unter den fraher
angenommenen Theorien sehr schwer Fuss fassen washnnoch schwerer in deren
praktischer Anwendung. Es wurde versucht zu beewmeisdass das Ashkenasi'sche
Bruchkriterium eine viel allgemeinere Gultigkeit ggmiber den wesentlich bekannteren
Kriterien hat. Das Ashkenasi'sche Kriterium kanm deigenschaften der sprédbriichigen
Stoffe folgen, dass seine Festigkeitsoberflacheh akankave Teile verfugen darf. Seine
Anwendung fuihrt nicht zu Widerspruchen.

Es ist natlrlich wichtig neben den theoretischest$tellungen auch der praktische
Beweis der Verwendbarkeit der Festigkeitstheoriem. Labor der West-Ungarischen
Universitat sind Untersuchungen begonnen wordericheedie praktische Prifung der
Festigkeitshypothesen nicht nur im ebenen, sondench im raumlichen
Spannungszustand ermoglichen. Wir haben aber aieciVersuchsergebnisse ahnlicher
Art anderer Wissenschaftler verwendet. Dabei wurdebeiten von Eberhardsteiner
Mitarbeitern verwendet. Die Ergebnisse der im LraBles Institutes fur Festigkeitslehre
der Technischen Universitat Wien durchgefihrtenedsuchungen auf dem Gebiet der
biaxialen Festigkeit sind in mehreren Artikeln uasthem Buch (Eberhardsteiner 1995,
2002; Eberhardsteiner, J. et al. 1991, 1996) pidstizvorden. In diesen Versuchen wurde
das mechanische Verhalten, vor allem die Festigkmit FichtenholzRicea abieKarst.)
in der anatomischen Hauptebelndr geprift. Die Resultate seiner Untersuchungen sind
dem Verfasser freundlicherweise zur Verfugung disteorden. Im Teil 2 werden die
Auswertung und Vergleich der experimentellen Redaltmit denen der verschiedenen
Festigkeitshypothesen behandelt.
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Anhang A
Es soll ein bis zum Bruch anndhernd lineares Spagsubehnungs-Verhalten — wie bei
vielen spréden Werkstoffen — angenommen werdgitd (Al). Es werde ein Holzstab

untersucht, dessenLéangsachse in Faserrichtung daldt auf reinen Zug belastet ist. Die
einzige von Null verschiedenen Nomalspannung desan@mgszustandes im

Grenzzustand des Bruches sei". Das bis zum Bruch angehaufte elastische
Erganzungspotential ist dann:

-1 " 1 1 e+
u :ESjklalakl :ESLLLLULLULL ZESLLLL fL fL : (Al)

Ddie linke Seite der Gl. (3.3) voll ausgeschrielengjbt:

Uy = fL+tijkI oo = fL+tLLLL0LL0LL = ot fOf0 (A2)

Acta Silv. Lign. Hung. 4, 2008



Festigkeitstheorien von anisotropen Stoffen mibdpm Bruchverhalten 75

F“[kN] max F
80 L _:Lr -
-;i[kh! _
| | I'I'llifli"l‘ " ,
74) o S S S e | ] —n
I I / 3 | | | |
A 17
| | bl
/: ! | maxF=B30aN
| I - 10 1 | a-rosamme ——
. | | e a.0= 40,35 Ksrd
S Imax F=60,91kN | | | | | I
Wr===r A=11799mm? | S T o
b maxoyl=51,62 N/mm? | |
L2 — 0| e .
| | | |
0 - - = =
035 1 15 225 3 35 elhd 05 1 B 725 385 & 45 9 52 el

Bild Al. (Ehlbeck, J.-Hemmer, K. 1986)
a) Typische Last-Verformungslinie bei b) Typische Last-Verformungslinie bei
Zugbeanspruchung in Faserrichtung von HolDruckbeanspruchung in Faserrichtung von Holz

Figure A.1. (Ehlbeck, J.-Hemmer, K. 1986)
a) Typical load-deformation during tensile b) Load-deformation line during compression
stress parallel to the grain of wood stress parallel to the grain of wood

Gl. (A2) durch (A1) dividiert, ergibt weiter:
Uy, =A,u", (A3)
wobei

A, =21 fiw = cont (A4)

SLLLL

ist. Gl. (A3) sagt aus, dass die linke Seite das Mises’schen Kriteriums (3.3) zu dem bis
zum Bruch angehéuften elastischen Erganzungspatgmbportional ist undu,, — da A,

eine dimensionslose Konstante ist —selbst ein&EAgéinzungspotential ist.

Ahnlicherweise kann bewiesen werden, dass die irieiten von Gl. (3.4) und (3.5) die
bis zum Bruch angehaufte Erganzungspotentiale $liagh kurzer Rechnung ergeben sich
die folgenden Konstanten. Fur die Tsai-Wu’'sche Tieeo

Ay = Zw = const (A5)

SLLLL

und fir das Ashkenasi’'sche Kriterium:

A, = ZHA = const (AB)

SLLLL
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Anhang B

Ein Probekdrper aus Holz — der parallel zu denanetchen Hauptrichtungen in der Ebene
L-R ausgeschnitten wurd@i{d B1) — werde in radialer Richtung mit Normalspannun@®
bis zum Bruch belastet. Die grosste Normalspanragigr™" = f.. Da es sich um Holz

handelt, ist das Deformation- und Spannungsdiagréeineder Holzfeuchte praktisch linear
(Szalai, J. et al. 2004), das bis zum Bruch andgé&h&unganzungspotential lautet:

U~ :%SUKIO-”O-kI =%SRRRRO-RRO-RR Z%SRRRR":F;r fR+ (Bl)
wobei

sik — der Nachgiebigkeitstenzor, zum Beisp&isgglei » Sooo :Ei ist,
L R
WO
E. undEgr — die Elastizitatsmoduli des Holzes in den anaton@achauptrichtungeh

undR sind.

—

A 4
0.22

R

Bild B1. Belastung eines wirfelférmigen Probekosparradialer Richtung in der Ebene L-R
Figure B1. Loading of a prismatic specimen in thane L-R in radial direction

Der Probekérper werde nun in der anatomischen teaepe um 90gedreht. Die einzige
Spannung der linearen Spannungszustandes wird dann:
ot =15,
wodurch natirlich noch kein Bruch verursacht witd,beim Holzf" = f7 is,. f" und 3

die Zugfestigkeiten in den anatomischen HauptrichémL undR sind. Es soll die Spannung

o' solange, bis zum Versagen des Probekorpers gesteigielen. Die grésste Spannung im
Grenzzustand des Bruches ist dann:

ot =ko
Sie ist also das k-Fache der Spannari§. (k — eine beliebige positive Grosse ist).

RR_.I:+
- L
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Im Grenzzustand des Bruches entsteht das folgdasisehe Erganzungspotential:
21 i 1 1 .
u :§§jklo-J Ukl ZESLLLLKZO-RRURR ZESLLLLKZ fR fR (BZ)

Wird angenommen, dass ein anisotropes Material deameagt, wenn das elastische
Erganzungspotential einen bestimmten, konstantert ¥eesicht, mussen die Gl. (B1) und
(B2) gleich grossen Wert ergeben. (Ist das Mateisaltrop, kann diese Vermutung
angenommen werden, da dort die Orientierung keiradleRspielt. Bei anisotropen
Werkstoffen kann diese Behauptung bezweifelt werdeBetrachtung von
Versuchsergebnissen weist darauf hin. Trotzdem exeden die von Mises’sche Theorie, die
Tsai-Wu’'sche Theorie und noch viele andere diesendaung.) Somit wird:

RR
woraus sich
k = f_SRRRR = fi B3
SLLLL ER

Zusammenhang (B3) bedeutet im allgemeinen: wirdeaogimen, dass das zu den
verschiedenen Spannungszustanden gehdrende Erg&poatantial eines anisotropen Stoffes
gleich gross sind, existiert ein Spannungsfakkorder zeigt, in welchem Mass die
Komponenten des Spannungszustandes bis zum Brudteigern sind. Im mehrachsigen
Spannungszustand wird die Funktion des Falkoerwickelter als die von Gl. (B3), ist aber
immer irgendeine Funktion der elastischen Konstades anisotropen Stoffes.

Es sollen nun die Festigkeitskriterien fir beidai@pingszustande angewendet werden.

ergibt.

B1 Schlussfolgerungen aus dem von Mises’schen Fggeitskriterium
Das Kriterium lautet:
to'o =1,
wo die Komponentety,, durch Gl. (2.3) bestimmt werden.
In unserem Falle:

— AT t, Koo = 1.

Aus dem Vergleich der beiden Zusammenhange engitt s

k = /tRRRR :L
tn fe

bzw. bei Verwendung der Gl. (B3):

Lo B B4
fR ER
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B2 Schlussfolgerungen aus dem Tsai-Wu’'schen Festigkskriterium
Aus der Gleichung
o' +to'ot =1,
in der die Komponenten; und t,, durch Gl. (2.6) bestimmt werden, ergibt die gleich
Untersuchung entsprechend den zwei Belastungsfallen

RR RR RR _ RR 2 ~RR__RR _
t,0  +t,,0 o =1 tko™ +t,, K0T =1

Mit Gl. (B3) bekommt man den folgenden Ausdruck:

B L [E(1 1)1 55
ER fL+ fL_ ER fL+ fL_ fR:— .

Die Gl. (B4) und (B5) weisen darauf hin, dass edwigser Zusammenhang zwischen
den elastischen Konstanten und technischen Fegegkbestehen soll, wenn das bis zum
Bruch angehéufte erganzende Potential im Kdrpebludiagig von der Orientierung einen
konstanten Wert hat. Diese Verhaltnisse treffenr die die in der Praxis gemessenen
Materialkennwerte nie zu. Fur Ubliche Holzmater@algtanten, ergibt sich mindestens ein
Unterschied in Grossenordnung der linken und recBeiten der Gl. (B5). Auch Gl. (B4)
wird niemals erfillt. Bei unseren Ableitungen wur@ggenommen, dass sich das Material
bis zum Bruch linear verhélt. Dadurch werden dieeBanungen erleichtert, lineares
Materialverhalten ist aber nicht notwendig. Die t8&dlungen sind allgemein gultig. Es
soll hingewiesen werden, dass sich die Gl. (B4) (B8) fur isotrope Werkstoffe erfullt
werden.

Anhang C

Wird die Gleichheit des Erganzungspotentials autpeg — entsprechen der Theorie von
Ashkensi — kann folgendes festgestellt werden. N@cladrieren der Gl. (3.5), dessen
Koeffizienten durch die Gl. (2.9) gegeben werderuqdl, — die erste und zweite Invariante
des Spannungszustandes sind) ergibt:

oo f=12-1, . c1

Zu den beiden Belastungsfallen zurtickgekehrt, bekbman:

(tRRRFp.RRa_RR)Z — (G_RR)2 — 2u™® ’ (tLLLLkzaRRJRR)Z _ kz(a_RR)2 - ’

SRRRR SLLLL

wobei (Al) und (A2) verwendet wurde. Daraus ergibh weiter:

2
u™® _1te , bzw. ut==-+
2E, 2E,

Der Quotient der beiden Ausdriicke:

ut _E(f ) c2
u® E (fa)
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Den Quotient fur ein fiktives Nadelholz mit dengehden Materialkennwertei, (= 10000
MPa,Er = 1000 MPaf_ = 100 MPafg = 5 MPa)berechnet, ergibt:

~L 2
u~R _ 1000()(100} — 40
u 10000, 5

Das Ergéanzungspotential im Falle einer Belastusgbm Bruch betréagt in Faserrichtung das
40-Fache gegenuber der radialen Richtung.

Auf Grund der Ashkenasi'schen Festigkeitstheoried sdie zum Bruch fuhrenden
Spannungszustande zu ermitteln und erméglichenannkais der Materialkonstanten die
Bestimmung das den verschiedenen Bruchspannungedest entsprechende Potential oder
deren Verhdltnis. In der gezeigten Ableitung iskeér-elastisches Verhalten vorausgesetzt
worden. Diese Annahme vereinfacht die Berechnungen,ist aber nicht unbedingt
notwendig. In Kenntnis des Spannungs-Dehnungs-Biagrs kann das Ergdnzungspotential
theoretisch bestimmt werden.
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