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Ez a tanulmédny megmutatja, hogy a vonatkozé mérési adatokbdl nemcsak a geomégneses kvadrupélusnak, hanem egy
kis laboratériumi kvadrupélus mégnesnek a paramétereit is meg lehet hatirozni kozvetleniil, egy egzakt analitikai el-

jaras alkalmazdsaval.

Marton, P.: Direct analytical solution for the parameters of a small-sized magnetic
quadrupole measured on a suitable spinner magnetometer

The paper shows that not only the parameters of the geomagnetic quadrupole but those of a small quadrupole magnet
measured on a suitable spinner magnetometer in the laboratory can be determined directly using an exact analytical
method besides numerical approximation by fixpoint iteration.
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Bevezetés

Pontszer( kvadrupélus magnest forgatunk egyenletes o
szOogsebességgel sorbakapcsolt tekercspar (Helmbholtz-
tekecs) belsejében, és regisztraljuk a tekercspar sarkain
mérhetd indukalt elektromos fesziiltséget. Nulla magneses
térben végezve a kisérletet, zajmentes esetben a kimend
fesziiltség nulla lesz. Szembekapcsolt tekercspar mellett
(anti-Helmholtz-tekercs) a kisérlet folytonos, 2w frekven-
cidju V valtéfesziltséget eredményez, amelynek A ampli-
taddja és LA fazisa a kvadrup6lus m, momentuménak és
két tengelyiranyat jellemz6 (9,, A)), (9, A,) szogeknek
fiiggvénye:

V=Asin Qwt + LA). (1)
A vonatkozé alabbi sszefliggések levezetése megtalilha-
t6 Marton (2018) cikkének Appendix Al cimi részében.

Az eredményiil kapott (A19)-(A21) egyenletek (op. cit.),
arra az esetre vonatkoznak, amikor a mérést a magneto-

metridban szokdsos médon, a mignes harom ortogonalis
helyzetében végezziik, azaz rendre a z, x és y tengelye koriil
forgatjuk. Ezaltal elegendd szamu adatot kapunk a méren-
d6 magnes paramétereinek meghatirozasihoz.

A, =Km,sin9,sin9,, 2.1)

tgLA, =tg(A +1,), 2.2)
A, = Km,[(1 - sin*9, cos™A,)(1 - sin®*9,cos*1,) 172, (2.3)

cos $;sin%sinA, + sin Jycos hsiny

tg LA, { } . (2.4)

sin $;sin/;sin & sind, —cos 9icos S,

A, = Kmy[(1 - sin?9;sin’4,)(1 - sin®9,sin’1,) 1Y%, (2.5)

sin$;cos % cos A, +cosdsincos iy
cos9icos, —sinJcosAsinheosdy | (2.6)

tg LA; =|:
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Az egyenletek bal oldaldn az A amplitidék (voltban, V)
és LA fazisok (°-ban) indexei az 1-3. mérési helyzetre utal-
nak. K a felvevd tekercs allandéja, dimenzi6ja volt/Am’.
A jobb oldalona véltozok indexei a kvadrupdlus 1. és 2.
tengelyére vonatkoznak (9 a tengelyirdny poélustivolsag,
A a hosszusig koordinatija). A tengelyek sorrendje lat-
hatéan k6z6mbos.

Bizonyitast nyert (op. cit.), hogy a fenti egyenletek sza-
mitoégép segitségével numerikusan tetszéleges pontossag-
gal megoldhatok. A jelen munkéban a (2.1)-(2.6) egyen-
letek kozvetlen analitikai megoldasaval foglalkozunk. Ez
utébbi elénye a numerikus megoldassal szemben, hogy
matematikailag pontos, és a kiinduldashoz nem kell ismerni
(vagy keresni) egy kozelité megoldast.

Az analitikus megoldas lehet6ségénk felvetése

Migneses multipélusok paramétereinek meghatirozasa
a foldmagnességben elGszor a geomdigneses potencial
Gauss-koeflicienseinek geometriai értelmezése céljabol
meriilt f6l. A foldmagneses multipdlusok paraméterei a
James-algoritmus (1968) segitségével felallitott (felallit-
hatd) egyenletek egy szintén 4ltala kidolgozott numerikus
modszerrel torténé megoldasaval szamithatok ki (James,
ib.). A probléma kozvetlen analitikai megoldasara el8szor
Umow (1904) tett kisérletet. Umow az elsd hirom fold-
magneses multipélus paramétereinek meghatirozasival
foglalkozott, amelyek koziil a dipélus esete trividlis. Kifo-
gastalan analitikai megoldds azonban minddssze a fold-
magneses kvadrupdlusra ismeretes (Willis 1982).

A misodrendii Gauss-koefficiensek (g3, g, 1, &3, h3 ) és
a foldmagneses kvadrupélus paraméterei (M,: erdsség és
a tengelyek (9, 4,), (95, A,) koordinatdju doféspontjai a
f6ldgomb felszinén) kozott fennalld

& = 2M,[cos9,cos9, - 0,5sin9;sind,cos(A, - 4,)],  (3.1)
&= \BM,(cos9,sind,cos A, + sind,cos9,cos ),  (3.2)
k! = \BM,(cos9;sind,cos ), + sind,cos9,sin A,), (3.3)
& = 3M,sin9;sind,cos(h, + 1,), (3.4)
h? = \BM,sin9,sin9,sin(}, + 1,) (3.5)

egyenletekbdl kiindulva, g7 #0 és h; # 0 esetén definidl-
hatjuk M*-otés LA, =4, + A,-t:

M ={[(g)" +(h)"1/3}'",

Lathatdéan

tg LA, = h;/g;. (3.6)

M = M,sin9;sin9,, (3.7)

ahol M, = (uo/41)/(m,/a*) a foldmégneses kvadrupoSlus
erdssége. Ebben a képletben y, a vikuum permeabilitisa,
m, a foldméagneses kvadrupélus momentuma és a a f6ld-
gbémb sugara.

Bevezetve még az
x=ctg9, és y=ctg, 4

valtozokat is, a (3.1)-(3.5) egyenletek a kovetkezd harom-
ra redukélhatok:

& =2M5[xy - 0,5cos(A; - )], (5.1)
& =3M;5(xcos A, + y cos)y), (5.2)
hy = \BM (xsin A, + ysin,), (5.3)

Umow (1904), Willis (1982), Marton (2020).

Az (5.1)-(5.3) egyenletek célszeri kombindcidjival
eléallitott hirom egyenletbdl az x és az y valtozdk kikii-
szObolése utdn a A = A, — A, valtozd koszinuszara harmad-
foku egyenlet allithato fel, amelynek az

|(cosA)| €1 6)

feltételt kielégit6 egyetlen valos gyoke szolgaltatja az alap-
megoldast (Willis 1982).

Noha a fenti formalizmus planetéaris méretd kvadrupdl
magnesre vonatkozik, a (2.1)-(2.6) egyenleteknek az
(5.1)-(5.3) alakra hozasédval és megoldasaval kicsiny kvad-
rupdlus magnes laboratériumi mérési eredményeinek ki-
értékelésére is alkalmazhaté lehet.

A (2.1)-(2.6) egyenletek atalakitasa
és kozvetlen analitikai megoldasa
Feltéve, hogy A, = 0, kiszamitjuk az

S, =(A,/A)sinLA, S, =(A;/A)sinLA,,

C,=(A,/A))cosLA, Cy=(As3/A)cosLA;, (7)

mz* =A,/K

értékeket. Megmutathaté, hogy

(C;- Cy) =2[xy - 0,5cos(A, — A,)], (8.1)
S;=ycosA, +xcosh,, (8.2)
S, =xsinA, + ysini,, (8.3)

azaz a (8.1)-(8.3) egyenletek
(Co-Com =g,  \BSm=g, o

\BS,mf=hi, és MF=m}

esetén azonossa valnak az (5.1)-(5.3) egyenletekkel. Wil-
list (1982) kovetve, az x és az y valtozok kikiiszobolése
nyoman cosA-ra a kovetkez6 harmadfokd egyenlet irhaté
fel:
F(cosA) = cos’A + (C; - C,) cos®A
—(1+8;+8)cosA+8S;+S7-C,+C, (10)

—2[8;sin(LA,/2) - S,cos(LA,;/2)]*=0.
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A (10) egyenletnek egyetlen olyan megolddsa van,
amely a (6) feltételt kielégiti. Legyen ez (cosA),. Ekkor

+A = arccos (cosA),, (11.1)

ahol A = A, - 4,. Osszevetve ezt LA, = A, + A,-vel, pozitiv
eldjel mellett

M=(LA +A)/2, A=(LA-AN)/2, (11.2)
negativ el6jel mellett
M =(LA, -A)/2, A, =(LA +A)/2. (11.3)

A sorrend lathatéan kozombos. x = ctgd, és y = ctg9,
értékeit az

x +y={[S;sin (LA,/2) - S,cos (LA,/2)]*(1 - cosA)™

12
+(S; = S,) + cosA}, (12)

x -y =[S;sin (LA,/2) - S,cos (LA,/2)]/sin(A/2) (13)

egyenletek jobb oldalai 6sszegének, illetve kiilonbségének
fele szolgaltatja. Hax + y = a és x - y = b, akkor

ctgd =(a+b)/2 és ctgd,=(a-b)/2, (14.1)

illetve

ctgd=-(a-b)/2 és  ctg9,=-(a+b)/2, (14.2)
a helyes (9,, 9,) értékpar pedig az lesz, amelyik a (11.2)
vagy (11.3) szerinti A-kkal egyiitt kielégiti a (8.2) és (8.3)
egyenleteket.

Az m, paraméter kiszamitdsa a (2.1) egyenlet alapjin
torténik, ui. m,” = m,sinY, sin9,, ahol (7) utolsé egyenlete
szerint m,* = A,/K.

A fentebb kifejtett Willis-féle algoritmus a legtobb rea-
lis esetben alkalmazhat6 a magnetométeres mérések eg-
zakt analitikai kiértékelésére. A megmarad6 egyetlen,
A, = 0 esetben vagy az egyik, vagy mindkét tengelyiriny
polustavolsaganak szinusza egyenld zérussal.

Példaul a sin9, = 0 helyettesitéssel el6allé (2.1)-(2.6)
egyenletek kombinalasdval a masik p6lus paraméterei a

cosh =| ——; A%—Azi i P s
A3 tg’LA; — AZtg’LA,
ésa
tg, = —(tgLA,/tgLA;) (15.2)
egyenletekbdl, a momentum pedig az
m, = [(A5 + A3)/(1 + cos*9,)]'" (16)

egyenletbdl szamithatd ki.

Ha mindkét pélustavolsag szinusza egyenld zérussal,
akkor az axialis (z tengellyel parallel és antiparallel ten-
gelyekkel rendelkez8) kvadrupdlus mégnes trivialis ese-
tével allunk szemben, amelynek momentuma az utolsé
egyenletbdl 9, = 0 helyettesitéssel kaphaté meg.

Szamitasi példa

Egy ismert paraméterekkel rendelkezé kvadrupdlus
mégnes magnetométeres mérése a kovetkezd eredménye-
ket adja:

A, =13,743488 nv, LA, =105,00000 °,

A, =17,519437 nv, LA, =88,418058 °,

A3 =12,855950 uv, LA;=76,159998 °.

A mérétekercs allanddja K = 998,099 V/Am’.
Ezekbdl az adatokbdl a (7) képletek alapjan

S, =1,274259,  S;=0,908264,

C,=0,0351913, C;=0,223763

és m; = 0,0137697.

értékek szamithatok ki. A (10) egyenlet a fenti adatokkal
szamszerfsitett egyiitthatokkal igy fest:

F(cosA) = cos’A + 0,188572 cos*A
- 3,448679 cosA + 2,254026 = 0,

amelynek a (6) feltételt kielégité6 megoldasa:

cosA = 0,965989, tehat A = £14,986 °.

A (11.2) egyenletbdl

A =59,993° és A, =45,007".

A (11.3) egyenletbdl ugyanezek az értékek allnak el
A,-re és A,-re.

A tovabbi szdmitas a (12) és (13) egyenletek alapjan tor-
ténik.

(x+y)=2%1,577304 és (x-y)=0,422891,

ahonnan az els6 képlet jobb oldalan pozitiv el6jel mellett

x=1,000098 és y=0,577207,

negativ el6jel mellett

x=-0,577207 és y=-1,000098

értékeket kapjuk az x = ctg9, és y = ctg9, valtozdkra.

Az elsé esetben x-hez vélasszuk a fenti A,-et, y-hoz pe-
dig a fenti A,-t. Ezeket a (8.2) és (8.3) képletekbe helyet-
tesitve, S; = 0,9957 és S, = 1,207 adddik, mig ha x-hez a
Ar-t, y-hoz a A;-et valasztjuk, akkor S; = 0,90825 és S, =
1,27424 az eredmény. Minthogy S; és S, utdbbi értékei
egyeznek meg ezeknek a (7) képletek szerint kiszamitott
értékeivel, a mért kvadrupélus szogparaméterei:

9, = arctg(1/1,000098) = 45,00° és A, =45,00°,

9, =arctg(1/0,577207 ) = 60,00 ° és A, =60,00°.

A masodik esetben ugyanigy eljirva a (8.2) és (8.3) fel-
tételeket a fenti kvadrupdlus tengelyirdnyainak megfordi-
tasaval 1étrejove kvadrupélus paramétereit kapjuk meg:
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9, = arctg(1/(-1,000098)) = 135,00° és A, =225,00°,

9, = arc tg(1/(-0,577207)) = 120,00 ° és A, = 240,00 °.

A két quadrupdlus magnes tere azonos, a masodik eset
targyalasa sziikségtelen.

A kvadrupdlus m, momentumira 9, és 9, ismeretében
a (7) képletsor utolsé Osszefiiggésének felhasznaldsaval
kapjuk:

= m, 00137697
> singsing  0,612372

=2,2486E-02 pAm®.

A fenti eredmények a szamitisok pontossagan beliil visz-
szaadjak a kvadrupdlus eredetileg ismert paramétereit, ha-
sonldan a Marton (2018) éltal javasolt iterativ mddszerrel
elvégzett szamitas eredményeivel.

A tanulmany szerzdje

Mairton Péter
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