¢) Az AB szakasz mely D pontjan kosson ki a hajo, hogy a szallitmany a lehetd
leghamarabb eljusson C-be? Mennyi ekkor a széllitasi id6? (8 pont)

Koncz Levente
Budapest

Megoldasvazlatok a 2023/2. szam emelt szintii
matematika gyakorlo feladatsorahoz

I. rész
1. a) Abrdzoljuk derékszogi koordindta-rendszerben az
f1[0:5] =R, f(z) = [a® — da + 3]

fiigguényt. (4 pont)
b) A p valds paraméter értékétdl fiiggben hdny megolddsa van az

|o? — 4z + 3| =p
egyenletnek a [0;5] intervallumon? (6 pont)

Megoldas. a) Elbszor azonos dtalakitast végziink:
fla)=2® —da+3| = |(z - 2)* - 1],

majd abrazoljuk a fiiggvényt.

b) Az |2% — 4x + 3| = p egyenlet megoldasainak
szama leolvashaté a grafikonrol.

— Ha p < 0, akkor nincs megoldas.
— Ha p = 0, akkor 2 megoldés van.
— Ha 0 < p < 1, akkor 4 megoldas van.
— Ha p =1, akkor 3 megoldas van.

—Ha 1 < p < 3, akkor 2 megoldas van.
— Ha 3 < p < 8, akkor 1 megoldas van.
— Ha p > 8, akkor nincs megoldas.

2. a) Az abc hdromgjegyt szdm kilencszerese az xabc alaki négyjegyid szdm.
Bizonyitsuk be, hogy az abc szdm oszthato 125-tel. (6 pont)

b) Igazoljuk, hogy © € R esetén

Ig (77) +21g (777) I (T) . (8 pont)

Kézépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, 2023/3 143

N



Megoldés. ) 9abc = zabc,
9abc = 1000z + abe,
8abc = 1000z,
abc = 125zx.
Mivel eredményiink jobb oldala a 125-nek tobbszorose, ezért a bal oldalnak is
oszthaténak kell lennie 125-tel és éppen ezt akartuk megmutatni.
b) Tudjuk, hogy 7* > 0 és 7% > 0 Vo € R-re. Ekkor

lg(7) +1g(T") _ | (TP T
2 = 2 ’

x1g(7) — x1g(7)

S e < (1 T~ 1g(2),

lg(7" +777) —1g(2),

<
<lg(7" +77%).

1g(2)
A 10-es alapt logaritmus fliggvény szigorian monoton né, valamint a 7*-nek a 7=
pontosan a reciproka, és tudjuk, hogy egy pozitiv szdmnak és reciprokanak tsszege
mindig nagyobb vagy egyenld, mint 2. Mivel az atalakitasok ekvivalensek voltak,
ezzel belattuk, hogy az eredeti egyenlGtlenség helyes.

Mtyr d 3. Az dbran eqy gyerekek szamdra készilt jatékszényeg
Ny : eqyik — 1-es formdji — darabkdja ldthatd. Megdllapitottuk, hogy
- centiméterben mérve a =13, b=6,c=21,d=5,e=3, f =4
és r=1>5,5.

a) Hatdrozzuk meg az a sz269 nagysdgdt. (6 pont)

¢ b) Szamitsuk ki az 1-es formdju darabka teriiletét.
(7 pont)

Megoldas. @) Els6 lépésben meghatarozzuk az x-szel jelolt
- b - szakasz hosszat:

e=y(c—a—e?+ b+ f—d?=/(21—13-3)2+ (6+4—5) = 50.

Most mar ki tudjuk szamitani a sz6g nagysagat:

sin (2) = 1, a = 2 - arcsin (i) , «=2-arcsin ﬂ ~ 80°.
2 2r 2r 11
b) A sikidom teriilete:

T=a-bt+e- (b+f)+d-(c—a—e)+

(c—a—e)-(b+f—d) r?-sina 77 71« 5
— ~ 139,3 .
* 2 M 360 e
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4. Oldjuk meg a valés szamok halmazdn az aldbbi egyenletet:
1
gts”(@) 4 3eos(@) _ 4 = (. (14 pont)

Megoldas. A feladat megoldasanal segitségiil kell hivnunk a trigonometrikus
osszefiiggéseket és kikotést is kell tenniink, hiszen cos?z = 0 nem megengedett,
ezért x # 5 + k-, ahol k € Z.

El kell végezniink a kovetkez6 atalakitast is:

1 sin x + cos? sinx  cos?uw

_ - + =tg’z+ 1.
cos? x cos? x cos?2x  cosixw

Most megoldjuk az egyenletet:
2 1
98 (z) + geos2(z) _ 4 = 0,

9te*(@) 4 3te’atl _y

(3% ®)° £ 3.3 _4—.

Legyen 3% % = u, ekkor u? + 3u —4 =0, u; = —4, up = 1.

A két megoldészkéziil csak az us = 1 johet szoéba. Ezt visszahelyettesitve a ko-
vetkezét kapjuk: 3'8° ¢ = 1, vagyis 3'8* = 30, A 3-as alapii exponencidlis fiiggvény
kolesonosen egyértelmi tulajdonsiga miatt tg? z = 0, tgx = 0, amelynek megoldé-
sax =mn-m, aholn € Z.

II. rész

5. Egy katonai békefenntarto szervezet két egysége dllomdsozik Tanzdnidban.
Az orszag koordindta-rendszerben elhelyezett térképén az egységek bdzisainak ko-
ordindtdai: A(0;1) és F(2;—1). Egy kizds hadgyakorlat tervezésénél az egységek
parancsnokai egy olyan taldlkozdsi (P) pontot jeldlnek ki, mely mindkét bdzistol

egyenld tavolsagra van és egy stratégiai e}y | ‘.—
fontossdgiu autout mentén fekszik, mely- B

nek nyomwvonala leirhaté az ©+y =4 :

egyenletii eqyenessel. i G |

,,,,,

a) Hol taldlkoznak és milyen tdvol
van ez a pont az eqységek bdzisaitol?
(Egy egység a koordindtastkon 150 kilo-
méternek felel meg a valdsdgban.) )
(8 pont) =

A hadgyakorlat biztositdsa érdekében a parancsnokok el szeretnének helyez-
ni egy radart az érintett terileten, mely korkords mozgdssal képes ,letapogatni”
az egész teriletet, igy minden ellenséges mozgds elére lathatovd valik. A parancs-
nokok azt a pontot jelolték ki, amely az A; F és P pontok mindegyikéldl egyenld
tavolsagra van.

n)

o

[SURE V)
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b) Hatdrozzuk meg a radar dltal letapogatott kir teriletét. E kor terilete hdny
szdzalékkal nagyobb a hadgyakorlat és a két bdzis dltal meghatdrozott hdaromszég
terileténél? (8 pont)

Megoldas. a) Az, hogy a P pont az A és F pontoktdl egyenld tavolsigra van,
azt jelenti, hogy az AF szakasz szakaszfelez6 merdlegesén fekszik. Ennek egyenletét
ugy kaphatjuk meg, hogy elészor meghatérozzuk a szakasz (K) felezépontjat, majd
normalvektorat és ezekkel felirjuk az egyenes egyenletét.

— AP = (2;-2), KP:A;F:(l;O),

ezekbdl a szakaszfelez6 merdleges egyenlete: x —y = 1.

A P pont meghatarozasahoz a szakaszfelezé merdlegest metszeniink kell a fel-
adatban megadott egyenessel:

r+y=4,

r—y=1.
A fenti egyenletrendszer megoldasa © = 2,5 és y = 1,5. A keresett P taldlkozasi
pont koordindtdi: P(2,5;1,5). Ez a pont mindkét egységtdl

|AP| = \/2,5% 1 0,52 = 2,549 51

egység tavolsagra van, amely 2,54951 - 150 = 382,426 km tavolsagnak felel meg.

b) Itt el6szor a hdromszog koré irt kor egyenletét keressiik, melyhez sziiksé-
giink van az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontjara. Mivel egyet mar ismeriink,
a hidnyz6t meghatarozzuk az a) részhez hasonléan:

A+ P
— AP = (25:05), K= “QL — (1,25;1,25).

Az egyenes egyenlete: 5x +y = 7,5.
A kor kozéppontja (M) a kiovetkez6 egyenletrendszer megolddsa:

r—y=1 17 5 17 5
S o= y=— = M —— ).
5x+y_775} T VT 12 12

A kor sugara:

2 2
r— |AM| = \/GD + (172) =1,53206 = 1,53206 - 150 km = 229,81 km.

Ebbdl kiszdmolhatjuk, hogy a radar altal a valésdgban lefedett kor teriilete:
Thsr = 229,812 - 7 = 165916 km?.
A haromszog oldalai a valésagban:

|AF| = 424,264 km, |FDP| = 382,426 km, |PA|= 382,426 km.
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Ezen adatok segitségével és a Héron-képlettel meghatarozhatjuk a haromszog valds
teriiletét:

Th = /594,558 - (594,558 — 424,264) - (594,558 — 382,426) - (594,558 — 382,426) =
= 67499,8758 km?.

EDbb6l mar ki tudjuk szamitani, hany szédzalékkal nagyobb a kor teriilete:

Tioe _ 165916 2,458.
Tn 674998758

A radar &ltal ellendrzott teriilet 145,8%-kal nagyobb a hadgyakorlat tényleges
teriileténél.

6. Kati és Attila szabdlyos érmékkel jatszik, ami azt jelenti, hogy a feldobdsndl
a fej és az irds valosziniisége egyenld. Kati zsebében hdrom darab 100 és 6t darab
200 forintos, mig Attila zsebében két darab 100 és hdrom darab 200 forintos érme
van. Mindketten kivesznek taldlomra egy-eqy érmét a zsebtikbdl.

a) Mekkora a valdszindsége, hogy a kettdjik dltal kihizott érmék dsszege pon-
tosan 300 forint? (4 pont)

Ezutdan Attila 10-szer feldob egy 200 forintos érmét.

b) Szdmitsuk ki annak a valdszindiségét, hogy Attila legalabb két alkalommal

fejet dob. (5 pont)
¢) Hdnyszor kell dobnia Katinak egy érmével, hogy 90%-o0s valdszindiséggel
kijelenthesse, hogy a dobdsok kozott volt legalabb egy fej? (7 pont)

Megoldas. a) A huzott érmék 6sszege pontosan akkor lesz 300 forint, ha Ka-
ti egy 100-ast hiuz és Attila egy 200-ast, vagy forditva, ezek alapjan a keresett
valdszintiség:

b 33,5219
8 5 8 5 40

b) Ebben a feladatrészben binomidlis eloszldssal kell szémolnunk, melynél

n =10 és p=0,5.

P(X>2)=1-P(X=1)-P(X =0) =

=1- (110) 0,51 0,57 — (100) 0,5 0,510,

A keresett valdszintiség: P(X > 2) = 0,989 3.
¢) Az el6z6 részfeladathoz hasonldan itt is binomidlis eloszlast kell haszndlnunk,
de nem ismerjiik az n paraméter értékét.

P(X>1)=1-P(X=0), 09<1— (g) L0,5°-0,5m,

1g(0,1)
1g(0,5)

Katinak legaldbb négyszer kell dobnia, hogy 90%-o0s valészintiséggel kijelenthesse,
legalabb egyszer dobott fejet.

0,9<1-05" —0,1<-05" 01>05" n> =332, n>4
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u(t) 7. Egy wvirusfertdzés
4000000 T alatt az 1 malliliter vérben
taldlhato wirusok szima
5000000 1 jol kozelitheté az abran
lathato v fligguénnyel. A v

; fiigguény megadhato a

2000000 |

v(t)=a-(6—t)-t>
1000000 T (a € R) alakban, ahol t
a megfertéziédéstol eltelt
} } } } } ‘ napok szamdt, v(t) pedig
0 1 2 3 4 5 6 1 t nap elteltével az 1 milli-

liter vérben taldlhato virusok szamdt jelenti.

Tudjuk, hogy a megfertézidés utan 4 nappal 4 millic virus taldlhato 1 milliliter
vérben.

a) Hatdrozzuk meg az a paraméter értékét. (2 pont)

b) Adjuk meg az 1 milliliter vérben lévd virusok mazximdlis szdmdt. (8 pont)

¢) Hany nap utdn nétt a virusok szama a leggyorsabban? (3 pont)

d) Hatdrozzuk meg a grafikon segitségével, hogy megkizelitéleg hdny napon
keresztil van 3 milliondl tobb virus 1 ml vérben. (3 pont)

Megoldas.

a) v(t)=a-(6—t)-t*, 4-10°=a-(6—4)- 4%

4.-10=a-2-16, a=125000.
b) v(t) = 125000 - (6 —t) - t2,  w(t) = (750000 — 1250001) - t2,
v(t) = 750000 - t* — 125000 3.

Az els6 derivalt:
v'(t) = 1500000t — 3750002,

a masodik derivalt:
v”(t) = 1500000 — 750 000 ¢.

A szé1sbértéket a v’ (t) = 0 egyenlet megolddsaval hatdrozzuk meg:
1500000t — 375000t* =0, 375000t(4 —1-t) =0, t;, =0, t, =4.
Ezutan megvizsgéljuk, hogy a kapott értékek koziil melyik a maximum:

v”(0) = 1500000 — 750000 - 0 = 1500 000 > 0 —  lokélis minimum,
v"”(4) = 1500000 — 750 000 - 4 = —1 500000 < 0 —  lokdlis maximum,
v(4) = 125000 - (6 — 4) - 42 = 4000 000.

A vérben taldlhato virusok maximalis szama 4 000 000.
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¢) Azt, hogy hdny nap utén nétt a virusok szdma a leggyorsabban, a v’ (t) = 0
egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg: 0 = 1500000 — 750000¢, ¢t = 2.

Mar csak ellendrizni kell, hogy az igy megkapott érték valéban az inflexids
hely-e:
0" (t) = =750000, v"'(2) = —750000 # 0.

Belattuk tehat, hogy 2 nap utdn nott leggyorsabban a virusok szama.

d) A grafikon alapjdn ¢1 ~ 2,7 és to &~ 5 azok a helyek, melyeknél a virusok
szama pontosan 3 millio, igy ezen két érték kozott, azaz megkozelitoleg 2,3 napon
keresztiil haladta meg a virusok szdma a 3 milliét.

4000000 1
300000 froeererreseses s oo \
2000000 t

1000000 T

b i
o 1 2 3 1 5 6 I

8. A Minta csaldd négy tagjinak A betivel kezdddik a kereszineve. Ebben
a csaladban négyen usznak és négyen fociznak rendszeresen. A csaldadtagokrol még
azt is tudjuk, hogy

1) ecsak Andris és Attila jar tszni és focizni is;

2) egyediil Adrienn nem dzi egyik sportdgat sem;

3) Norbi probalja testvérét, Anndt az uszéktol hozzdjuk, a focistakhoz csabitani
- sikertelendil.

a) A fent leirtak alapjdn legaldbb hdny tagja van a Minta csalddnak? (5 pont)

Egyik hétvégén esett az esd, ezért Anna, Adrienn, Andris és Attila bardtaik-
kal otthon jdtszottak. A jaték kezdetekor a tdarsasdg minden tagjinak eqy-egy olyan
haromjegyt pozitiv szamra kellett gondolnia, amelynek minden szdmjegye 5-nél na-
gyobb és 8-ndal kisebb. Amikor sorra megmondtdk a gondolt szamot, kideriilt, hogy
nincs a mondott szamok kézott azonos.

b) Legfeljebb hdny tagi lehetett a bardti tdrsasdg? (3 pont)

Egy masik alkalommal Anna, Adrienn, Andris és Attila osztdlytdrsaikkkal
(Marcival, Marcsival, Miskdval és Magdaval) szinhdzba mentek. Mind a 8 jegy egy
sorba, egymds mellé szolt.

¢) Hany kiilonbézd iilésrendben foglalhat helyet a 8 ember, ha az azonos betiivel
kezd8dé keresztneviiek nem kerilhetnek egymds mellé? (5 pont)

d) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy a fent leirt ilésrend alakul ki, ha
minden tlésrendet egyenlden valdszintnek tekintink? (3 pont)
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A betiisok . Megoldas. a) Készitsiink Venn-

diagramot, legyen U az tszok, F pedig
a focistak halmaza.

A Minta csalad legalabb 7 tagu.

b) A szamjegyek  kétfélekép-
pen vialaszthatéak meg, igy Osszesen

222 =38, a feltételnek megfelel6 szam
létezik. Ez azt is jelenti, hogy a tarsasag
legfeljebb 8 tagu.
¢) A feladat alapjén az A betiivel
T kezd6dd neviiek vagy az 1l-es, 3-as, 5-0s
és T-es helyeken iilnek, vagy a 2-es, 4-es,
6-os és 8-as szamu helyeken. Mindkét
esetben az altaluk {iresen hagyott helyeket feltoltik az M betiivel kezd6d6 nevii ba-
ratok. Mindkét sorrendben Anna, Adrienn, Andris és Attila 4!-féleképpen foglalhat
helyet. A tarsasag maradék 4 tagja szintén 4!-féleképpen iilhet le. fgy Osszesen

44144141 =2 - 41 - 41 = 1152-féle

iilésrend alakulhat ki.

d) A keresett val6sziniiség:

kedvezd esetek szama

2.41-41 1152 1

Osszes eset szama 8! 40320 35

9. Egy fogdszati cég logdjdnak alsé e modellezhetd az f(x) = ax* + ba? + ¢
polinomfiigguény segitségével. Az A, B és C' pontok mindegyi-
ke a gorbére illeszkedik: A = (—2;4), B = (0;4), C = (vV2;0).

a) Hatdrozzuk meg a megadott pontok segitségével
az [ fligguény eqyiitthatdit. (5 pont)

g(z)

A cég szeretné a fog alaki logdt rézmetszet formdjaban
elkészittetni. Az alakzatot az f és g fiigguények grafikonjai-
nak segitségével lehet modellezni:

f(z) =2t —42® + 4; g(z) = 0,52 + 9,

ahol x, f(x), g(x) centiméterben mért tdavolsigok. A fiigg-
vénygrafikonok az abran ldathatoak.

e b) Adjuk meg a kovetkezd dllitdsok logikai értékét.
(2 pont)
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Allitas Igaz Hamis
A logé fels6 hatarold ive illeszkedik a g-jeld fliggvény
grafikonjara.

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik.

Egy negyedfoki polinomfiiggvény inflexiés pontjainak
szama legalabb ketto.

¢) Mekkora az elkészitett logd térfogata, ha vastagsdga 2 centiméter? (9 pont)

Megoldas. a) Allitsunk fel egy egyenletrendszert a fent megadott pontok és
a hozzarendelési szabaly segitségével:

a- (=2 +b- (=2 +c=4, 16a +4b 4 c = 4, 160+ 4b+4 = 4,

a-0"+b-02+c=4, = c=4, =
a-(vV2) ' +b-(V2)' +c=0. 4a+2b+c=0. da+2b+4=0.
16a +4b = 0, N 16a 4+ 4b =0, ~ 84=8 = a=1
da +2b = —4. 8a + 4b = —8.
Innen mar egyszeriien kiszamithaté, hogy b = —4.
b) Allitas Igaz | Hamis
A g jelu fiiggvény a logo felsé hatarold ive X

Egy negyedfoku polinomfiiggvény
maximum 3 szélséértékkel rendelkezik. X

A negyedfoku polinomfiiggvény inflexiés pontjainak
szama legalabb ketto. X

¢) Mivel térfogat = alapteriilet - magassédg, kiszamitjuk a logé teriiletét. A te-
riilet ebben az esetben a két fiiggvénygrafikon (f,g) altal hatdrolt teriilet. Ennek
meghatarozasdhoz el6szor meg kell hatdroznunk az integréciés hatérokat, ame-
lyeket a kovetkezéképpen kaphatunk meg: x* — 422 +4 = —0,522 + 9, rendezve
z* — 3,522 —5=0.

Legyen z = 22, ekkor 22 — 3,52 — 5 = 0, amelybdl z; = —1,09 és zp = 4,59.

Egyértelmtien latszik, hogy csak a zo megoldéds johet széba, ahonnan x, =
= — 2,14 és x5 = 2,14 adddik, ezek az integraciés hatarok.

2,14 2,14
V= (9(z) — f(x)) dx] 2= [ / (—2*+ 3,522 +5)dz| -2 = 26,3-2 = 52,6.
—2,14 —2,14

A logé térfogata 52,6 cm?.

Keszeg Attila Tibor
Veszprém
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