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A vetOstatisztika és a fraktdlgeometria kapcsolata

Relation between fault statistics and fractal geometry
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Osszefoglalas

Kutatasaim indité oka az ismert vetdstatisztikai szamitasok és fraktalgeometriai elemek dsszekapcsolasa volt. Az eredmény alapjan ebben a
cikkben bemutatom, hogy a két emlitett megkozelités milyen ponton kapcsolodik egymashoz, és ez milyen jelentdséggel bir. Ezt az Osszefiiggést

egy szénhidrogén-kutatasi teriileten szemléltetem.

Keywords: seismic measurements, faults and fractures, fault statistics, fractal geometry

Abstract

One of the launching factors to commence the research activity below was the linking of fault-statistics calculations and elements of the
fractal geometry. Due to the results the relationship was proven and their importance was illustrated on a hydrocarbon field case study.

Bevezetés

A tudomanyos megismerés soha véget nem érd folya-
matdban a kdosz €s ezen beliil a fraktdlok megjelenése 1j
szemléletet hozott. A klasszikus fizikai megismerés a rend-
szereket tobbnyire statikus oldalukrél kozeliti meg, és ezek
alapjan prébalja megérteni, becsiilni a jelenségek zomét
alkot6 dinamikus rendszereket is. Ebben hozott djat, forra-
dalmit a fraktdlok és a kdoszelméletek megjelenése. Az 1j
szemlélet legszenvedélyesebb sz6sz6l6i szerint a kdoszt
(igy a fraktalokat is) a mult szdzad fizikdjaban mérfoldko-
nek tekintik a relativitiselmélet és a kvantummechanika
mellett.

Korabban a tudomany peremének szamitd, elismerésre
varé szemlélet mdra kivivta 1étjogosultsagat, és megdl-
lapithatd, hogy szdmtalan szakteriileten alkalmazzak felfe-
dezéseit és modszereit. Osszehasonlitva a hagyomanyos és
dinamikus rendszerek szemléletét, a kovetkezd parhuzamok
figyelhet6k meg:

A dinamikus rendszerek
szemléletében:

— az egyszer(i rendsze-
rek komplex médon is visel-
kedhetnek,

— a komplex rendsze-
rek viselkedése egyszeri
okokra is visszavezethetdk.

A hagyomdnyos szemlélet-
ben:

— az egyszer( rendsze-
rek egyszerien viselked-
nek,

— akomplex viselkedés
komplex okokra vezethetd
vissza.

Hasonlé komplex tulajdonsidgot vélek felfedezni a
vizsgdlatom targyat képezd kdézetek esetében is. Ezért
vizsgalatom célja az volt, hogy a tektonikai erdk altal fel-
szabdalt k&zettombok feldaraboltsdgét, ennek torvény-
szerliségeit nyomozzam, nem a klasszikus hagyomanyos
modszerekkel, hanem egy Uj, eddig kevésbé ismert, alkal-
mazott médszerrel a vetSk fraktdl-geometriai tulajdonsa-
gdnak felismerésével. Ez alapjan kapcsolatot kerestem a
vetdstatisztikai paraméterek és a fraktidlgeometria elemei
kozott.
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Fraktalgeometriai alapok

Habar a magyar fraktal cimsz6t eldszor az 1992-ben
megjelent Camridge Enciklopédia (CRYSTAL 1992) emliti,
Mandelbrot mar 1968-ban kiadta a fraktdlok biblidjanak
nevezett konyvét, ahol mar haszndlja a fraktdl elnevezést
(MANDELBROT 1968). Mandelbrot nevezte el a tort dimen-
zi6ju alakzatokat fraktdlnak a latin fractus = tort sz6
alapjan.

A fraktdlokat elvileg mar az 6korban is felfedezhették
volna, mivel az el64llité képlet nagyon egyszeri. Viszont a
fraktalok vizudlis el6allitdsdhoz tobb millidrd hatvanyozas-
ra és Osszeaddsra van sziikség, amit csak szamitogép képes
elvégezni.

GLEICK (1999) azt dllitja, hogy ,,a kdosz — és ezen beliil
a fraktdl — ott kezdédik, ahol a klasszikus tudomany véget
ér’. A XX. szazad végén kialakult d4j tudoménydg, amely
mdr a kovetkezd XXI. szdzad felé mutat, tdllép a statikus
rendszerek tanulményozdsédn és a dinamikus rendszerek felé
irdnyitja a tudésok figyelmét.

A fraktdlokrdl (és a kdoszrdl) mdra mar egyre tobb ma-
gyarnyelvii konyv, cikk jelenik meg. De ldssuk mik is azok a
fraktélok!

Fraktdlgeometriai bevezetdként, PEITGEN et al. (1993, pp
30-91.) nyomdn, vegyiink egy egységnyi hosszisigi sza-
kaszt, amelyet harmadolunk, és a kozEépso részét elhagyjuk
(1. abra).

1. d@bra. Cantor-halmaz (PEITGEN et al. 1993)
Figure 1. The Cantor set (PEITGEN et al. 1993)

A tovabbi Iépésekben mindig a maradék szakaszok
kozEéps6é harmadat hagyjuk el; a végtelen sok 1épés utdn
megmaradt ponthalmazt nevezik Cantor-halmaznak, ami a
legegyszeriibb egydimenzi6s fraktal.

Ha az elhagyott szakaszokat fiiggvényként értelmezziik
a [0,1] intervallumon, és egy derékszogli koordinatarend-
szerben dbrazoljuk, az in. ,,6rdogi 1épcsét” kapjuk (2. dbra).
Ez az el6bbi Cantor-halmaz ,negativja” egy szemléletes
abrazolasban.
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2. dbra. Ordogi lépcs6 (SzaBo 1997)
Figure 2. Devil staircase (SzABO 1997)

Ha mar sikban értelmeztiik az 6rdogi 1épcsét, lassuk a
Cantor-halmaz kétdimenziés megfelel6jét, a Sierpinsky
altal megalkotott haromszoget (3. dbra).
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3. dbra. Sierpinsky-haromszog (KORvIN 1992)
Figure 3. Sierpinsky gasket triangle (KorRvIN 1992)

Egy haromszog oldalait megfelezziik, és a kozépvonal
mentén kialakult négy hdromszogbdl a kozEépsét elhagyjuk.
Megismételjiik ezt a maradék harom haromszoggel, majd
folytatva a felosztdst, az dbran lathatd, egymdasba dgyazott,
lyukacsos haromszogegyiittest kapjuk.

Ezt a miveletsort egy 3 egységnyi oldali négyzettel
is megismételjiik, igy jon 1étre a Sierpinsky-szényeg (4.
abra).

4. dbra. Sierpinsky-szényeg (BROCHMANN 2006)
Figure 4. Sierpinsky carpet (BROCHMANN 2006)

Egy négyzet kozepébdl kivagunk egy egységnyi oldald
négyzetet, amit elhagyunk. A maradék 8 azonos teriiletti
kisnégyzet mindegyikénél hasonléan jarunk el, csak most
mar 8 db 8/9 egység? teriiletli négyzetet vagunk ki. Meg-
ismételve az eljardst, az el6bbi hdromszoghtéz hasonld
szlir6t, jelen esetben lyukacsos négyzetet kapunk ered-
ményiil.

Az élek hossza, azaz, az idomok keriilete mindkét eset-
ben a «-hez tart, az idomok teriilete pedig a 0-hoz.

Természetesen a fenti fraktdloknak Ilétezik térbeli
megfeleldje is, és ezt Menger-szivacsnak nevezik (5.
abra).

Hasonl6an a Sierpinsky-négyzethez, itt kockardl 1évén
sz6, kockdkat vagunk ki és hagyunk el, majd eredményiil
egy lyukacsos, szivacsos jellegli idomot kapunk.
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5. abra. Menger-szivacs (Fokasz 1999)
Figure 5. Menger sponge (Fokasz 1999)

Val6szintiségi alapon adott idomot, pl. ezt ay L oldal-
hosszisdgu négyzetet igy alakitjuk fraktalld, hogy P, P, és
P, valdszintiségi sulyokkal generdljuk az L/r;; L/r, és L/,
méretl négyzeteket (6. dbra).

k=1 Kk 2
6. dbra. Valoszintségi fraktal (VICSEK 1992)
Figure 6. Probabilistic fractal (VICSEK 1992)

A végtelenségig folytatva ugyanezt, egy lyukacsos, de
sajatos négyzetet kapunk eredményiil, példaul ilyeneket (7.
abra):

7. dbra. Valoszinuségi fraktal egy-egy realizacioja (BARNSLEY 1988,
Fokasz 1999)

Figure 7. Two realisations of the probabilistic fractal (BARNSLEY 1988,
Fokasz 1999)

Az eddig elmondottak alapjan a fraktdlok harom {6 tu-
lajdonsagat vehetjiik szdmba:
1. Onhasonlé idomokbél épiilnek fel;

Az emlitett 6nhasonlé tulajdonsag altaldnositdsa az dn.
onaffin jelleg, amely egy olyan fiiggvény segitségével vég-
rehajtott transzformécid, amely méretvaltoztatast, eltoldst
és forgatdst jelent.

Az onaffin tulajdonsdgok szemléltetésére szintén a
Sierpinsky-hdromszoget hasznéljuk fel (8. dbra, PEITGEN et
al. 1993, pp. 24-27.):

8. dbra. Onaffin tulajdonsag forgatasa (PEITGEN et al. 1993)
Figure 8. Self affine fractal rotation (PEITGEN et al. 1993)

Az dbra két sora ugyanazt a hdromszoget dbrazolja, az
alsé sorban levé mégsem teljesen hasonlit a felsére. Az
egyetlen eltérés a kettd kozott az, hogy a masodik sorozat
haromszogeinek csticsét elforgattuk 90°-kal, és ezt minden
tovéabbi generaciéndl megismételtiik.

2. A fraktalok rekurziv tulajdonsaga 1épésrol-1épésre
torténd eldallitdsukban nyilvanul meg, amely jél nyomon-
kovethet6 az eddigi (1-8) dbrdkon.

A miszaki ember szeret mérni, felvetddik a kérdés:
Hogyan mérjiik meg a fraktdlokat? Mi jellemezze a bonyo-
lultsagukat? Mi alapjan hasonlitsuk dssze Sket egymdssal?

3. Fraktaldimenzi6t hasznéljak a fraktalok bonyolult-
sadganak mérésére.

A fraktaldimenzi6 segitségével meghatdrozhat6, meny-
nyire tolti ki a teret egy fraktalgorbe. A vonalakat egydimen-
ziosnak, a feliileteket kétdimenzidsnak, a testeket pedig ha-
romdimenziésnak tartjuk. Azonban egy nagyon szabdlyta-
lan gorbe ide-oda vandorolhat a feliileten, olyannyira, hogy
szinte teljesen ki is toltheti azt. A nagyon tekervényes felii-
let, mint pl. egy fa lombozata vagy a tiid6 belsé feliilete,
majdhogynem haromdimenzi6s lehet. Igy a szabalytalan-
sdgra, hepehupdssdgra dgy tekinthetiink, mint a dimenzié
novekedésére. Egy szabdlytalan gorbe dimenzidja 1 és 2
kozott lesz, mig egy szabdlytalan feliileté 2 és 3 kozé esik.
Egy fraktilgorbe dimenzidja olyan szdm, amely azt jellem-
zi, hogy a gorbe két kivalasztott pontja kozott hogyan né a
tavolsag, midén noveljiik a felbontést. Tehat, amig a vonal és
a feliilet topoldgiai dimenzidja mindig 1, illetve 2, addig a
fraktdldimenzid lehet egy ezek kozti érték is.

A D, fraktdldimenzi6 egyik definicija:

log (N)
" log (1/S)

ahol S az eredeti felosztas, az N pedig az a szdm, amely meg-
mutatja, hogy az eredeti elemekbdl mennyivel 1épiink
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tovdbb, vagyis hany elemmel helyettesitjiik az eredeti ele-
met.
Mis megfogalmazdsban az S a hasonlésdg ardnya, az
alakzat pedig N szamu masolattal fedhetd le (FOKASZ 1999).
A Koch-gorbe segitségével szemléltetjiik (9. dbra) a
fraktdlok nevében is rejld, tort dimenziot.

9. dbra. Koch-gorbe (EDGAR 1990)
Figure 9. Koch’s curve (EDGAR 1990)

Az alapkérdés az, hogy egy gorbe, amely egydimenzids,
mennyire tolti ki a kétdimenzids sikot. A Koch-gorbe, az
emlitett Cantor-halmazhoz hasonldan, egy szakasz harma-
dolasaval kezdddik, csak ebben az esetben nem elvesziink a
felosztasbdl, hanem beillesztiink egy ugyanakkora szakaszt.
Tovabb folytatva a szakaszok harmadoldsét és a szakaszok
helyettesitését eggyel tobb elemmel, egy csipkézett formdju
tort vonalat kaptunk (9. dbra).

Definici6 szerint e fraktdlnak, a Koch-gorbének a di-
menzidja:

D =log4/log3=1,26.

Osszehasonlitva a Cantor-szakaszt és a Koch-gorbét,
észlelhetjiik a jelenség 1ényegét, vagyis azt, hogy amig a
Cantor-halmaz (1. dbra) csokkend szakaszokra a végtelenbe
pontfelh6vé zsugorodik, és dimenzidja 1 ald csokken (D =
log 2/10g3 = 0,6309); addig a Koch-gorbét definicié szerint
(EDGAR 1993) sikban értelmezziik, és dimenzi6ja nagyobb
lesz 1-nél, a Cantor-halmaz méretének dupldjdra: 1,26-ra
novekszik.

UNGER ZOLTAN

Tehat osszefoglalhat6 a fraktdlok harom alapvetd tulaj-
donséiga:

1. Onhasonl6 (6naffin) elemekbdl 4llnak.

2. Rekurziv médon allithatok els.

3. Tort dimenzidval rendelkeznek.

Vetostatisztikai és fraktalgeometriai
eredmények

A szilardasvany-banydaszati szakirodalombdl ismeretes,
hogy a fejtési mez6k kijeloléséhez, vagyis a banyamtivelés
tervezéséhez meghatdrozzdk az tn. vetdmentes teriilet
nagysagat (FUsT 1982, 1997). Ez a szén-, illetve bauxittele-
pek vagatokban torténd fejtése miatt fontos. Minél nagyobb
a vetémentes teriilet, anndl biztonsdgosabban és gazdasa-
gosabban végezhetd a miivelés. Ugyanilyen fontos lehet a
vetdmentes teriiletek korvonalazasa, s6t térképezése a szén-
hidrogén-kutatdsban is. UNGER (2004b) egy esettanulmany
kapcsan kvarchomokkd torésvonalaira végzett vetGstatiszti-
kai elemzéseket, hogy meghatdrozza a vetGmentes teriile-
teket. A vetSstatisztikai szdmitdsok alapjdn a szeizmikus
mérés el6tt rejtve maradt vetSk szama megbecsiilhetdvé valt
a kovetkez6képpen: mivel a vet6k gyakorisdgi hisztogramja
hatvanyfiiggvény-kapcsolatot mutat a veték hossziisagaval,
a fliggvénybe val6 behelyettesitéssel kiszdmithaté a nem
azonositott vetok szdma. Ez f6leg a kisebb méretli vetok tar-
tomdnydra alkalmazhaté. Az esettanulmdnyban szerepld
hatvanyfiiggvény-kozelitések megegyeznek: 1,4 koriili azo-
nos hatvanykitevével rendelkeznek (10. dbra) a kiilénboz6
vetdméret-gyakorisdgok esetén.

Az 4brérdl a kozelité hatvanyfiiggvények alapjin leol-
vashatd a tovabbi vetSk szdma, illetve intervallumok 4llapit-
haték meg, amik kijelolik a varhat6 téredezettség mértékét.

Hatrany, hogy nem ismerjiik a még varhat6 vetdk térbeli
helyét.

Errél sz61 UNGER (2004a) cikke, amely fraktidlgeomet-
riai megkozelitéssel toredezett és kevésbé toredezett tom-
boket jelol ki egy moddositott Sierpinszky-szilird segit-
ségével (11. abra). Ennek lényege, hogy az emlitett
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10. dbra. A vetdk hosszisag szerinti megoszlasa
(UNGER 2004b)
Figure 10. Distribution of the faults reported to 0

y =96,875x 1498
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+y =53,867x 1998 |
A > R*=0,5877

their length (UNGER 2004b) 0 1
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11. dbra. A haromgeneracios modositott Sierpinsky-sziiré illesztése
(UNGER 2004a)

Figure 11. Fitting the three generation of the modified Sierpinsky gas-
ket (UNGER 2004a)

kutatasi teriileten, a 3D szeizmikus mérések vet6ire sikeriil
egy hdromgeneraciés médositott Sierpinszky-sziir6t illesz-
teni.

Az aldbbiakban ennek a hédlénak a kapcsolatat igyek-
szem Osszekapcsolni az emlitett vetSstatisztikai szamitdsok
eredményével.

A Cantor-halmaz (1. dbra) dimenzidja az emlitett defini-

ci6 alapjan szamithaté ki:
D, =log2/log 3=0,6309.

A hdaromosztatud (triadikus) halmaz méretét igy kaptuk
meg, hogy a tovdbbvitt elemek és a felosztds szdmanak loga-
ritmus hidnyadosat képeztiik (TEL, Gruiz 2002).

A Koch-gorbe (9. dbra) olyan triadikus halmaz, amely
mdr kilép a sikba. E fraktdl- dimenzidja:

D, =log4/log3=1,58.

A Sierpinsky-haromszog (3. és 8. dbra) dimenzidja a
TEL, Gruiz (2002) 4ltal is ismertetett modon szamithat6 ki:

Dy, =log3/log2=1,26.

Ha a Sierpinsky-hdromszdg oldaldt nem két, hanem
harom egyenld részre osztjuk, az ismert rekurziv szerkesz-
tési modon egy Uj Sierpinsky-hdromszog generdlhat6 (12.
abra).

A triadikus Sierpinsky-hdromszog fraktdldimenzidjat
az alabbi képlettel szamithatjuk ki:

AVAVAVAVAVA'
) Al A
AVA) AYAA
AVAVAVAVANAVAVAVA
12. dbra. A triadikus Sierpinsky-haromszog
Figure 12. The triadic Sierpinsky gasket

Dy,,=1log 6/log3 =1,6309 .

Belathat6, hogy a klasszikus Sierpinsky-négyzet (4.
dbra) dimenzidja:

Dy =log 8/1og3=1,89,
s ez anégyzet egy mdsik,
Dy, =1log 6/log3=1,63.

dimenzi6ji négyzetté alakithaté at, ha nem 8, hanem csak 6
négyzetet tartunk meg a kovetkezd generacidhoz, majd
rekurzivan 1épiink tovabb (13. dbra).

13. abra. Egy triadikus Sierpinsky-négyzet
Figure 13. One triadic Sierpinsky gasket

Igy kozvetleniil tapasztalhat6, hogy kiilonboz jellegii
fraktdlok dimenzidja azonos lehet. Azaz a triadikus
Sierpinsky-hdromszog és egy triadikus négyzet dimenziéja
azonos, ha megfeleld felosztassal 1épiink a kovetkezé gene-
racidba.

Ez az a tulajdonsdga a fraktdloknak, amely lehet6vé
teszi valtozatos transzforméaciok 1étrehozasat, anélkiil, hogy
a dimenzidja valtozna.

Vetdostatisztikai és a fraktalgeometriai
eredmények 6sszekapcsolasa

A kovetkezSkben a vetGstatisztikai szamitdsaimat 9ssze-
kapcsolom a toredezett tombok fraktdlgeometriai nyomo-
zésdval.

A Sierpinsky-hépehely (14. dbra) dimenzidjat kiszamit-
va (TEL, Gruiz 2002):

D, =log5/log3=1,46,

értéket kapunk.

Ha nem a hoépehely szerinti elrendezésben novesztjiik
tovabb a fraktélt, a dimenzi6ja nem véltozik. S6t egészen
mas jellegi fraktalnak is lehet ugyanaz a dimenzi6ja. Amint
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14. dbra. Egy sajatos triadikus Sierpinsky-négyzet: a hopehely
Figure I4. A special triadic Sierpinsky gasket: the snowflacke
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kordbban is bemutattam, a logaritmushdnyadosban (ami
definicio szerint a fraktaldimenzid) csak a két szdm — a
felosztas szama (nevezdben) és a tovabbvitt elemek szdma
(szdmlaléban) — a mérvado, csak az a lényeg, hogy a 9 db
1/3-ad akkora négyzet koziil 5-6t valasszak ki.

Ha a 14. dbrat, a Siepinsky-h6pehely elrendezését meg-
valtoztatjuk (15. dbra), akkor a fraktdldimenzidéja—a D =
1,46 ért€ke — nem valtozik.

Ez az elrendezés mar ugyanaz, mint a 3D-s szeizmikus
értelmezés alapjan értelmezett vetSkre illesztett négy-
zethald (11. dbra).

gy EE
TIEHT TR
HH B
SERIRNEE] i TR

15. abra. Egy masik sajatos triadikus Sierpinsky-négyzet realizacioja,
amelynek fraktaldimenzioja nem valtozott a Sierpinsky-hopehelyhez
képest

Figure 15. Realization of an other special triadic Sierpinsky gasket,
which has the same fractal dimention as the snowflake fractal

Tehat a rezervodrtetén azonositott vetdkre kifeszitett
négyzethdlé rekurziv és Onhasonlé fraktdl, amelynek
dimenzidja 1,46.

A vetSk hosszusdg szerinti eloszldsanak diagramjan (10.
dbra), amely szerint a szeizmikus felbontds alatti veték
méretére végeztem az elbrejelzést (UNGER 2004b), szem-
betlind a kozelitd hatvanyfiiggvények kitevGinek egye-
zésének szorossdga: —1,42,—1,49 és —1,33 koriiliek, abszoltit
értékben épp a fenti fraktaldimenzidhoz kozeli, tizedes pon-
tossdggal megegyezd érték.

Lattuk, hogy az adott x hosszisagui vetSk gyakorisdga
elég pontosan leirhat6 a hatvanyfiiggvénnyel:

fix)=ax?;

ahol a>0és b>0) .

Tovabba S-szer akkora méretti vet6kbdl N-szer annyi van
(S az dnhasonlésdg ardnya, 0<S<1, N a kovetkez6 1épésben
tovabbvitt alakzatok szdma). Ezt az aldbbi egyenlSség fejezi
ki:

fiSx)=Nfix).

Ha a feltételezett hatvanyfiiggvény-modellbe helyette-
sitjiik:

a(Sx)?=Nax? Qax?,

S*=N.

Ezutdn az egyenl6ség logaritmusét vessziik, ahonnan
-blogS=IogN,
b=-logN/logS=1IlogN/logl/S=D,

vagyis a hatvanykitevének meg kell egyeznie a frak-
taldimenzié —1-szeresével, azaz a két szam abszolat értéke
egyenld.

Mivel a vetSk hosszusadga és az erre illesztett négyzet-
halés fraktal, mint a rezervodr toredezett tombjeinek egyik
— kozel vizszintes — kétdimenzids vetiilete, a kapott
eredmény egybecseng KORVIN (1992) és VICSEK (1992)
allitasaval. E szerint a hierarchikusan szervez6dd frak-
talok esetében a méreteloszlds hatvanyfiiggvénnyel irhat6
le. Az eggyel alacsonyabb topoldgiai térre torténd vetiilet
eggyel kevesebb fraktdldimenzidt eredményez. Ebbol
kovetkezik, hogy a vizsgalt rezervodr toredezett tombjei a
haromdimenzidés térben 2,46-os dimenziéji fraktallal
irhatok le.

Osszefoglalas

Korabban bizonyitottam és igazoltam az egymadssal
szorosan Osszefligghd vetOstatisztikai (UNGER 2004b) és
fraktdlgeometriai szamitdsok (UNGER 2004a) szénhid-
rogén-ipari alkalmazhatésdgat. Szembetiing volt a vetSsta-
tisztikai szamitdsokbdl szdrmazé vetShossz-gyakorisdgot
kozelitd hatvanyfiiggvény kitevGjének egyezése az illesztett
Sierpinszky-szlir6 fraktdldimenzidjaval. Matematikailag
bizonyitast nyert, hogy ez nem véletlen egybeesés, hanem a

két szam abszolut értéke egyenld kell legyen.

Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom a MAFI-nak a kutatisaimban
nytjtott timogatasért, a kozvetlen kollégaknak a fraktalos
beszélgetéseinkért, a lektoroknak, akik munkdajukkal jobba
tették a cikket, és nem utolsd sorban mentoromnak Dr. Fiist
Antalnak, aki a fraktalok felé iranyitotta tekintetem.
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