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BaroG Dora—Csoka PETER-PINTER MIKLOS

Tokeallokacio nem likvid portfoliok esetén'

A kockazat jo mérése és elosztasa elengedhetetlen a bankok, biztositék, befektetési
alapok és egyéb pénziigyi vallalkozasok belsoé tékeallokaciéjahoz vagy teljesitmény-
értékeléséhez. A cikkben bemutatjuk, hogy a koherens kockazati mértékek axiémait
nem likvid portféliok esetén is el lehet varni. igy mérve a kockazatot, ismertetiink a
kockazatelosztasra vonatkozd két kooperativ jatékelméleti cikket. Az elsé optimista,
eszerint mindig létezik stabil, az alegységek minden koalicioja altal elfogadhato, al-
talanos modszer a kockazat (toke) elosztasiara. A masodik cikk pesszimista, mert azt
mondja Ki, hogy ha a stabilitas mellett igazsagosak is szeretnénk lenni, akkor egy lehe-
tetlenségi tételbe iitkoziink.

1. BEVEZETES

A tokeallokacio a kockazatok fedezésére sziikséges toke felosztasa az egyes iizletagakra,
portfolidelemekre vagy mas mdédon meghatarozott alegységekre. A Bazel II. tokeegyez-
mény bevezetésével, a felkésziiléssel a Bazel I11.-ra €s a pénziigyi piacok szabalyozasanak
szigorodasaval parhuzamosan, a tékeallokacioé egyre nagyobb szerephez jut napjainkban.

A fenti értelemben haromféle tokefogalmat kiillonboztethetiink meg: gazdasdagi toke
(economic capital, 1. Tasche [2004]) alatt olyan tartalékot értiink, amely a portfélion elszen-
vedett veszteségek fedezésére szolgal, és valamilyen kockazati mérték hatarozza meg. A
gazdasagi t6ke tehat az a minimalis tOke, amely az adott pénzintézet, biztositd, vagy egyéb
pénziigyi vallalkozas sajat belsé kockazatmérése alapjan kalkulalt, varhato veszteségeire
nyujt fedezet. Ezzel szemben a szabdlyozoi toke egy kiilso szabalyozo6 altal elvart, minimalis
tokesziikségletet jelent. Végiil a harmadik tokefogalom a rendelkezésre allo téke (sajat toke
€s szavatolo toke), amely a jelenleg birtokolt toke mennyiségét jelenti, és remélhetéleg mind
a gazdasagi, mind a szabalyozoi toke elvarasainak megfelel.

A pénzintézeteknek két okbdl sziikséges tokét tartalékolniuk: egyrészt azért, hogy elke-
riiljék a fizetésképtelenség, illetve a csdd allapotat, masrészt pedig azért, hogy megfelelje-
nek a szabalyozo elbirasainak. Mivel a tartandd t6két mindig valamilyen kockazati mérték
hatarozza meg (a szabalyozoéi toke esetén ezt a kockazati mértéket szabalyozoi kockazati
mértéknek hivhatjuk), ezért ebben a keretben a tokeallokacié és a kockazatelosztas szino-
nimaként kezelheto.

A kockazatot sokféleképpen lehet mérni. A lehetséges modszerekrol és azoknak a hasz-
nossagelmélethez, sztochasztikus dominancidhoz €s sztochasztikus programozashoz vald
kapcsolatardl jo attekintést ad Krokhmala et al. [2011]. Kiemelt modszernek tekinthetd a
koherens kockazati mértékek csaladja (Artzner et al. [1999]), ahol a szerzék a kdvetkezo

1 Csoka Péter kdszoni a TAMOP-4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0005 projekt tamogatasat. Pintér Miklos kutatasait az
OTKA kutatési palyazat és az MTA Bolyai Janos Kutatasi Osztondijanak a timogatasaval végezte.
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négy természetes kovetelményt (axidomat) tamasztjak egy megfelelé (koherens) kocka-
zati mértékkel szemben: monotonitds, transzlacidé invariancia, pozitiv homogenitas és
szubadditivitas. Csoka et al. [2007] az altalanos egyensulyelméleti megkdzelités szempont-
jabdl mindegyik axidmat elfogadhatonak talalta, Acerbi és Scandolo [2008] pedig ujraér-
telmezte azokat ugy, hogy nem likvid portfoliokra is igazak legyenek. A szubadditivitas a
diverzifikacios hatas a matematika nyelvén megfogalmazva.

Ebben a tanulmanyban bemutatjuk a koherens kockéazati mértékek melletti tokeallo-
kacid lehetdségeire vonatkozo, fobb kooperativ jatékelméleti eredményeket. Csoka et al.
[2009] megmutatta, hogy a koherens kockazati mértékekkel minden kockazatelosztasi szi-
tuacié megfeleltethetd un. teljesen kiegyensulyozott vagy egzakt atruhazhat6 hasznossagu
kooperativ jatéknak, attol fiiggen, hogy az eredeti modellben van vagy nincs aggregalt
kockazat. Ugyanakkor Csoka és Pintér [2010] kooperativ jatékelméleti modszereket hasz-
nalva)*> megmutatja, hogy nincs a kockazatoknak olyan elosztasa, ami eleget tesz harom
erésen elvarhato, ,,igazsagos” feltételnek (lasd a 4.4. tételf).

A cikk felépitése a kovetkezo: el0szor attekintjiik a tdkeallokacio gyakorlati alkalma-
zésait, majd egyet visszalépve bemutatjuk, hogyan lehet az allokaland6 tékét meghata-
rozni egy koherens kockazati mértékkel. A kovetkezo részben formalisabban is ismertet-
jiik a kooperativ jatékelméleti eredményeket a tokeallokacié lehetdségeire vonatkozdan.
Ezutan a lehetséges tokeallokacios modszereken megyilink végig, azt vizsgalva, hogy
(szlikségszertien) milyen tulajdonsagot nem teljesitenek. Zarasként 6sszefoglaljuk az
eredményeket.

2. A TOKEALLOKACIO GYAKORLATI ALKALMAZASAI

A tokeallokacio a gyakorlatban az alabbi esetekben fordul eld:

A bankok iizletagakra osztjak fel a tartando tokét. Mivel a toke tartasa a bank szama-
ra koltség (hiszen vagy készpénz, vagy kockazatmentes, alacsony hozamu eszkoz tartasat
jelenti), fontos tudni, hogy a bank egyes iizletagai koziil melyik mennyiben jarul hozza a
teljes tokeigényhez. A tokeallokacidoba bevont iizletagak tipikusan az alabbiak a kereske-
delmi bankok esetén: retail lizletag, ezen beliil lakossagi, kis- és kozépvallalati, valamint
privat banki szolgaltatasok; kereskedelmi banki tevékenységek; vallalati iizletag; treasury;
de jellemz6 a lizing és a biztositasi tizletagak jelenléte is.

A tdkeallokacio a stratégiai dontéshozatalban is megjelenhet. Amikor egy pénzintézet
uj lizletaggal kivanja bdviteni a tevékenységét, esetleg egy miikddo iizletagat tervez ijabb
tevékenységekkel, termékekkel bdviteni, akkor természetesen annak az alapjan dont, hogy
e lépés hatasara hogyan valtozik a teljes banki jovedelmezdség. Ilyenkor nem elég az 1j
iizletag varhat6é hozamat figyelembe venni; jelentdsen befolyasolja a dontést az is, hogy az
uj divizio hatasara mennyivel névekszik a bank és a mar miikddo tizletagak tokesziikséglete
— ez szintén az allokacids modszerek segitségével hatarozhaté meg.

Amennyiben nem iizletagakat, hanem termékeket tekintiink, akkor a tokeallokacios
modszerek termékarazasra is hasznalhatok. Ilyenkor az el6z6ekben ismertetetthez hason-

2 A kooperativ jatékelméleti modszerek hasznalatara magyar nyelven lasd Csoka [2003]; PiNTER [2007; 2009].
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l6an azt vizsgaljak, hogy az 11j termék milyen tobbletterhet r6 majd a bankra, mennyivel
ndveli meg a vallalkozas tokesziikségletét, majd az arat ennek megfelelden hatarozzak meg.

Népszert alkalmazasi teriilet a teljesitményértékelés is, vagyis annak a meghatarozasa,
hogy egy-egy iizletag mennyire jovedelmez6. A tékeallokacio ebben azért jatszik fontos
szerepet, mert nem elég pusztan azt vizsgalni, hogy mennyi a divizié abszolut értékben
elért jovedelme, hanem ezt a tOkesziikséglethez kell viszonyitani. Ennek a mérését szolgalja
példéaul a kockazattal korrigalt hozam, a RORAC (Return On Risk-Adjusted Capital; Tasche
[2008]).

Az egyeni teljesitményértékelésben a portfoliokezeloknél is jelentds szerepe van a toke-
allokacionak. Ez az egyes iizletdgaknak az el6z6 bekezdésben targyalt teljesitményértéke-
1éséhez hasonldan zajlik, csak éppen egyénekre lebontva. Néhany fejlett pénzintézetben a
tokeallokacios modszerek segitségével torténd teljesitményértékelés szolgal a vezetdk, me-
nedzserek javadalmazéasanak (bonuszainak) alapjaul, de egyes pénziigyi vallalkozasokban
még az alsobb (beosztotti) szinteken is megfigyelhetd ez a gyakorlat.

Végiil a banki tékeallokacié alkalmazasi teriileteinek attekintésekor a kockdzati limitek
kialakitasarol sem szabad megfeledkezniink. Ez esetben nem a bank egyes iizletagai kozott
kell a kockazatot megosztani, hanem egy konkrét divizion, a treasuryn belil. Az iizletag
elsésorban piaci, de hitelkockazat szempontjabol is kiemelt figyelmet igényel, hiszen itt bo-
nyolodik a bank minden tézsdei iigylete (pl. deviza- és értékpapir-kereskedés). Kockazati
limiteket mind portféliokra, mind az egyes kereskeddkre fel lehet allitani a treasuryn be-
lil. Ilyenkor tehat azt a tokemennyiséget osztjak tovabb a kereskeddkre vagy portfolidkra,
amelyet a bank iizletdgai kdzotti tokeallokacio soran a treasuryre osztottak. Amennyiben a
kereskeddkrdl beszéliink, ugyanez a ,,rd osztott” kockazat — amely ekkor limitként funkcio-
nal — szolgalhat az egyéni teljesitményértékelés alapjaul is.

A hazai bankok t6keallokacios gyakorlataval kapcsolatban eddig minddssze egy felmé-
rés késziilt (Balogh [2006]). A vizsgalat megallapitotta, hogy a hazai bankok leginkabb csak
szabalyozo6i alapon meghatarozott tokét szamitottak az egyes divizidkra, a kockéazatalapon
szamitott belso tokeallokacié nem volt jellemzé Magyarorszagon. Homburg és Scherpereel
[2005] a német bankok tdkeallokacids gyakorlataval foglalkozik. A szerzdk azt talaltak,
hogy Németorszagban a bankok 56%-a valojaban nem hasznalt tokeallokacios modszereket,
minddssze az egyes lizletagak kiilon-kiilon meghatarozott kockéazatat hasznalta fel erre a
célra (ami a diverzifikacios hatds hianya miatt azt jelenti, hogy 0sszességében a sziikséges-
nél tobb tokét tart a bank).

Manapsag sokat foglalkoznak a tdkeallokacidval a biztositdtarsasagok (Buch és
Dorfleitner [2008]; Kim és Hardy [2009]): itt elsésorban annak a meghatarozasara hasz-
naljak, hogy az egyes biztositott kockdzatokra mennyi toke tartalékolasa sziikséges, ho-
gyan ossza meg a tarsasag a teljes t6kéjét az egyes kockazatok, illetve az egyes iizletagak
kozott.

A tokeallokacio alkalmazasi teriileteinek attekintése utan nézziik meg, hogyan lehet az
allokaland6 tokét egy megfeleld, a piacok ,.kiszaradasanak™ lehet6ségét is figyelembe vevo
kockazati mértékkel meghatarozni.
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3. KOHERENS KOCKAZATI MERTEKEK NEM LIKVID PORTFOLIOK ESETEN

A koherens kockéazati mértékeket Csoka et al. [2007] jel6lései alapjan definialjuk.
Jelolje V' a véges szamu vilagallapotok szamat, és tekintsiik a realizacios vektorok R” hal-

V
mazat. A v vilagallapot bekdvetkezési valdsziniisége legyen p , ahol Z p,=1.
v=1
Az X e R” vektor megadja egy portfolio lehetséges nyereségeit/veszteségeit egy adott
jovobeli idépontra vonatkozdan. A portfolio kifizetése v vildgallapot esetén X", ahol a nega-
tiv értékek veszteséget jelentenek.
A p R >R fuggvényt kockdzati mértéknek nevezziik, ez adja meg a portfolio koc-
kazatat mai szemmel nézve.

3.1 definicio

Legyen X,Y e R Kkét realizaciés vektor, és legyen #>0 valos szam. A p :R" > R fiigg-
veényt koherens kockazati mértéknek nevezziik (Artzner et al. [1999]), ha kielégiti a kovet-
kez6 axiomakat:

® Monotonitds: ha X=Y, akkor p(X)<p(Y),

o Szubadditivitas: p(X+Y) <p(X)+p(¥),

® Pozitiv homogenitas: p(hX)=hp (X),

o Transzldicio invariancia: p(X+al*)=p(X)—a.

A monotonitas értelmezése a kdvetkezd: ha az X portfolio kifizetése tetszoleges vilag-
allapot estén legalabb akkora, mint az Y-¢é, akkor az X kockazata (t6kekovetelménye) nem
lehet nagyobb. A pozitiv homogenitast (és X = Y esetén a szubadditivitast) szoktak azért
kritizalni — a likviditast is figyelembe véve —, mert kétszer akkora portfolié kockazata lehet
akar tobb mint kétszer akkora is.

Acerbi és Scandolo [2008] ehhez hozzateszi, hogy ilyen alapon a transzlacié invariancia
(amit 6k inkabb transzlacié kovariancianak hivnanak) ugyancsak kritizalhat6. Tegyiik fel,
hogy 1 millio forintot kell fizetlink 10 nap mulva, és birtoklunk egy nem likvid kockézatos
eszkdzt, valamint félmillié forintot. Ekkor 1 milli6é forintot hozzdadva a portfélionkhoz, a
tokekovetelmény tobb mint 1 millié forinttal is csdkkenhet, hiszen nem kell olcson likvidal-
nunk a kockazatos eszkdziinket. Ugyanakkor a szerzok azt is hozzateszik, hogy az dsszes
eddigi kritika csaloka volt, az axiomak nem a portfoliok nagysagarol szolnak (kétszer annyi
részvény), hanem a portfoliok kifizetésérol, értékérdl (kétszer akkora értékdi részvény).

A portfolié nagysaga és értéke kozotti linearis kapcsolat nem likvid piacok esetén felbo-
rul. Ilyenkor a portfolionk jovébeli értéke attol fiigg, hogy milyen jovobeli korlataink van-
nak (liquidity policy): példaul 1 forintot kell fizetniink 10 nap mulva, kockazati limiteket kell
betartanunk, az altalunk kezelt alap befektetési politikaja korlatoz stb. Portfolioértékként
értelmezve az X, Y valtozokat, likviditasi alapon egyik axidoma sem tamadhat6. Példaul a
példahoz visszatérve, a transzlacid invariancia azt jelentheti, hogy ha ma 0,5 milli6 forintot
hozzaadok a portféliomhoz, annak a kockazata 1 milli¢ forinttal csokken, mert a portfoéliom
jovabeli értéke nd 1 millio forinttal (hiszen igy mar ki tudjuk fizetni az 1 milli6 forintot).
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A tovabbiakban feltessziik, hogy minden vilagallapotnak azonos a bekovetkezési va-
l6szintisége. Ez nem jelent6s megkotés, hiszen egyrészt, ha multbeli adatokbdl dolgozunk
historikus alapon, akkor mindegyik multbeli realizacié azonos esélytinek tekinthetd; mas-
részt, ha valamelyik vilagéallapotnak nagyobb az esélye, akkor (raciondlis szdmok esetén)
konnyen szerkeszthetiink egy uj vilagallapotteret, amelyikben minden allapotnak azonos az
esélye, és ha az eredeti allapotokat kell6 szamban ismételjiik, akkor az eredeti allapotoknak
megfeleld valoszintiségekhez jutunk.

A koherens kockazati mértékek csaladja bo, azonos valdsziniiségti vilagallapotok esetén
lényegében leirhatd ugy, mint egy sulyozott atlagos maximalis veszteség; ha a legnagyobb
suly a legnagyobb veszteségen van, a kovetkezd legnagyobb suly a masodik legnagyobb
veszteségen, €s igy tovabb. Ezeket a kockazati mértékeket spektralis kockazati mértékeknek
hivjak, Acerbi és Simonetti [2002] portfolio-optimalizalasnal vizsgalja dket.

Specialis esetként kapjuk az expected shortfall kockazati mértéket (Acerbi és Tasche
[2002]), ami a legrosszabb k szazaléknyi veszteség atlaga. Ennél is specialisabb eset a ma-
ximalis veszteség, ami tehat szintén koherens.

4. A TOKEALLOKACIO KOOPERATI{V JATEKELMELETI MODELLJE

Tegyiik fel, hogy egy pénziigyi vallalkozdsnak n divizidja van, jelolje N= {1, 2,...,n} a divi-
ziok halmazat, X pedig legyen az i divizio lehetséges jovObeli nyereségeit/veszteségeit leiro,
realizacios vektor. S € N koalicio alatt a diviziok egy S részhalmazat értjiik. Adott p kohe-
rens kockazati mérték esetén egy c:2V-=>N kockdzatelosztdsi (tokeallokacios) jaték megadja

0, ha S=0
c(S) =
p{zxij kiilonben .

ieS

4.1. példa
Harom divizionk van, tehat N= {1, 2,3}, és hat vilagallapottal (V) irjuk le a valosziniiségi valto-
zokat. Az alkalmazott kockazati mérték (p) a maximdalis veszteség koherens kockéazati mérték.

1. tabldzat
A maximalis veszteség altal generalt kockazatelosztasi jaték
VA\S {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {1,2,3}
1 -10 -2 13 -12 3 11 1
2 13 6 11 19 24 17 30
3 -2 6 5 4 3 11 9
4 -6 —11 -3 17 -9 -14 -20
5 10 -14 -1 -4 9 -15 -5
6 10 6 0 16 10 6 16
c(S) 10 14 3 17 9 15 20
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A legalso6 sorban lathaté a maximalis veszteség koherens kockazati mérték altal megha-
tarozott ¢ kockazatelosztasi jaték.

Vegyiik észre, hogy a harom divizi6 6sszefogasaval jelentds diverzifikacios hatas érhetd
el ahhoz képest, mint ha a diviziok kiilon-kiilon kezelnék kockéazatukat:

c(N) =20 <27 = c({i})

ieN

Felmeriil a kérdés, hogy miként osszuk el a diverzifikacios hatas eredményeként jelent-
kez6 megtakaritast az egyes diviziok kozott. Erre a kérdésre az atruhdzhatd hasznossagu
kooperativ jatékok elméletében alkalmazott megoldaskoncepcio segitségével kiséreliink
meg valaszt adni.

Legyen I' } az N jatékoshalmazzal rendelkezd kockdzatelosztasi jatékok osztalya. Ekkor

WY 52" fiiggvényt a kockézatelosztasi jatékok osztalyan értelmezett megolddsnak
nevezziik. A W megoldas értelmezése a kdvetkezd: minden kockazatelosztasi jaték egy koc-
kazatelosztasi szituaciot reprezental. Egy W megoldas azt hatarozza meg, hogy az egyes
kockazatelosztési szituaciokban az egyes diviziok (jatékosok) mennyivel részesednek az

osszkockazatbol: ¢(N) =p ZX ij). Masképpen fogalmazva, adott ¢ kockazatelosztasi ja-
ieN
ték esetén megoldason az N-komponensii vektorok egy olyan W(c) halmazat értjiik, amely
vektorok i komponense megadja az i diviziora allokalt tokét. Tehat W(c) az adott kockazat-
elosztasi szituacid esetén a W megoldas altal javasolt lehetséges tokeallokaciok halmaza.
A kooperativ jatékelméleti irodalom két népszerti megoldasa: a mag (Gilles [1959]) és a
Shapley-értek (Shapley [1953]).
Egy c€ I'| kockazatelosztési jaték magja a kdvetkez6 halmaz’:

Mag(c) = {x e RN in =c(N) é minden Sc N-re in < c(S)} .
ieN ieS

A mag értelmezése a kovetkezo: az 6sszkockazat olyan elosztasait tartalmazza, amelyek
a diviziok egyik csoportjahoz sem rendelnek akkora allokalt tokét, amelyik meghaladja az
adott diviziok egyiittes kockazatat. Tehat a csoportracionalis (az egyfds csoportot is beleér-
ve) elosztasok halmaza.

Ha egy kockazatelosztasi jatékot csak a jatékosok egy részhalmazan tekintiink, akkor
részjatekrol beszéliink. Azokat a jatékokat, amelyeknek a magja tetszéleges részjaték esetén
sem lres, teljesen kiegyensulyozott jatékoknak nevezziik.

4.2. tétel
A kockazatelosztasi jatékok osztalya egybeesik a teljesen kiegyensulyozott jatékok oszta-
lyaval (Csoka et al. [2009]).

Az éllitasnak két iranya van, az els6 szerint tetszdleges kockazatelosztasi jaték teljesen
kiegyensulyozott, vagyis mindig talalhaté magbeli, csoportracionalis kockazatelosztas. A

3 Az iires X értéke 0.
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masik irdny szerint tetszdleges teljesen kiegyenstlyozott jaték eldallhat kockazatelosztasi
jatékkeént, barmilyen teljesen kiegyensulyozott jatékbol eredd szituacio eléfordulhat a toke-
allokacio soran.
A Shapley-megoldas egy tetszéleges c€ I' | kockdzatelosztési jaték esetén az i jatékos-
hoz a
S|-DIIN-S|! .
o, = % CERESes) —es - i)

ScN, ieS

szamot rendeli. O(c)-t az i jatekos c jatekbeli Shapley-értékének nevezziik.

A Shapley-érték egy lehetséges értelmezése a kdvetkezd: vessziik a divizidk egy tetszole-
ges sorrendjét, és meghatarozzuk, hogy ha a diviziok az adott sorrendben ,,érkeznek”, akkor
mi a hatarhozzajarulasuk (c(S)—c(S—{i})) a mar el6zbleg ,,megérkezett” divizidk csoportja-
hoz. A hatarhozzajaruldsokat hozzarendeljiik a diviziokhoz, majd ezt elvégezziik a diviziok
minden sorrendjére, és vessziik a hatarhozzajarulasok atlagat. Ez az atlag a Shapley-érték.

4.3. példa (a 4.1. példa folytatasa)
Tekintsiik a 4.1. példaban bemutatott ¢ kockazatelosztasi jatékot. Ekkor

a Shapley-érték

D(0),= 6,5
Do), _ 11,5
D(0),= 2

és O(c)Mag(c), hiszen D(c),+ D(c),=18 >17=c({1,2}).

Vegyiik észre, hogy mig a Shapley-megoldas minden jatékhoz pontosan egy vektort,
elosztast rendel, addig a Mag egy jatékhoz rendelhet akar lires halmazt, akar ,,népes” hal-
mazt is.

A kovetkezékben attekintjiik, hogy milyen tulajdonsagokat varhatunk el az alkalmazott
tokeallokacios modszerektol.
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4.4. definicio

W akockazatelosztéasi jatékok I osztalyan értelmezett megoldas

e hatékony, haminden c eI kockdzatelosztasi jaték esetén Z Y(c), =c(N),

ieN

e szimmetrikus, ha minden cel] kockazatelosztasi jaték és tetszéleges olyan
i,je N  jatékos esetén, hogy minden Sc N’ i,jeS  koaliciora
c(S—{ip) =c(S-{jh): ¥(c); =¥();>

e erdsen monoton, ha minden c,v el kockdzatelosztéasi jaték és tetszoleges olyan
ieN jatékos esetén, hogy minden ScN koaliciora
c(S)—c(S—{i}) < v(S) - v(S—{i}): ¥(c), < (v);,

e magkompatibilis, ha minden ¢ e I kockazatelosztési jatékra W(c) € Mag(c).

A fent ismertetett axidomak értelmezése a kovetkezd. A hatékonysag kovetelménye
természetes: az egyes portfoliokra allokalt tokék Osszegének meg kell egyeznie a teljes
portfolié tékekovetelményével. A szimmetria elvarasaval azt kdveteljiik meg, hogy ha két
divizié kockazat szempontjabol megkiilonboztethetetlen, tehat felcserélve dket, a generalt
kockazatelosztasi jaték nem valtozik, akkor az értékelésiik legyen egyenld. Az erds monoto-
nitas hasonlo kdvetelményt mond ki, mint a szimmetria, csak itt nem két jatékost, hanem két
kockazatelosztasi szituaciot hasonlitunk dssze. Ha egy divizid egy kockazatelosztési szitu-
acidban ,.kockazatosabb” (nagyobb a hatarhozzajaruldsa a diviziok tetszéleges halmazahoz,
beleértve az tires halmazt is), mint egy masikban, akkor az els6ben hozz4 allokalt téke nem
lehet kisebb a masodikban hozza allokaltnal. Tehat az allokalt téke a kockazatossag mono-
ton novo fiiggvénye.

A magkompatibilitas kdvetelménye azt fejezi ki, hogy minden egyes divizionak és az
ezekbdl allo ,koalicioknak™ legfeljebb ugyanannyi kockazatot kell viselniiik a ,,nagykoa-
lici6”, vagyis a teljes portfolid részeként, mint amennyivel 6ndlldoan rendelkeznek. Egyéb
esetben ugyanis lenne olyan koalici6, melynek érdekében éallna az N nagykoalicidbdl kilép-
ve kiilonalld szereploként folytatnia a tevékenységét.

4.5. megjegyzés
Vegyiik észre, hogy a 4.4. definicidban felsorolt axioméak nem fiiggetlenek. A magkompati-
bilitasbol kovetkezik a hatékonysag.

A fent ismertetett fogalmak bevezetése utan mar ki tudunk mondani egy, az ,,igazsagos”
kockazatelosztas lehetetlenségérol szolo tételt:
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4.6. tetel
Nincs olyan minden kockézatelosztasi szitudcion (I' ) értelmezett tékeallokicios modszer
(), ami szimmetrikus, erdsen monoton és magkompatibilis (Csoka és Pintér [2010]).

Koherens kockazati mértékek esetén a magbeliség tehat altalanos esetben nem fér dssze
a szimmetria és az er6s monotonitas kovetelményeivel, ezt a harom természetes elvarast
nem kovetelhetjiik meg egyszerre egy kockazatelosztasi szabalytdl.

A bizonyitas vazlata:

o A 42 tételbdl kovetkezik, hogy Young [1985] Shapley-érték axiomatizalasat (az
egyetlen hatékony, szimmetrikus €s er6sen monoton megoldas) kell meggondolnunk
a teljesen kiegyensulyozott (és az egzakt) jatékok osztalyan.

e Ehhez Pintér [2009] eredményére van sziikségiink (lasd Csoka és Pintér [2010]).

o Végiil a 4.1. és 4.3. példakbol kdvetkezik a lehetetlenségi allitas.

5. TOKEALLOKACIOS MODSZEREK

A kovetkezokben attekintlink néhany, a legismertebbek kozé tartozé tdkeallokaciés mod-
szert a mar emlitett Shapley-érték mellett. Ezeket teljesen altalanosan, a kockazati mérték
specifikalasa nélkiil definidljuk, igy azok a maximalis veszteség mellett kdnnyen alkal-
mazhatok mas kockazati mérték (pl. VaR) mellett is. A modszerek koziil az elsé négyet
Homburg és Scherpereel [2008] cikke alapjan mutatjuk be, ezeket pedig egy otodikkel, a
Tasche [2008] altal is vizsgalt Euler-modszerrel egészitjiik ki. A felsorolas utan, a 4.1. példa
adatait hasznalva, mindegyik modszert kiszamitjuk a maximalis veszteségre. Azt is meg-
adjuk, hogy a szimmetria, er6s monotonitas és magkompatibilitas koziil altalaban melyik
tulajdonsagot nem teljesitik.

Tegyiil fel tehat tovabbra is, hogy egy pénziigyi vallalkozasnak n divizidja van, jeldlje
N={1,2,..n} a diviziok halmazat, X pedig legyen az i divizié lehetséges jovobeli nyeresé-

ey

vezessiik be az X = Z X, jelolést. A kockéazatot a p kockazati mértékkel mérjiik.
ieN

5.1. Egyéni kockazattal aranyos modszer (activity based method)

Lényege, hogy a k6zos kockdzatot az egyes divizidk egyedi, a tobbi diviziotol fiiggetlen
kockéazatanak ardnyaban osztja szét:
w0 =) o),
E;‘: i ;'-7 I.. X _.'. ..I
A moddszer komoly hatranya, hogy nem veszi figyelembe az egyes diviziok kozotti fiig-
gdségi strukturat, igy nem ,,jutalmazza” kisebb kockéazati hozzajarulasokkal azokat az divi-
ziokat, amelyek negativan korrelalnak a tobbiekkel.
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5.2. Béta-madszer

sy

sy

Cov(X, X)
Wic)=p05;-plX).
Amennyiben a bétak ossze nem 1, a médszert modositani sziikséges annak érdekében,

hogy az egyes diviziokra allokalt kockazatok 6sszege kiadja a teljes portfolio kockazatat,
ekkor:

pen szamithaté: 5; = . Ha a bétak osszege 1, akkor az i divizié kockazata:

_ plx)
Y@ =5 gy

5.3. Novekményi modszer*

Az i divizio altal okozott kockazatnovekményt adott S koalicido mellett a kovetkezokép-
pen definialjuk: A(X:|5) = p(5) - p(5\i), minden 5 € N koaliciora és X; €5 -re,
ahol p{@B) = 0 . Vegyiik észre, hogy csak a jeldlés mas, a kockdzatnévekmény azonos a
Shapley-értéknél szadmolt hatdrhozzajarulassal.

A ndvekményi mddszer az egyéni kockazatndvekmények aranyaban adja meg az egyes
divizidkra allokalt tokét:

(XN i i
w(0) = —2PHIN) oy B e AplH I plzfl—zf’_\.plzflxl
Dy fi-.pl,_XJ.-|.-'\. | _1,:-.p| X; |v) ._

ahol a masodik felirasra azért volt sziikkség, hogy kdnnyebben hasonlithassuk 6ssze a kdvet-
kezd koltségrés modszerrel.

5.4. Koltségrés (cost gap) modszer

A névekményi modszer kis modositasaval kapjuk a koltségrés modszert, amellyel a kovet-
kez6képpen kaphatjuk meg az egyes egységekre allokalt tokét:

[ Ap(X: | V), haplX) - Z Ap(X|N) =0,

ic) = ; " \
SpCEIN) + p':X:I—zﬁpI:X:-I.-"E] . egyébként,
1¥e | =1 .

Llr=

4 A névekményi modszerrdl bévebben lasd tobbek kozott Jorion [1999].
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aholy; = D:.rql'ré]:‘EfEf" {P':H:' - Z Ap( Xj|~'1"'1 ) ) 2 0.

JEN

Amennyiben tehat a kockazatnévekmények 0sszege kiadja a teljes kockazatot, akkor ez
lesz az elosztas — ez esetben a koltségrés és a novekményi modszer ugyanazt az eredményt
adja. Egyébként pedig mindkét esetben egy korrekcios tényezd garantalja, hogy az egyes
egységekre allokalt tokék 6sszességében kiadjak a teljes kockazatot, eltérés csak a korrekcid
modszertanaban van.

5.5. Gradiens (vagy Euler-) modszer

A gradiens modszer targyalasahoz vezessiik be a kovetkezo jeloléseket!
El6szor fejezziik ki a portfolidt az azt alkotd divizidk stlya és az egyes diviziok értéké-

nek szorzatdsszegeként: ¥ = ¥i{u) = ¥y, ., u,) = Z’uf‘i’f ,
i=1
Legyen foy = 2{Y{1}) elss fokon homogén. Az i divizioba val6 marginalis befekte-

tésre jutoé kockazatnovekményt jeloljiik Fil€) vel, amelyet a kivetkezé modon szamitha-
tunk:
.. dp(Y + hY)
3,0 = 220 A%,

_ df;,}"l: l.l vany l:l
dh i

R=0 du;

¥

feltéve, hogy for folytonosan parcialisan differencialhato.
Amennyiben tehat [,¥ folytonosan parcialisan differencialhaté, valamint elsé fokon
homogén, alkalmazhato ra az Euler-tétel:

o df, (W)

QiL;
i=1 )

igy — visszatérve a korabban hasznalt jelolésiinkhdz — erre a modszerre is teljesiil, hogy

P =Y ¥ (c) = Zu: (o)

i=1 i=1

Tasche [2000] belatja, hogy maximalis veszteség esetén — amennyiben az differencial-
haté — az i divizidra allokalt toke megegyezik azzal a veszteséggel, amelyet akkor szenved
el, amikor az aggregalt portf6lié vesztesége maximalis.

Buch ¢és Dorfleitner [2008] megmutatta, hogy koherens kockazati mérték alkalmazasa
esetén a gradiens modszer mindig magbeli tokeallokaciot eredményez, ugyanakkor altala-
nos esetben a gradiens modszer nem szimmetrikus (ha szimmetrikus lenne, akkor a kocka-
zati mérték linearis lenne).
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5.6. A modszerek 6sszehasonlitasa
Az alabbiakban megadjuk a 4.1. példa kockazatanak elosztasat a fenti hat modszer szerint.
2. tablazat

A 4.1. példa kockazatanak elosztasa
a kiilonb6z6 modszerek szerint

Tokeallokacio
Moédszer divizio 1 divizio6 2 divizio 3
Shapley 6,5 11,5 2
Egyéni kockazattal aranyos 7,41 10,37 2,22
Béta 6,85 8,84 4,31
Novekményi 5,26 11,58 3,16
Koltségrés 5,5 11,5 3
Gradiens 6 11 3

Ahogy lathatjuk, a 4.1. példdban egyik modszer sem adott azonos eredményt. Altala-
nos esetben elmondhatjuk, hogy csak a gradiens mddszer magkompatibilis, a tobbi nem.
Ugyanakkor, ahogy mar emlitettiik, a gradiens mdédszer nem szimmetrikus.

6. OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban a pénzintézetekben alkalmazott belsé tokeallokacio altalanos kérdéseinek
attekintése utan arra kerestilk a valaszt, hogy tudunk-e olyan tdkeallokaciés modszert
ajanlani, amely harom természetes szempontot minden esetben kielégit: magkompatibilis,
szimmetrikus €és erdsen monoton. Mig magkompatibilis kockazatelosztas mindig 1étezik, a
masik két kovetelményt is kielégitd nincs; valamilyen szempontrol sziikségszerten le kell
mondanunk.
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