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MEDVEGYEV PETER

A hasznossagi fiiggvenyek
és a kockazatsemleges mérték’

A cikkben a pénziigyi valsagban kozponti szerepet jatszd, szarmaztatott termékek ara-
zasanak a kérdését elemzem. A szarmaztatott termékek arazasanak legalapvetobb kon-
cepcidja a kockazatsemleges mérték. Az elmélet legf6bb hidnyossaga az, hogy a pénziigyi
elméletet a valészintliség-szamitas és a sztochasztikus folyamatok keretében helyezi el,
és azt a latszatot kelti, hogy elegendé a valodi mértéket kicserélni a kockazatsemleges
mértékre, és az ott felirt modelleket a piaci adatokhoz kalibralni. Ugyanakkor a kocka-
zatsemleges mérték éppen a preferenciak altal torzitott valésziniliségeket adja meg, igy
alapvetden a piaci szereplok preferenciiit, félelmeit, és nem a tényleges valésziniiségeket
tiikrozi. Mivel ezek a preferenciak gyorsan valtoznak, a valésziniiségi intuicié gyakran
félrevezeti a dontéshozokat.

A gazdasagi valsag egyik kozvetlen és fontos kévetkezménye, hogy vilagszerte megélénkiilt a
vita a kozgazdasagtan ¢s altalaban a tarsadalomtudomanyok helyzetérdl. Az ilyen iranyt kon-
ferenciak, tudomanyos rendezvények megnyitasakor gyakran szokas felidézni /1. Erzsébet an-
gol kiralyndnek a London School of Economics épiiletében tett 1atogatasakor feltett kérdését:
hogyan lehetséges az, hogy a nevezetes falak kozt dolgozd, szamos kivald kézgazdasz koziil
egy sem latta elére a pénziigyi rendszer 6sszeomlasat? A kérdésre nincs egyszert valasz. Mar
csak azért sincs, mert nem egészen vildgos az sem, hogy a valsag a jelenleg uralkodé kozgaz-
dasagi elméletek ¢€s iskolak csddje, vagy éppen ezek igazoldsa. Mikdzben a gazdasagot ért
megrazkodtatasok dramaisdga vetekszik barmely katasztrofafilmmel, a legrosszabbat mégis
sikeriilt elkeriilni. Sok jel mutat arra, hogy sikeriilt kivédeni az elvileg elképzelhetd, apoka-
liptikus forgatokonyveket. A demokratikus intézmények vilagszerte olajozottan és probléma-
mentesen miikodtek. A vildg szamos orszagaban a valasztok véleményt mondtak a regnalod
politikai elitrdl, és uj gazdasagpolitikai irdnyokkal val6 kisérletekre adtak felhatalmazast.
Nem kovetkeztek be allamcs6dok, a kavét ez idaig nem kellett a tengerbe szorni, nem tortek ki
forradalmak, ¢hséglazadasok, senki sem kezdett el fegyverkezni, hogy szomszédjain torolja
meg sérelmeit. Mikdzben a pénziigyi rendszer problémait a kozgazdasz szakma nem latta
eldre, a valsag kovetkezményeit, egyeldre ugy tlnik, sikeresen kezelte.

A pénziigyi valsaggal kapcsolatos vitak egyik kdzponti kérdése a szarmaztatott termé-
kek elmélete, illetve az elmélet matematikédja. Kozismert, hogy a magyar pénziigyi rend-
szerben a szarmaztatott termékek csak nyomokban voltak jelen. Hangsulyozni kell, hogy
ennek oka nem a hazai pénziigyi vilag tudatos eldrelatdsa volt, hanem sokkal inkabb a

1 A cikk a Nemzetkozi Bankarképzo Kozpont és a Corvinus Egyetem Befektetések és Vallalati Pénziigy Tanszé-
ke altal szervezett ,, Pénziigyi piacok likviditasa” konferencian elhangzott eléadas alapjan késziilt.
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magyar pénziigyi é€let periférikus jellege. Nagy a veszélye annak, hogy a hazai pénziigyi
tarsadalom a kvantitativ modszerek iranti szkeptikus hozzaallassal reagal, és — ahelyett,
hogy feltarna példaul az oktatasban megjelend elmaradottsagat — ignoralja a pénziigyi ma-
tematikat, illetve altalaban a matematikai kdzgazdasagtant, és evvel helyrehozhatatlan kart
okoz, példaul a matematikaoktatason keresztiil a kdzgazdaszképzés egészében.

A dolgozat elsé részében, néhany altalanos megjegyzést kdvetden, roviden vazolom a
kockazatsemleges arazas elvét. A dolgozat masodik részében a kockazatsemleges mérték és
a hasznossagi fiiggvények kapcsolatat probalom tisztazni.

A KOZGAZDASAGTAN MINT SZUBJEKTiIV TUDOMANY

A kozgazdasagtan — és altalaban a tarsadalomtudomanyok — jellegzetessége, hogy a terii-
letrél kialakitott kép visszahat magara a teriiletre. Ennek egyik kozismert példajat éppen a
szarmaztatott termékek Gsatyja, az opciok teriilete szolgaltatja. Nem kétséges, hogy az op-
cidarazas elmélete, foleg annak példatlan eleganciaja nagy szerepet jatszott az opciok széles
korti elterjedésében. Evezredek ota gyakran szokas hivatkozni Platén barlanghasonlatara.?
A kdzgazdasagtanban nem csak arrdl van szo, hogy csupan a barlang falara es6 képet latjuk,
azt nem, ami a barlangon kiviil van. A kézgazdasagtanban iigyelniink kell arra, ahogyan a
képeket interpretaljuk, amilyen metaforakat alkalmazunk a képek leirasakor. Egy tarsada-
lom szempontjabol tavolrol sem kdzombos, hogy milyen ideologia, vagy ha jobban tetszik,
elméleti kozgazdasagi eszmerendszer mentén probalja magat megszervezni. Nagyon sokan
— tobbek kozott példaul Soros Gydrgy is — gy gondoljak, hogy a pénziigyi valsagért azok
az elméletek a feleldsek, amelyek ideologiai megfontolasokbol tulhangsulyoztak a piac 6n-
tisztito szerepét, és az allam szerepének visszaszoritasa mellett érvelnek. Ez a vita nyilvan
soha nem fog befejezddni. Mind a két oldal szamos torténelmi példat idézhet. Nem kell a
20. szazad eseményeire hivatkozni, hogy az allami tilhatalom veszélyeit hangsulyozzuk. A
torténelem lényegében az allamok tehetetlenségeinek torténete. De az sem kétséges, hogy
az allami szabalyozas jelenkori csokkenése nem feltétleniil csak a hatékonysagot novelte,
hanem igen gyakran a pénziigyi langelmék utjat is egyengette.

A gazdasagi folyamatok objektivitasa mélyen gydkerezd elképzelés, amely gyakran
egylitt jar a redlgazdasag fogalmanak hangstlyozasaval. Az emberi tarsadalomban lezajlo
folyamatok azonban nemcsak abban térnek el a természeti folyamatoktol, hogy a megfi-
gyeld visszahat magara a folyamatra, vagyis nincs objektiv kiilsé valosag, hanem abban is,
hogy a rendszer egységes egészet alkot, az egyes elemei nem izolalhatéak. Vagyis a real-
gazdasag és a pénziigyi vilag egységes, szétvalaszthatatlan rendszert alkot. Az elvalaszto
hatar szintén szubjektiv, elmosodo, igen széles és sokszor illuzorikus. Ebbdl kovetkezden a
realgazdasag szembedllitasa a pénziigyi vilaggal, mint a jo és a rossz vagy a fény és az ar-
ny¢€k elvalasztasa, igen veszélyes, €s ezért ovatosan kezelendd. Ugyanis ahogyan nincs fény
arnyek nélkiil, vagy a rossz és a jo is gyakran csak nézépont €s ideologiai kondicionaltsag
kérdése, a readlgazdasag kivanatos tdmogatasa a pénziigyi spekulacioé rovasara igencsak a
visszajara fordulhat.

2 PLATON: Az allam, VII. kdtet, in: Platon 6sszes miivei I1., Europa Konyvkiado, Bp. 1984., 355-460. o.
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A DISZKONTALT JELENERTEK MINT AZ ARAZAS ALAPELVE

Minden pénziigyi elmélet alapkérdése, hogy meg tudjuk-e mondani, magyarazni a pénz-
iigyi termékek arat. A pénziigyi matematika céljaként sokan a kockazatkezelést jelolik meg.
Ugyanakkor a kockazatkezelést megeldzden valaszolni kell a ,, mi mennyi?” nevezetes kér-
désére. Hogyan kezeljiik a kockazatot, ha nem tudjuk, milyen kockdzatokrol van szo6? A
pénziigyi kockazat egyediili forrasa az arvaltozas®, igy a kockazatkezelés el6tt az arakra
hat6 tényezdket kell tisztazni.

A feltett kérdésre a pénziigyi elmélet valasza igen egyszeri: az ar éppen a varhatd jo-
vobeli kifizetések jelenértéke.* A valasz azonban igazi tautologia. Ugyanis két dolgot nem
tudunk: mivel kell diszkontalni, és hogyan kell kiszamolni az atlagot, a varhat6 értéket?
Vagyis az atlag szamolasakor milyen sulyokkal kell megszorozni az egyes lehetséges ki-
meneteleket?

A jelenérték szamitasakor két tényezot kell figyelembe venni: az id6beliséget és a kifi-
zetés kockazatossagat. Vagyis, hogy mikor kapjuk meg az adott dsszeget, és az dsszegnek
mi a kockazata, azaz ténylegesen milyen értéket kapunk. Az idétartam és a kockazatossag
azonban egyazon dolog elvalaszthatatlan két oldala. A pénziigyi elmélet alapvetd jellegze-
tessége a megfigyelhetd adatokra valo épitkezés. Eppen ezért a diszkontalaskor altalaban
a kockazatsemleges kamatlabat, az r-et szokas hasznalni. Ennek kétségtelen elénye, hogy
tobbé-kevésbé megfigyelhetd és azonosithaté a Magyar Nemzeti Bank alapkamatéaval, vagy
valamifajta bankkozi kamattal. Az atlagot természetes modon nem a tényleges valdszinii-
ségek szerint kell venni. Egyrészt a tényleges valosziniiségek nem is adottak, ismertek,
ugyanis a kisérlet nem ismételheté meg, nincsen ra torténelmi tapasztalat, ugyanakkor a
valdszinliség intuitiv fogalma erdsen kotott a korlatlan ismételhetdséghez. Masrészt a tény-
leges valoszintiségek érdektelenek. A legjobb és legtobbet idézett példa a lottd, ahol a tény-
leges varhat6 érték negativ, az ar mégis pozitiv. De ha valamely befektetés varhat6 értéke
nulla, példaul azért, mert '2 a valoszintisége a sikernek és 4 a valdszintisége a kudarcnak,
¢és az eredmény mind a két esetben azonos, a jelenlegi ar nem lesz nulla.

A jelenség nyilvanvalo oka, hogy a varhaté érték szamolasakor vald sulyok a tényleges
kimenetek hasznossagatol fiiggnek. A diszkontalaskor hasznalt tényezo és a varhato érték
szamolasakor hasznalt sulyok 6sszefiiggnek. Ha az r segitségével diszkontalunk, akkor ez a
modositott mérték éppen a nevezetes Q mérték, amelynek a természetét szeretnénk a cikk-
ben tisztazni. Vagyis alapszabalyként a kovetkez6t kell megallapitanunk: vagy a tényleges
valdszinliségek szerint vessziik a varhato értéket, de akkor nem tudunk az r szerint diszkon-
talni, vagy az r segitségével diszkontalunk, de akkor a valdszinliségeket modositani kell.’
Altaldban az r szerint diszkontalunk, és a varhato értéket ezért a Q szerint kell venni. De
hogyan hatarozzuk meg a Q mértéket? Nyilvan a piaci adatok alapjan, vagyis a modelliink
paramétereit a piaci adatokhoz kalibraljuk! A pénziigyi elmélet kulcsszava a kalibralas.
Barmilyen modellt alkalmazunk, a modell paramétereit a valésaghoz kell igazitani. Ezért

3 Beleértve a cs6dot, amely esetben az ar esetleg nulla lesz.

4 Erdemes hangsulyozni, hogy a valasz kdzvetleniil nem hivatkozik a kereslet-kinalat szabalyara.

5 Ez persze nem jelenti azt, hogy ha nem az r szerint diszkontalunk, akkor a valos valdszintiségeket kell venni.
Pusztan arrdl van szo, hogy a két objektum egymasba atjatszhato, és pusztan kényelem kérdése, hogy miként
kombinaljuk a kett6t.
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mondtam azt, hogy a diszkontalt jelenérték képlete tautologia. Mennyi az ar? Hat annyi,
amennyi! Mindez trivialis, és nagyon fontos, hogy az is legyen az olvas6 szamara. Az ara-
kat nyilvan nem absztrakt elvek, modellek, hanem a piac hatdrozza meg. A modellek csak
probaljak magyarazni, megértetni a miérteket. Minden modellben a kulcsprobléma a kalib-
ralas, vagyis a modell paramétereinek a tényleges piaci adatokhoz val6 igazitasa.b

Nyilvanvaléan felmeriil a kérdés, hogy akkor mi értelme van a modellezésnek. Ha a don-
td 1épés a kalibralas, amely a megfigyelhetd adatokra épiil, akkor a modell semmitmondo és
sziikségtelen lenne?” Nem teljesen. A kalibralt modellrdl feltessziik, hogy a paramétereinek
folytonos fiiggvénye, kdvetkezésképpen az ar akkor is megbecsiilhetd, ha kozvetleniil nem
figyelheté meg a piacon, de a sziikséges paraméterekrdl van valamilyen elképzelésiink. Ez
konkrétan azt jelenti, hogy feltessziik: a Q mérték kevés szamu paramétertol, jol attekinthe-
t6 modon fiigg. Szélsdséges esetben példaul konstans.®

Miel6tt tovabblépnénk, érdemes egy egyszerti példan szemléltetni a diszkonttényezd
¢és kockazatsemleges mérték kapcsolatat. Mivel csak az elveket szeretném tisztazni, a leg-
egyszerlibb, mondhatni a legtrividlisabb példat mutatom be. Legyen S egy részvény, és
tegyiik fel, hogy az ara — amelyet S(7)-vel jeloliink — a Black—Scholes-modell nevezetes
dS=uSdt+oSdw egyenlete szerint alakul. A modell a tényleges valosziniiségek mellett van
felirva, és a paramétereit statisztikai uton kell megbecsiilni. Ilyenkor természetesen tudnunk
kell az indul¢ arat, amelyrdl az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy éppen 1. Tegytik fel,
hogy ezt az arat valamilyen 7" idépontban vald kifizetés diszkontalt jelenértékeként akar-
juk meghatarozni. A sztochasztikus kalkulus elemi alkalmazasaval konnyen kiszamolhato,

hogy a T idépontban az arat megado6 valdszinliségi valtozo éppen
2

o
S(T) =exp (1 — 7)T + ow(T)). Ha most ezt az exp (uT) diszkonttényezével diszkon-

taljuk, vagyis az arat megado S(7) valoszinliségi valtozot elosztjuk evvel a diszkontténye-
zével, akkor az exp (ow(T)—o? T/2) nevezetes exponencialis martingalt kapjuk, amelynek
a varhato értéke a lognormalis eloszlas varhato értékének kozismert és gyakran hivatkozott
képlete alapjan éppen 1. Ami nagyon jo, hiszen éppen ezt is akartuk. Mivel az ar alakulasat
leir6 egyenlet éppen a valos valosziniliségek esetén érvényes, ezért ezen diszkonttényezd ese-
tén a varhato értéket is a valds valdsziniiségek esetén kell venni. Vagyis a varhatd értéket a
matematikai pénziigyek szokasos jelolése mellett a P mérték szerint vettiik. A kockazatokat
a piac bedrazta, és a folyamat u paraméterében rogzitette. Ezért kellett ennek a segitségével
kiszamolni a diszkonttényezot. A u a kockazatokat a valds valosziniiség szerint arazta.
Eljarhatunk azonban masképpen is. Mivel diszkonttényezéként az exp(rT) kifejezést
akarjuk hasznalni, vagyis a kockazatsemleges kamatlabbal akarunk diszkontalni, a kocka-
zatokat a mérték modositasaval kell reprezentalnunk. Vagyis at kell térni a Q mértékre. Az
attérés soran azonban ligyelni kell, hogy a megfigyelt arakra a modell illeszkedjen. Vagyis
a Q szerint szamolt ar is 1 maradjon. A standard pénziigyi irodalombc')lzismert, hogy a Q

ag
mértékre valo attérés soran a T idépontban az araz S(T) = exp ((r — 7)T +ow(T))
6 A modell mingsége pedig attol fligg, mennyire egyszerti a kalibralas, és milyen gyakran kell a modellt ujraka-
libralni.
7 Az &r ugyanis annyi, amennyi.
8 Eppen ez a helyzet a teljesség feltételezésekor.
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alaktva valik (miként kozismert, a szigma nem valtozik), ahol a w szintén Wiener-folyamat,
csak nem a P, hanem a Q mérték alatt. Ha most ezt a kifejezést az r szerint diszkontaljuk,
ujra egy exponencialis martingalt kapunk, amelynek a varhat6 értéke szintén 1. A szamola-
sok alapjaul szolgal6 sztochasztikus analizis igen impozans épiilete azonban nem takarhatja
el azt az igen egyszeril tényt, hogy a modellt az ismert arakra kalibralni kell, €s mivel a disz-
konttényez6 adott, ezért a mértéket kell modositani.” Hogyan? Hat alkalmas modon, mégpe-
dig Ggy hogy a diszkontalt jovébeli kifizetés varhato értéke éppen az ismert ar legyen.

A MODELLEK TELJESSEGE ES A DINAMIKUS FEDEZES

Mivel a diszkontalt jelenérték képletében diszkonttényezéként a megfigyelhetd kockazat-
semleges kamatlabat akarjuk hasznalni, értelemszertien vetddik fel a kérdés: mi legyen a
Q? Ezen a ponton azonban az idaig elmondott, trivialis gondolatmenet igen bizonytalanna
valik. Alapjaban véve két eset kiilonboztethetd meg. A két eset dramai mddon eltér, és fon-
tos, hogy evvel tisztaban legyiink.

Eldszor is mind a két esetben egy modellbdl kell kiindulnunk. Ha nincs modelliink, nem
tudunk mit tenni. Csak a naiv kutatd gondolja azt, hogy 6 a kdzgazdasagi valosagot képes
kozvetleniil megfigyelni. Miként a bevezetében jeleztem, mindig egy ideologiai, elméleti
szemiivegen keresztiil nézziik a valdsagot, a természettudomanyok relativ objektivitasa a
kozgazdasagtanban nem adott. A kérdés csak az, hogy ez a modell formalizalt vagy sem. A
formalizalt modellek szamos elénnyel birnak, és ne varja télem az olvaso, hogy ezt barmi-
lyen formaban tagadjam.

Bizonyos modelleknek — ilyen példaul a nevezetes Black—Scholes-modell — van egy igen
figyelemre mélto tulajdonsaguk, amit a modell teljességével szokas megadni. A teljesség jelzd
a modell két tulajdonsagara utal. Egyrészt a modellt eredendden a valodi valdsziniiségek, a P
alatt irtak fel'®, masrészt a modellben a kovetelések a modell specialis tulajdonsagai miatt fe-
dezhetdk. Vagyis a modellben felmeriild, barmilyen kifizetés eléallithato az ugynevezett alap-
termékekbdl képzett, dnfinanszirozo portfolioval. A modell alaptermékei azok a termékek,
amelyeknek a kozvetlen modellezése a modell szerint a valos valosziniiségek szerint torténik.
Természetesen az Onfinanszirozas definicidja része a modellnek, igy nem feltétleniil azonos
avval, amit esetleg a naiv megkozelités annak gondol, de miként emlitettem, a modell és a va-
l6sag viszonya a kozgazdasagtanban igen problémas, ¢s a kapcsolat oda-vissza miikddik, igy
nem elegans és célravezetd a modell fogalmait és koncepcioit ezen a ponton megkérddjelezni.
Ha azonban az dnfinanszirozé fedezés valamely kifizetés esetén megvalosithatd, akkor egy-
szerl és igen kézenfekvo kozgazdasagi megfontolasokkal belathato, hogy a fedezett kifizetés
ara levezethet6 a fedez6 alaptermékek arabol, mégpedig matematikai Gton.

9 Ez ugy jelenik meg, hogy meg kell hatarozni a kockazat piaci arat. A Black—Scholes-modellben a kockézat
piaci ara matematikailag levezethetd, de a legtobb modellben csak statisztikailag hatarozhato meg.

10 Ezt nem szokas a teljesség feltételei k6z¢ bevenni. Ha ezt is feltessziik, akkor a kamatlabmodellek nem tel-
jesek, ugyanis az egyenleteket eleve a Q alatt irjuk fel. Ugyanakkor a kamatlabmodelleket az irodalomban
teljesnek szokas tekinteni. A gondolatmenet természetesen akkor is érvényben marad, ha az alaptermékek
kalibralasaval kapott mérték kozvetleniil alkalmazhatd a modellben felmeriild, dsszes tovabbi kifizetésre.
Ilyenkor persze nem vilagos, hogy az alaptermékekre miként kalibraltuk a modellt.
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A pontos részletek kozismertek, illetve a mondanivald szempontjabol érdektelenek. A
lényeg a kovetkezo: teljes modellben a kockazatsemleges mérték meghatarozasakor a kalib-
raciot elegendd az alaptermékekre elvégezni. A szdrmaztatott termékek kockazata a fede-
zéskor mar kikiiszobolodott, vagyis a szarmaztatott termékek nem hordoznak informaciot a
kockazatsemleges mértékre nézve, és igy modellezésiik soran nincsen extra kalibracios fazis.
Mivel az alaptermékek modellezése a valds valosziniiségek mellett torténik, a sztochasztikus
folyamatok elmélete, illetve altalaban a valosziniiségi gondolkodas helyénvalo, ugyanis a valos
valoszintiség megfigyelhetd. Hangstilyozni kell, hogy a valds valdszintiség alatti modellezhe-

Mivel az ar éppen a diszkontalt jelenérték, a diszkontalds modjanak rogzitése esetén
az alaptermékekre a kockazatsemleges mérték mar adodik, ugyanis a kalibracié egyediil
azt jelenti, hogy a jovoben esedékes arak diszkontalt értéke éppen a jelenlegi megfigyelt ar
legyen. Vagyis a kockazatsemleges mérték éppen az a mérték, amelyre nézve a diszkontalt
folyamat varhato értéke az id6 fiiggvényében nem valtozik, konstans modon a jelenlegi,
kalibraland¢ ar. Ezt a jelenséget, vagyis azt, hogy a varhat6 érték az idében nem valtozik, a
matematikdban ugy mondjak, hogy a diszkontalt arfolyamnak a kockazatsemleges mérték
mellett martingalt kell alkotnia. Vagyis teljes modell esetén a kockazatsemleges mérték fiig-
getlen a kifizetéstdl, és azonos a teljességet biztositod alapfolyamatok martingdlmértékével.
Ugyanezt egy kicsit masképpen fogalmazva: a kalibracié éppen azt jelenti, hogy a valds
arak alatt megfigyelt folyamatok alatt kicseréljiik a mértéket, és az j mérték alatt az alap-
termékek martingalt' fognak alkotni.

Mi torténik azonban, ha a modell nem teljes? A nem teljesség tobb formaban is megje-
lenhet. Egyrészt nem tudjuk kijeldlni azokat az alapfolyamatokat, amelyeket a P alatt mo-
dellezni tudunk. Masrészt, ha mégis vannak megfigyelt sztochasztikus folyamataink, ezek
nem elegendden informativak ahhoz, hogy a modellezd feltehesse: a modellben vizsgalando
tovabbi valtozok ezen megfigyelt folyamatok fiiggvényei. Ilyenkor a tényleges ar megha-
tarozasa minden termék esetén nyilvanvaldan csak kalibracioval torténhet. Ugyanakkor
gyakran nincsen elegendé adat a kalibracio elvégzéséhez. Leginkabb azért, mert példa-
ul nincs aktiv piac, amely a kalibraciohoz sziikséges adatokat szolgaltatja. Vegyiik észre,
hogy a probléma eléggé megoldhatatlannak tiinik. Ha van elég adatunk a kalibracidhoz, és
a termék aktiv piaccal rendelkezik, nem kell, vagy legalabbis nem feltétleniil sziikséges a
terméket modellezni. Ott a piac, elég az arat leolvasni. Ha azonban nincsen aktiv piac, mo-
dellezni kell, de a kalibracié nem végezhetd el mas termékek adatai alapjan, mivel a modell
nem teljes. Mégis, mit lehet ilyenkor tenni?

A HASZNOSSAGI FUGGVENYEK ES A KOCKAZATSEMLEGES MERTEK

Nyilvan nem tul sokat. Elvi szinten a megoldas nagyon egyszer(: az arakat a kereslet-ki-
nalat egyensulya hatarozza meg. Ezek mogott a piaci szereplok hasznossagi fiiggvényei
hazodnak meg. A gond az, hogy éppen ez a kulcsvaltozo kozvetleniil nem megfigyelhetd.

11 Vagyis a misztikus martingaltulajdonsag pontosan azt jelenti, hogy a kalibralt modellben a diszkontalt jo-
vobeli kifizetések varhato értéke az éppen aktualis ar, vagyis a termékre alkalmazhatd a varhatd jelenérték
szabalya.
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A pénziligyi modellezés alapvetd kiinduldépontja az, hogy megprobal megfigyelhetd ada-
tokra épiteni. A hasznossagi fiiggvény ¢€s ezért a Q mérték kozvetleniil nem megfigyelhetd.
Mivel a Q végsd soron a hasznossagi fiiggvények kompakt formaban valé megjelenése, a
hasznossagi fliggvények pedig gyorsan valtoznak, ezért a historikus adatokra tdmaszkodas
nem lehetséges. Hidba tudjuk historikusan példaul a bed6lési valoszintiségeket, a tényleges
CDS-érakra ezek alapjan semmit sem lehet mondani. S6t, ha pontosan tudnank is a jovébeli
bed6lési valosziniiséget, a CDS-ar meghatarozasaban ennek igen csekély szerepe lenne.!?
Ugyanis a CDS-ar nem biztositasi kategoria, hanem a kereslet-kinalat alapjan meghataro-
zott ar, amelyben els6sorban a piaci szerepldk félelmei vannak a piaci mechanizmus altal
atlathatatlan modon 6sszecsomagolva.'

Erdekes modon a matematikai pénziigy erre a megoldhatatlan problémara viszonylag
egyszerii modon reagalt: feltette, hogy a Q mérték ismert és konstans." A legtobb pénziigyi
matematikai modellezéssel foglalkozd konyv elobb-utobb a kovetkezd nevezetes mondato-
kat tartalmazza: mivel a piacrol feltehetjiik, hogy arbitrazsmentes, ezért az eszkdzarazas
elso alaptétele szerint l1étezik Q kockazatsemleges mérték. A tovabbiakban a varhato értéke-
ket mindig a Q alatt vessziik, igy az egyszeriiség kedvéért a Q jelolését elhagyjuk.

Természetesen a modellek paramétereket tartalmaznak, és igy a Q végsé soron fiigg a
paraméterektdl, igy a modellek alapjan levezetett képletek a végén a paraméterekkel a piaci
adatokra kalibralhatok. Ha a kalibracio jol elvégezhetd, akkor a kalibralt modell természe-
tesen bepillantast nyujt a probléma szerkezetébe. A kalibralt modellb6l visszaszamolhato a
Q, amibdl pedig kdvetkeztethetiink a megfigyelhetetlen kockazati preferencidkra.

Mi akkor a probléma evvel a megkozelitéssel? Elvileg dnmagaban semmi, valdjaban
azonban rengeteg. Talan a legegyszeriibben a CDO-4arazas példajan lehetne jol megvilagita-
ni a lehetséges nehézségeket és csapdakat.” Miként kozismert, a CDO mogott levo termé-
kek beddlése esetén a CDO kiilonbozd tranchei egymas utan veszik fel a beddlt termékek
okozta veszteségeket. Miként kozismert, a CDO arazéasakor a problémat az egyiittes bedo-
lések modellezése okozza. Mivel természetes modon az arazaskor a diszkonttényez6 az r-re
¢épiil, a modellezés a kockazatsemleges mérték alatt torténik. Vagyis amikor az egyiittes
beddlés valdszinliségét felirjuk, vagy a cs6desemények korrelacidjarol beszélniink, akkor
ezeket mind a kockazatsemleges mérték esetén kell venni. Valdszinliség-szamitasi nyelvet
hasznalunk nem valésziniiségi problémara. Példaul az egymast kovetd csddok kozott eltelt
1dokrdl feltessziik, hogy ez az idd exponencialis eloszlasu. Vagyis feltessziik, hogy a csédfo-
lyamat Poisson-folyamatot alkot. Ez igen kényelmes matematikailag. De ezen kiviil milyen

12 Mindig érdemes a lottéarakra gondolni. A jatékban a valdszinliségek vagy a varhatdé nyeremények pontosan
ismertek, de ez az informacid csak igen attételesen hat az arakra. Az arat elsdsorban a nyeremények relativ
hasznossaga hatarozza meg. Hasonlo a helyzet a CDS-ek esetén is.

13 A tapasztalatra hivatkozva, a magyar CDS mogotti valoszintiség nulla. Es ez igaz a gorogre és az ukranra is,
ugyanis a kedvez6/6sszes arany nulla, 1évén a szamlalo nulla.

14 Miként ismert, az eszkdzarazas masodik alaptétele szerint az egyértelmii Q éppen a teljességet jelenti. Ha a
piac nem teljes, akkor termékenként mas a Q.

15 De hasonloan problémas példaul a CDS-arak interpretalasa is. Ezeknek a valtozasat gyakran szokas a csdd-
valoszinliség megvaltozasaval magyarazni. Ez azonban nyilvanvaloan abszurd. Mar 6nmagaban is kérdéses,
hogy egyszeri, megismételhetetlen esemény esetén érdemes-e valoszinliségrol beszélni. De még ha el is fo-
gadjuk a valosziniiség koncepcidjat, a CDS-arak szamos mas tényezot is visszatiikroznek. Ha mast nem, a piac
likviditasat, a piaci szerepldk globalis kockazati preferenciait stb.
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alapon tessziik ezt? Természetesen rendkiviil sok olyan matematikai tétel van, amely arra
utal, hogy a lehetséges varakozasi idok eloszlasa exponencialis. A Poisson-folyamat sza-
mos valds rendszer modellezésére kivaloan alkalmazhato.' Talan a legaltalanosabb feltétel,
amelybdl az exponencialis varakozasi idd kdvetkezik, a homogén Markov-folyamatokra vo-
natkozo tétel.

Miért alkotnanak azonban homogén Markov-folyamatot a beddlési események? Mar az
is kérdéses, hogy ez teljesiil-e a valos valosziniliség esetén, ugyanis miért fiigg ebben a konk-
rét esetben, vagyis a csddfolyamat esetén, a jovo becslése csak a jelen allapottol? Szamos
statisztikai elemzés mutat arra, hogy 1étezik a ,.rating drift”-nek nevezett jelenség, amely
szerint a ratingallapotok kozotti atmenet-valoszintiség fligg attol az uttol, ahogyan a jelen
allapotba eljutottunk.” Vagyis nem mindegy, hogy egy adott ratingallapotba lentrdl vagy
fentrdl érkeztiink. A markovitas a valos valoszintiségek esetleg még valamifajta logikaval,
egyszerlsitd feltétellel talan indokolhatd is lenne. De miért igaz mindez a kockézatsemleges
vilagban'®, ahol a valdszinliségek csak metaforak, amelyekkel a preferencidkra utalunk?
Az arnyékok, amelyek a barlang falara révetiilnek, éppen a hasznossagok, félelmek altal
alkotott vildg arnyai. Nem mindegy azonban, hogy hogyan, milyen metaforakban irjuk le
ezeket a képeket. Attdl, hogy valdszinliség-szamitasi nyelven beszéliink réla, az arnyak nem
lesznek sztochasztikusak. Ha egy nem sztochasztikus viladg arnyairol sztochasztikus nyel-
ven gondolkodunk, kdnnyen félreérthetjiik a barlangon kiviil zajlé eseményeket. Ha valaki
valdszinliség-szamitasi metaforakban gondolkodik, természetes moédon adéodnak a model-
lezési eszkozok. Példaul az, hogy az egyiittes eloszlasokat normalis eloszlassal kozelitjiik,
a kapcsolatokat korrelacioval mérjiik stb. Szdmos okbdl. Egyrészt tételek tomege utal arra,
hogy a normalis eloszlas jo valasztas, masrészt egy sor tapasztalat is ezt tdmasztja ala. Ter-
mészetesen mind a matematikai tételek, mind az erre épiild tapasztalat a ,,valos” valoszinii-
ségek alatt érvényesek, és semmit sem mondanak a kockazatsemleges vilagrol.

A valosziniiség-szamitas axiomainak gyakran hangstlyozott eleme, hogy a valoszinii-
ség eleve adott. Annak nagysagat nem vitatjuk, a valoszinliség része a modellezési kdrnye-
zetnek. Kiils6 adat. A valdszinliség-szamitas ezekkel a mar eleve adott stlyokkal szamol.
Az igazi kérdés mindig az: mennyi az eredeti, a priori valosziniiség? Ez azonban nem mate-
matikai, hanem alkalmazo6i probléma. A modellezo feladata, hogy a valdszintiségeket meg-
adja. A megadott valoszintiségek kovetkezményeivel mar a valdszinliség-szamitas eszkoz-
tara szamol."” Az indul6 valosziniliségeket az esetek egy részében statisztikai modszerekkel
szokas meghatarozni.”® Az esetek egy széles csoportjaban azonban a teriilet ismeretében
az intuicidnkra tdmaszkodva adjuk meg a valdszinliségeket. A tipikus eset a klasszikus
valdszinliségi mez6, vagy a geometriai valosziniiség. De a Black—Scholes-egyenleteket a
pénziligyi matematikaban sem a statisztikara, hanem a pénziigyi intuiciora hivatkozva ad-
juk meg: pénziigyi intuicionk alapjan feltessziik, hogy a befektetdket csak a hozam érdekli,
és ugyancsak pénziigyi tapasztalataink, intuicionk alapjan feltessziik, hogy a hozam szdmos

16 Gondoljunk csak a sorban allasi modellek egész csaladjara.

17 Miként ismert, a lejtdn nincs megallas.

18 Azon kiviil, hogy ez igy egyszerli. Mivel a kockazatsemleges vilagban nem lehet statisztikai indoklassal élni,
csak az elvi indoklas marad. Ha azonban ez is eltlinik, mi marad?

19 Ezért szerepel a tudomanyteriilet nevében a szamolas szo.

20 Vagy ha jobban tetszik, kalibralni.
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tényez0 fliggvénye, ezért a hozam eloszlasa normalis.”’ A modell kerete egyértelmiien a
sztochasztikus-pénziigyi intuiciénkra épiil.

A véletlen az egyik alapvetd kdzvetlen tapasztalatra épiilé fogalom, amellyel mindenki
szamtalanszor talalkozik. Részben a gyermekkorban jatszott jatékok, részben az allandéan
minket ér6, véletlen hatasok miatt mindenki rendelkezik egy elég pontos, intuitiv képpel
a véletlenr6l. Késébbi tanulmanyaink soran ez a kép pontos megalapozast nyer.?> Ennek
érzékelt, objektivnek tiind belsd kép hatdrozza meg. Ez a kép azonban a valodi véletlenre, ha
ugy tetszik, az objektiv véletlenre, a P-re vonatkozik. De mire megyiink evvel a bels6 kép-
pel, ha a helyzet, amit a véletlen nyelvén leirunk, nem véletlen, hanem csak a véletlen nyel-
vén elmondott, bonyolult modellhelyzet? Ilyenkor az intuicionk nem miikddik helyesen.
mazott modszertan, konkrét képletek szintjén van. Mindaddig, amig tisztan latjuk a valo-
szinliségi metafora korlatait, addig a Q alatti arazas a matematika egyik legszebb ¢és legter-
mékenyebb alkalmazasa a kozgazdasagtanban. Es tegyiik hozza: tobb évtizedes tapasztalat
alapjan a leginkabb verifikalt kozgazdasagi alkalmazas is. Ha azonban elfeledkeziink arrdl,
hogy a Q alapjaban a befektetdi preferenciakat kdzvetiti, és a legfébb gond nem az, hogy a Q
ismeretében hogyan kell a szamitasokat elvégezni, hanem az, hogy a Q folyamatosan valto-
zik, hibas mddon jeldljiik ki a kozponti problémat. A Q ismeretében a pénziigyek szerintem
tényleg pusztdn matematika. Mint ahogy elvileg a hasznossagi fiiggvények és a vagyonok
ismeretében a kdzgazdasagtan is elvileg puszta optimalizacié és jatékelmélet. Ugyanakkor
a Q valtozasanak szabalyai nem ismertek, és valészinlileg nem lehet olyan modellt felirni,
amellyel ezt meg lehet tenni. Vagyis a modelleket folyamatosan kalibralni kell, a kalibralt
modelleket azonban csak nagyon rovid tavu eldrejelzésekre lehet hasznalni.

A valo6sziniiség-szamitasban a P axiomatikusan adott, fix, konstans és eldre ismert. A
pénziigyekben a Q nem adott, nem ismert, sét folyamatosan és valdszintileg nem folyto-
nos modon valtozik. A modern sztochasztikus folyamatok elmélete a matematika egyik
csucsteljesitménye. Mivel része a valoszinliség-szamitasnak, alkalmazni csak fix és ismert
valdszinliség esetén lehetséges. Matematikai szempontbol mindegy, hogy a valdsziniiséget
a P vagy a Q szimbolum jeloli. Ha a pénziigyi elméletet a sztochasztikus folyamatok el-
méletére épitjiik, gazdag eszkdztarat alkalmazunk. Ez a modszertan nagyban hozzajarult
a modern pénziigyi elmélet és gyakorlat kiépitéséhez, a pénziigyi vildg eseményeinek in-
tellektualis megértéséhez. Ma a vildgon minden egyetem hirdet sztochasztikus folyama-
tok kurzust kozgazdaszoknak. A sztochasztikus folyamatok elméletének ismerete nélkiil a
pénziigyi irodalom nem dolgozhat6 fel. A martingéal fogalma, amely megsziiletésekor egy
furcsa matematikai érdekesség volt, ma a pénziigyi nyelv, fogalomrendszer bevett eleme. A
valdszinliségi intuicio athatotta a teljes pénziigyi nyelvet és gondolkodast. Sajnalatos moédon
példaul a CDO-k népszerlisége éppen azt mutatta, hogy az emberek dsszekeverték a komp-
lex piaci folyamatokat a véletlen folyamatokkal. Ha nem igy lett volna, elképzelhetetlen,
hogy barki elhiggye: egy CDO-négyzet, vagyis egy CDO-kbol all6 CDO miikddéképes,

21 Az megint masik kérdés, hogy a kiindulo hipotézist aztan az adatokon tesztelni kell. Az ebbdl a tesztelésbol
szarmazo statisztikai irodalom cafolja a kiindulo feltételt. Ugyanakkor ez senkit sem zavar igazan, és az, hogy
az adatokkal nem egyezik, nem a modell teljes elvetését, hanem csak modositasat eredményezi.

22 Példaul megtanuljuk, hogy a nulla valoszintiségii esemény nem kiilonboztethetd meg a lehetetlen eseménytdl.
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¢s nem szemfényvesztés. A bonyolult rendszerek véletlenszert viselkedést mutathatnak. A
komplexitas leirdsara gyakran igen hatékony eszkdz a véletlen. De egy komplex rendszer
idonként mutathat igencsak nem véletlenszeri elemeket. Példaul egyszer csak a korabban
koordinalatlannak tliné elemek hirtelen tartésan elkezdenek egy irdnyba mozogni, ami egy
valddi véletlen rendszerben nem fordulhatna eld. Lehet mondani, hogy ilyenkor a korrelaci-
ok megvaltoztak, de ez csak nyelvi megoldas, és nem valodi magyarazat.

A pénziigyek legfobb torekvése az, hogy megfigyelhetd, verifikalhato és egyszerti model-
leket dolgozzon ki. A diszkontalt jelenérték modell, vagy ami ugyanaz, a kockézatsemleges
mérték alatti modellezés modszertana a kdzgazdasagtan talan egyetlen olyan eredménye,
amely az altalanos tudomanyos kozdsség figyelmét és elismerést kivivta. Ez a figyelem
azonban nem homadlyosithatja el azt az egyszerii tényt, hogy bar a természettudomany nyel-
vén beszéliink, a pénziigyek mégis a kozgazdasagtan részei.

IRODALOMJEGYZEK

BAXTER, M., RENNIE, A. [2002]: Pénziigyi kalkulus. Typotex, Budapest

Biork, T. [1998]: Arbitrage Theory in Continuous Time. Oxford University Press, Oxford

CocHRANE, J. H. [2001]: Asset Pricing. Princeton University Press, Princeton

DELBAEN, F.—ScHACHERMAYER, W. [2006]: The Mathematics of Arbitrige. Springer, Berlin

HanseN, L. P—RicHArD, S. F. [1987]: The Role of Conditioning Information in Deducing Testable Restrictions
Implied by Dynamic Asset Pricing Models. Econometrica, Vol. 55., No. 3., 587-614. o.

ELLiorT, R. J. [2005]: Mathematics of Financial Markets. 2. Ed., Springer, New York

Hutt, J. C. [1997]: Options Futures and Other Derivatives. Prentice Hall, London

KaRraTzAS, I.-SHREVE, S. E. [1998]: Methods of Mathematical Finance. Springer, New York

MagaiLL, M.—Quinzii, M. [1996]: Theory of Incomplete Markets. MIT Press, Cambridge, Massachusetts

MEDVEGYEV PETER [2009]: A szarmaztatott termékek arazasa €s annak problémai az egyenstlyelmélet szempont-
jabol. Kozgazdasagi Szemle, 56/6,769-789. o.

MustELa, M.—RuTkowskl, M. [1997]: Martingale Methods in Financial Modelling. Springer, Berlin

OKSENDAL, B. [1998]: Stochastic Differential Equations. 5. Ed., Springer, Berlin

Ross, S. M. [1999]: An Introduction to Mathematical Finance. Cambridge University Press, Cambridge

SHIRYAEV, A. N. [1999]: Essentials of Stochastic Finance. World Scientific, Szingapur

SzAz JANos [1999]: Tézsdei opcidk vételre és eladasra. Tanszék Kft., Budapest



