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BAYES-ANALIZIS A KOCKAZATELEMZESBEN,
DISZKRET VALOSZINUSEG ELOSZLASOK ALKALMAZASA?

Ebben a dolgozatban a Bayes-féle médszer alkalmazasi lehetéségét mutatjiuk be a kockdazatelemzés illetve a
mérndki tervezés probléemakorében. A Bayes-féle modszer vonzoereje abban dll, hogy képes egyesiteni a megfi-
gvelesbol kapott adatokbol valamint az a priori feltevésekbdl kapott informaciokat, ezaltal generdlva egy a
posteriori informdaciot olyan mennyiségekkel kapcsolatban, amelyek a vizsgalatok szempontjabol fontosak. A
modszer tényleges hatékonysdagat az mutatja, hogy az a priori becslésekrol az a posteriori becslésekre torténd
atterés tetszolegesen sokszor ismételheté. Ez a modszer egyarant hatékonyan alkalmazhato ritka eseményekkel
kapcsolatos mérnoki tervezésben valamint kockazatelemzésben és a tudomany egyéb teriiletein is.

BAYESIAN ANALYSIS IN RISK ASSESSMENT,
APPLICATION OF DISCRETE PROBABILITY DISTRIBUTIONS

This work discusses the applicability of Bayesian methods to probabilistic risk assessment and engineering design
problems. The attraction of Bayesian methods lies in their ability to integrate observed data and prior knowledge to
form a posterior distribution estimate of a quantity of interest. Conceptually, Bayesian methods are desirable because
they have the property of taking prior estimates and updating them with data over time. This methodology might be
useful to engineering managers for rare event risk analysis in other applications and other disciplines as well.

1. Bevezetés

A Bayes-f¢le analizis a valdszinliség elmélet igen hatékony eszkoze, amely modszer napjaink-
ban, kiilondsen a terrorcselekményekkel kapcsolatosan, de egyéb mérndki tervezeési gyakorlat-
ban is egyre elterjedtebben alkalmazott kockazatelemzési modszer [1][2]. A Bayes-elmélet
kvalitative egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy olyan esetekben is eredménnyel alkalmazha-
to, amikor a vizsgalt jelenség nagyon ritka, igy a hagyomanyos gyakorisagi analizisen alapuld
valoszinliségi mddszerek cs6dot mondanak, mert a statisztikai elemzéshez nem all rendelkezés-
re kelld méretli minta. Ritka események pedig tipikusan a kockazatelemzés témakorében for-
dulnak eld. Ebben az esetben a mddszer egy a priori becslésre €piil, amely nem elsésorban a
tapasztalatbol levont kovetkeztetéseket tartalmaz, hanem inkabb elméleti jellegli megfontolasok
eredménye. Ezeket a kezdeti becsléseket lehet az analizis soran frissiteni, valahdnyszor a tapasz-
talat a birtokunkba juttat informaciokat a vizsgalt rendszerrel kapcsolatban. A frissités pedig
elméletileg tetszolegesen sokszor ismételhetd, az alabb bemutatott példdkban egyszerli matema-
tikai formulak felhasznalasaval [3]. Ebben a dolgozatban az egyik legfontosabb és
legszéleskoriibben alkalmazhato diszkrét eloszlas, a binomidlis eloszlas és ennek tobbdimenzids
megfeleldje, a polinomialis eloszlas kapcsan mutatjuk be az elmélet alkalmazhatosagat.
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2. A Bayes-analizis alapgondolata

Tegyiik fel, hogy egy olyan valosziniiségi modellt alkalmazunk, amely egy f (X) stirtiség-

fiiggvénnyel leirt valoszinliség eloszlassal adhatdo meg [4][5][6]. Ebben a modellben mindig
vannak paraméterek, amelyek a modell leglényegesebb jellemzoi, és amelyek valtoztatasa
lehetévé teszi a modell pontositasat. Jelolje ezt a paramétert ®, amely lehet skalar, ha egyet-
len paraméterrdl van szo, ® = 6, de lehet vektor is @ = (01, 02, ... ), ha a modellben t6bb pa-

raméter szerepel. Ebben az esetben a stiriiségfiiggvényt f (X|®) jeloli, hangsulyozva a paramé-

tert6l valo fliggést. A Bayes-analizis alkalmazasanak egyik sarkalatos pontja, hogy a ® para-
métert Ggy tekintjitk, hogy maga is valdszinliségi valtozo, melynek eloszlasat jelolje n(®), ezt
nevezziik a priori eloszlasnak. Ha a paraméterek egy T tartoményon vehetnek fel értéket, ak-
kor a Bayes-tétel altalanos alakja a kovetkezo:

_f(x[®)-n(®)  f(x|®)-n(V)
MO =TT ) T T(xje)-n(@)de @3

T

ahol n(®| X) jeloli az a posteriori eloszlas siirtiségfiiggvényét [4,5,6]. Altalaban a @ valdszinii-

ségi valtozo egy olyan valoszinliség eloszlassal adott, amely ugyancsak paraméterektdl fligg,

ezeket az elméletben hiperparamétereknek nevezziik. Jelolje most ezeket o, amely ugyancsak

lehet skalar vagy vektor attdl fliggden, hogy hany paraméterrel adott eloszlassal modellezziik a

® paramétert. Ezt is kifejezésre kell juttatnunk a jeloléseinkben, ha hangstlyozni szeretnénk a

hiperparaméterek jelenlétét és szerepét. Ekkor a Bayes-tétel altalanosabb alakja:
f(X|®,a)-n(®|a) f(X|®,0L)'TE(®|OL)

WO =G [f (k) n(0f)de 22

Itt bevezetjikk az elméletben szokasos elnevezéseket a n(@), n(®|a) az a priori eloszlas, a
n(©[x), m(®|x,a) az a posteriori ecloszlas, és végiil az f(x|©), f(x|®,a)a likelihood

fiiggvény [7]. Ezen bevezet6 utan a Bayes-analizis alkalmazasi lehetdsége illetve az alkalma-
zas logikaja a kovetkezokben all. Vizsgalunk egy kockézati tényezot jelentd problémat, amely
kockazatot egy valosziniiségi valtozdval irunk le. Ez lehet diszkrét és lehet folytonos eloszla-
st is. Ebben a dolgozatban a diszkrét eloszlas alkalmazési lehetdségét mutatjuk be. Ezt a va-
l16szintiség eloszlast egy likelihood fiiggvénnyel vessziik figyelembe. Ebben a fiiggvényben
vannak szabad paraméterek, amelyek az eloszlas jellemzd adatai. Tegyiik fel, hogy ezekrdl az
adatokrodl kevés informacionk van, ugyanis mint alabb kideriil, az elmélet éppen ebben a szi-
tudcioban alkalmazhatd gyiimolcs6zden. Ha kevés az informaci6 az alkalmazott eloszlas pa-
ramétereirdl, akkor logikus feltevés, hogy tekintsiik ezen paramétereket is valoszinliségi val-
tozonak. Ezen valoszinliségi valtozok is bizonyos ujabb  paraméterekkel, a
hiperparaméterekkel definialt valosziniiségi valtozokkal irhatok le. Kezdetben éliink ezen
paraméterekre vonatkozodlag kiindulasi feltételekkel. Ezen feltételek definidljak az a priori
eloszlast. Ezutan, a birtokunkba kertiilt adatok és a Bayes-tétel (2.1) vagy (2.2) alakja felhasz-
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nalasaval frissitjiik az a priori eloszlast, attériink az a posteriori eloszlasra, ami azt jelenti,
hogy ebben a 1épésben a hiperparaméterek aktualizalt értékét tekintjiik paraméternek. Ezek
egy Ujabb informacid beérkezésekor ismét a priori adattd valnak, amelyek az emlitett frissitési
eljarassal akarhanyszor aktualizalhatok.

3. Béta a priori-eloszlas és binomialis eloszlas, mint likelihood fliiggvény

Az egyik legfontosabb és leggyakrabban alkalmazott diszkrét eloszlas a binomialis eloszlas:
Bin(n, p). Paraméterei az n pozitiv egész szdm ésa p e [O,l] valds szam [4,5,6]. Az altalunk
vizsgalt kockazatelemzési kérdéskorben eléfordulhat az alabbi szituaciokban:

1. Adott egy rendszer (informatikai, biometrikus, elektronikus, pénziigyi, gazdasagi, vagy egy
¢épiilet, amely épsége az épiilet részegységeinek sértetlenségén mulik), amelynek alkatrészei,
részegységei azonos koriilmények kozott, egymastol fiiggetleniil mitkddnek, és mindegyik
meghibasodasanak a valoszinlisége azonos p érték. Ez a p érték ebben az esetben az adott
Osszefiiggd rendszer részeivel kapcsolatosan annak valdsziniiségét adja meg, hogy egy esetle-
ges terrorcselekmény sikeres kimenetelii, vagy nem.

2. Egy adott esemény azonos koriilmények kozott n-szer ismétlédik egymastol fliggetleniil, és
minden alkalommal p valoszintiséggel kovetkezik be egy nemkivanatos esemény. (Azt az
esetet, amikor a kozelitd vagy teljes azonossag feltevése a modellben tilzottan ideéalisnak
mondhatd és igy nem alkalmazhato, a kdvetkezo 4. pontban vizsgaljuk.)

A probléma 1. pontbeli modellel torténd leirasa példaul a kovetkezd esetekben hasznalhato:

i) Tekintsiink példaul egy informatikai halozatot, amelyet n db azonos jellemzokkel adott
szerver lat el. Tegyiik fel, hogy a hal6zat miikod6képes marad, ha legfeljebb ko db szerver
meghibasodik, de ennél tobb meghibasodas a rendszer 6sszeomlasat eredményezi.

i1) Tekintsiink egy épiiletet, amelyet n db {6 szerkezeti elem tart stabilan. A mérndki tervezés
alapjan tudjuk, hogy ezek koziil ko db megsériilhet a teljes kollapszus nélkiil.

Vilagos, hogy mindkét esetben alapvetd kérdés a bekovetkezett események szdma. Mindkét
esetben azt a kérdést tessziik fel, mi a valoszintisége, hogy a rendszerben k db részegység ese-
tében bekovetkezik egy esemény, illetve ismétlddés soran az esemény k alkalommal sikeres (k
=0, 1, 2, ..., n). Vizsgaljunk tehat egy olyan modellt, amelyben a likelihood fiiggvény bino-
midlis eloszldssal adott, ahol modellparaméterek az n és p. Nyilvanval6 a probléma természe-

tébdl adodoan, hogy a kritikus paraméter ebben az esetben a p. Mivel p e [0,1] ,ezérta @ =p

paraméter modellezésére a priori eloszlasként a legjobb valasztas a béta eloszlas [4,5,6]. A
Beta(o, B) eloszlas éppen ezen az intervallumon van értelmezve, paraméterei oo > 0, 3 > 0.
Hogy mire célzunk azzal, hogy ,,legjobb valasztas”, az alabbiakbol kideriil. A likelihood
fliggvény most tehat binomialis eloszlassal adott

f(x[0) =@ex (1-0)"" =ﬁik)!ex (1-0)"", (3.1)

az a priori eloszlas pedig béta eloszlassal. A szokasos jelolésekkel:
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1

_ a-1(1_ \B1_ F(OHB) a-1(1_ o\B-L
(6o p) = (OL,B)e (1-0)° “F@r®) (5)9 (1-0)"", (32)

ahol F( X) az analizisb6l ismert gamma fiiggvény [4]. Ebben az esetben tehat a vizsgalt prob-

1émat a p modellparaméterrel tudjuk leirni, amelynek az értéke nem ismert. Ezért a p paramé-
tert béta a priori eloszlassal irjuk le, amelynek paraméterei, a hiperparaméterek o > 0 és 3 > 0.
Feltételeziink valamit errdl a két paraméterrdl €s ezzel kiszamitjuk a likelihood fliggvény fel-
hasznalasaval a kérdéses valdszinliséget. Ha azonban a birtokunkba keriil néhany adat, akkor
frissiteni tudjuk a hiperparaméterek értékét. Ezt illusztraljuk az alabbiakban. Miel6tt azonban
alkalmazzuk a Bayes-tételt, megadjuk a béta eloszlas jellemzé adatait:

o of o-1

ST e ooy w2 6

ahol szokasosan E jeloli a varhato értéket, Var a szorasnégyzetet (variancia), Mod a moduszt.
Azért adtunk meg tobb jellemzdt is, mert bar a gyakorlatban a legtobbszor a varhato értéket
tekintik pontbecslésként, ugyanolyan joggal haszndlhatd példaul a modusz és esetleg a medi-
an is, ha ezek léteznek.

Béta eloszlas sOriségfiiggvenye

4 | T T T T T T
‘ alfa = 10; béta = 10
35h N H
iH [
| |
II |
25| Y 1
| |
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1.a) abra A béta eloszlas striiségfiiggvénye kiillonb6z6 paraméterek esetén
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Béta eloszlas sOriségfiggvénye
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1.b) abra A béta eloszlas siiriiségfiiggvénye kiilonb6z6 paraméterek esetén

Az l.a) és b) abrakon a B(a, B) eloszlas strliségfiiggvényét abrazoltuk kiilonb6z6é o és B
hiperparaméterek esetén. Amit hangsulyozunk, az o = § eset, amikor B(a, o) stiriségfiiggvé-

_ . 1 s 1
nye szimmetrikus az x = 2 pontra, ez lathato az a) abran. Ha oo = 1, akkor az egyenletes elosz-
last kapjuk, ezt hasznalhatjuk akkor, ha semmiféle kezdeti informécionk nincs a p paraméter

értékét illetden. Ha o > 1 akkor a strliségfliggvénynek maximuma van az X = 3 helyen, ha

pedig o < 1, akkor ugyanezen a helyen minimum van. Ha olyan informaciok birtokaban va-
gyunk, amely szerint p értéke kicsi, kozel van 0-hoz, illetve ellenkezéleg, ha p értéke nagy,
kozel van az 1-hez, akkor a b) dbran lathaté aszimmetrikus eloszlasok koziil valaszthatunk.

Alkalmazzuk most a Bayes-tételt, hatarozzuk meg az a posteriori eloszlast. Ha eltekintiink a
nevezotdl, mint normald tényezotdl, a hiperparamétereket is hangsulyozva, irhatjuk, hogy:

n(6[x,a,B) = f(X|9’°"B)'Tf(9|0t,B)~kl n! nx T(o+B)

-0 O T

Ha elvégezziik az 6sszevonasokat, akkor ismét csak eltekintve a konstans szorzoktol, a szoka-
sos jelolésekkel az adodik, hogy

0°t(1-0)"" (34)

n 1 _ n—x+p-1 1 A B+n—x—1
(0%, a.B)~| | 0°7 1 (1-0 ~ -0°7 1 (1-0 35

(0fx.cup) (x] B(a.p) (1-6) B(o+X,B+n—Xx) (1-0) (33)
Ami ugyancsak béta eloszlas a + X, B + n — x paraméterekkel, tehat az a posteriori eloszlas:
Beta(a + X, B + n — X). Az eredmény Iényege, hogy ha binomialis eloszlast alkalmazunk
likelihood fliggvényként, és béta eloszlast a priori eloszlasként, az a posteriori eloszlas ugyan-
csak béta eloszlas. Ez ugy is fogalmazhato, hogy a binomidlis eloszlas konjugéltja a béta el-
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oszlas. Az a posteriori eloszlasbol kapjuk a binomialis eloszlas p paraméterének a frissitett
értékét. Erre alkalmazhato elvileg a bemutatott paraméterek mindegyike, melyeknek aktuali-
zalt értéke rendre:

B X o (a+x)(B+n-x)
a+p+n’ (o0+B+n) (a+B+n+l)’ (3.6)
Mmrz—gilii—xa+x>xﬁ+n—x>D;
a+B+n-2

A szokasoknak megfeleléen iranyitsuk figyelmiinket a varhato értékre. Ekkor a p paraméter,

amely tehat egy nemkivanatos esemény bekdvetkezésének a valosziniiségét jelenti, és béta

eloszlassal modellezziik, kezdetben az E = —B a priori becsléssel irhato le. Ha ezek utan
o+

végziink n db megfigyelést, vagy masképpen fogalmazva megfigyeliink egy n db azonos

komponensbdl allo rendszert, és a megfigyelés eredménye az, hogy X alkalommal bekdvetke-

zett a nemkivanatos esemény, €és eszerint N — X alkalommal nem kovetkezett be, akkor a p

ot e fon . O+X . , . .
valdszinliség frissitett értéke E'=————— Itt elvégezhetiink egy egyszerl elemzést az a

o+pB+n
+P

jelolést, ami-
o+pB+n

priori €s a posteriori eloszlasok Osszehasonlitdsara. Vezessiik be a A =

. n .. .

koris 1-A = T Ekkor a p paraméter a posteriori eloszlas alapjan — a varhato értékkel
o+B+n

o

o+

becsiilt — aktualizalt értéke felirhatdo az E'=A

+(1—7»)5 konvex linearis kombinéacio
n
alakjaban, ahol az értelmezés szerint teljesiil, hogy A e[O,l]. Ahogyan A valtozik 0-tol 1-ig,

E’ értéke valtozik — és E kozott. Ha tekintetbe vessziik A értelmezését, kijelenthetjiik a ko-
n

vetkezOket. Mérési adatok nélkiil A = 1, tehat a modellparaméter éppen a béta eloszlas varhatod

értéke, p= —B Ha noveljiik a megfigyelések n szamat, A értéke csokken, hataresetben, ha
o+

n — oo, akkor A = 0. Ebben az esetben E*> — X , ami éppen a maximum likelihood becslés-
n

sel kapott érték [7]. Ez azt jelenti, hogy ha sok a mérési adat, egyre kevéssé dominal a szub-
jektivnek tekinthetd a priori béta eloszlas, a szubjektivitasnak egyre kisebb a hatdsa az a
posteriori eloszlasra. Végiil ha n — oo, akkor tekintettel arra, hogy a szorasnégyzet (Var) ne-
vezdje az N magasabb fokl polinomja, mint a szamlalo, kovetkezik, hogy Var’ — 0, tehat az a
posteriori becslés bizonytalansaga egyre kisebb. Az elemzés elvégezhetd a varhatd érték he-
lyett a moduszra is, ha az analizis azt mutatja, hogy célszerlibb ez utobbit hasznélni a p para-
méter pontbecsléseként.

Annak érdekében, hogy konnyebben tudjunk donteni afelél, hogy mely paraméterekkel adott
béta eloszlast célszerii valasztani, szemléltetjiik a 2.a) és b) abrakon, hogy hogyan fligg a var-
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hato érték az egyes paraméterektdl, ha az egyik paraméter értékét (kiillonb6zé modon) rogzit-
juk. Ez az elemzés értelemszertien elvégezhetd a médusszal kapcsolatban is, ha ugy dontiink,
hogy nem a varhat6 értékkel modellezziik a kérdéses paramétert.

A Béta eloszlas varhato értékének filggese az alfa paramétertdl

09

.........
‘‘‘‘‘

08

07

06F ||/ _‘ -

varhatd érték

o5 - -
04}/

03 !,' .

01 ’ 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35

alfa

2.a) abra A béta eloszlas varhato értékének fliggése a paraméterektol.

A Beéta eloszlas varhato ertékének flggése a béta parametertdl
0.9 T T T T T T T T

08

0-?'|| . 4
06F E

o501 s 4

varhaté érték

04 1\
03f
0.2

01

2.b) abra A béta eloszlas varhato értékének fiiggése a paraméterektdl

Tekintslink egy illusztrativ példat amelyben n = 20, egymastdl fiiggetleniil miik6do, azonos
egysegbdl allo rendszert vizsgalunk. Tegylik fel, hogy kezdetben a fliggetlen egységek meg-
hibasodasanak valoszinliségérél nincs kozelebbi informécionk. Alkalmazzuk tehat
a priori eloszlasként a Beta(1, 1), egyenletes eloszlast. Ennek alapjan a p paraméter kezdéér-
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tékére ap = % értéket kapjuk. Tegyiik fel, hogy egy megfigyelés alkalmaval azt tapasztaljuk,

hogy x = 6 részegység esetében kovetkezik be nemkivanatos esemény. Ezzel aktualizalhatjuk
a p paraméterre vonatkozo becslésiinket: p’ = 0,318. Az eredeti p értékhez tartozd binomialis
eloszlast valamint a frissitett p’ paraméterrel adott eloszlast szemlélteti a
3. dbra. Egy koordinatarendszerben abrazoltuk mindkét eloszlas hisztogramjat, hogy a vélto-

z4s konnyebben 0sszehasonlithato legyen.

Binomialis eloszlas frissitése

= O"a priori"

>0,04f -
“ L —

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

események szama

3. abra Az a priori és az a posteriori becslés alapjan adddo binomialis eloszlas

Tegylik fel, hogy a rendszer legfeljebb harom egység meghibasodésa esetén miitkodik zavarta-
lanul. Ha a két eloszlds alapjan ezeket kiszadmitjuk, azt kapjuk, hogy az elsd esetben
P =0,0012 mig a frissitett paraméterek esetén P’ = 0,0789. Amely adatok ismeretében a koc-
kazatok valtozéasa szdmszertlisithetd, az adott esetben azt kapjuk, hogy a kockézat értéke kere-
ken a 65-szorosére novekedett a kezdeti feltevéseinkhez képest.

4. Dirichlet a priori-eloszlas és polinomialis eloszlas, mint likelihood fliggvény

Nyilvanvaldan felmertil az igény az el6z6 pontban leirt modell altalanositasara arra az esetre,
amikor:

1. Egy rendszer komponensei nem azonosak, kiilonb6zd valoszintiséggel hibasodnak meg, bar
tovabbra is feltessziik, hogy egymastol fiiggetleniil.

2. Események egy sorozata nem azonos koriilmények kozott ismétlddik, igy nem vehetlink
figyelembe minden eseményhez azonos p paramétert a bekdvetkezés valdsziniiségeként.

Az altalanositas kézenfekvo, mind logikailag, mind matematikailag [4,5,6]. A binomialis el-
oszlés helyett az X =(X,, X,,...X, )Vektorvéltozc') leirasara ennek tobbdimenziés megfeleldjét
a polinomialis eloszlast tekintjikk: Poli(n, p1, P2, ..., pk). AZ N nem negativ egész paraméter

ebben az esetben is a megfigyelések szamat jelenti, a p; €[0,1],(i=12,...k) paraméterek
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k
pedig a k-db osztalyba sorolhato események bekovetkezésének valosziniisége, > p, =1. Ha
i=1

K
ezek az események rendre, X1, X2, ..., xk alkalommal kovetkeznek be, ahol nyilvan in =n,
i=1
akkor a polinomialis eloszlasra épiil6é k-dimenzids modell, vagyis a likelihood fliggvény alak-
ja a kovetkezo:

k
nt .k (in]! k
001,05, 0,N[Xy, Xp o0, X ) = - [ [ O =~E2—-T] 0 (4.1)

k I k

[Tx! = gxi! =1

i=1
ahol a paraméterck vektora ® = (91, 0,,....0, ) = ( Pys Py P, ) . A polinomialis eloszlassal kap-

csolatosan megjegyezziik, hogy az Xi valoszintiségi valtozo varhat6 értéke és szorasa a kovet-
kezo:

E(X;)=np;;Var(X;)=np;(1-p,) (4.2)

A paraméterek eloszlasa modellezheté a k-dimenzids, o = (o, a2, ...,0k) hiperparaméter-
vektorral adott Dirichlet-eloszlassal, amely a béta eloszlas tobbdimenzids altalanositasa [4].
Az a priori eloszlas tehat a kovetkezo:

Kk
T .
— (Zl:al] : ;-1
Tt(el,ez,...,ek|OLl,OLZ,...,0Lk)——'H6i (43)

k

[T () ™

i=1

k
ahol 0i>0,06i>0;(i=1,2,...,k), és ZGi =1. Az eloszlas jellemzo6i:
i-1
Qi _oy-1 . Q; (ao_ai). K
E(X;,)=-" Mod(X;)=  ha o >1; Var (X)) = —5 2 aholag =Y oy (44)
Z(X,i (10 - k (10 ((X’O +1) i=1

Abban az esetben, ha nincs kezdeti informacid a pi paraméterekrdl, amikor tehat nincs okunk
egyiket sem kitlintetni a tobbivel szemben, az egyenletes Dirichlet-eloszlast lehet alkalmazni,
amikor is o := a1 = ... = an. Alkalmazzuk a Bayes-tételt az a posteriori eloszlas meghataroza-
sara. Ha ismét eltekintiink a konstans szorzoktol, azaz a nevezobeli normalizalo allandotol,

akkor kapjuk, hogy

k k k
(04,00, 0 X0 Xp0 % ) ~ [ 165 T 167~ TT07 (4.5)
i=1 i=1

i=1

A hianyz6 konstansokkal kiegészitve kapjuk egzakt modon az a posteriori eloszlast:
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F oc + X j
k
= ' [To% (4.6)

i=1

(01,050, 0 X0, g1 X
F (o +%)
.=

Ez ugyancsak egy Dirichlet-eloszlas. A 3. pontban is alkalmazott terminologiaval azt mond-

hatjuk tehat, hogy a polinomialis eloszlas és a Dirichlet-eloszlas konjugélt eloszlasok. A meg-

figyelések figyelembe vételével, mas szoval a frissitett Dirichlet-eloszlas alapjan adodnak a pi

paraméterek aktualizalt értékei, amelyet az eloszlas Xi valdsziniiségi valtozojanak varhatd
értékével vagy moduszaval becsiilhetiink:

ag (a—a;—X) . k

o, + X _):oci+xi—l
al (o +1) =

E'(X;, ) =" Mod*(X p—

2 (o +x)

i=1

;Var'(X;) =

ahol az ip rogzitett index arra utal, hogy a varhato érték szamlalojaban nem Osszegziink. A
megfigyelések, felmeriilt adatok hatasa az a posteriori becslésekre vonatkozolag pontosan
ugyanugy elemezhetd, mint ahogyan azt a 3. pontban a binomialis eloszlas esetében tettiik.

"A priori" (egyenletes) Dirichlet eloszlas

4. dbra Az a priori Dirichlet-eloszlas

Tekintsiink egy illusztrald példat az emlitett eloszlasokkal kapcsolatban. Annak érdekében,
hogy szemléltetni tudjuk az érintett eloszlasokat, a k = 3 esetre szoritkozunk. Tegyiik fel tehat,
hogy bizonyos események egymastol fiiggetleniil kovetkezhetnek be, és a bekdvetkezés valo-
szinlisége szerint harom osztalyba sorolhatok. Az egyes nemkivanatos események valoszini-
sége rendre p1, P2 és p3. Tegyiik fel az egyszert attekinthetdség érdekében, hogy mindossze n
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=4 megfigyelést végziink, tovabba, hogy az egyes valdszinliségekrdl semmiféle informécionk
nincs, igy az egyenletes a priori Dirichlet-eloszlast tekintjiik kiindulépontnak. Ekkor legyen o
= a1 = o2 = a3 = 1. Az eloszlas peremeloszlasainak varhato értéke adja a pi paraméterek kez-

doéértékét. Ez — 6sszhangban az intuitiv megkdzelitéssel — a p; = % (i=1, 2, 3) értékeket szol-

galtatja. Ezek alapjan  abrazolhatjuk az a priori  Dirichlet-eloszlast ¢és a
3-dimenzioés polinomialis eloszlast. Ezeket mutatja a 4. és 5. abra.

"A priori" Polinomialis eloszlas

I —
AT
ose ‘ 7 | a ]
L I |
P | ‘I

seal | F"
gnhitiul==s
L B P A
72

L |

5. abra Az a priori Dirichlet-eloszlas alapjan ad6do Polinomialis eloszlas

Tegytik fel, hogy a konkrét megfigyelésiink eredménye a kovetkezd: Az n = 4 megfigyelés
soran a p1, P2 €s p3 valdszinliségli esemény rendre 1, 0, 3 alkalommal kdvetkezik be. A Bayes-
tétel alapjan levezetett a posteriori eloszlas paraméterei és az egyes peremeloszlasok varhatod
érteke azonnal adodik. Novekvd indexek szerint a frissitett eloszlas paramétereinek értéke
1+1=2;1+0=1;1+3=4, avarhato értékek pedig

0 1412, p,_l+0_£_ p,_1+3_ﬂ
Y344 70T 344 7T 344 T
Ha ezekkel a paraméterekkel abrazoljuk az a posteriori Dirichlet-eloszlast, valamint az aktua-

lizalt paraméterekkel adott polinomidlis eloszlast, akkor a 6. dbran lathato feliiletet illetve a 7.
abran lathato6 hisztogramot kapjuk.
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"A posteriori" Dirichlet eloszlas

6. abra Az a posteriori Dirichlet-eloszlas

"A posteriori" polinomialis eloszlas

7. abra Az a posteriori Dirichlet-eloszlas alapjan ad6dé Polinomialis eloszlas
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A hisztogramokat 6sszehasonlitva lathatd, hogy az eloszlds megvaltozott. A kiindul6 és a fris-
sitett polinomiélis eloszlast numerikus adatokkal adja meg az 1. tdblazat.

Polinomialis eloszlas Polinomialis eloszlas
p1 = p2 = p3 = 1/3 paraméterekkel p1 = 2/7, p2 = 1/7, p3 = 4/7 paraméterekkel
ki\ko 0 1 2 3 4 ki\kz 0 1 2 3 4
0 | 0,0123 | 0,0494 | 0,0741 | 0,0494 | 0,0123 0 |0,1066 | 0,1066 0,04 0,0067 | 0,0004
1 ]0,0494 | 0,1481 | 0,1481 | 0,0494 1 ]0,2132 | 0,1599 0,04 0,0033
2 |0,0741 | 0,1481 | 0,0741 2 10,2599 | 0,08 0,01
3 | 0,0494 | 0,0494 3 10,0533 | 0,0133
4 |0,0123 4 10,0067

1. tdblazat Az a priori és a posteriori polinomidlis eloszlas

Az egyszerlibb 0sszehasonlitds érdekében tegylik példaképpen szdmszerilivé annak valoszinii-
ségét, hogy két nemkivanatos esemény kiilon-kiilon (melyek valoszinlisége rendre p1, p2) leg-
feljebb egy alkalommal kovetkezik be. (Ezt interpretalhatjuk ugy is, hogy voltaképpen két
nemkivanatos eseményrdl van szd, és p3 annak az eseménynek a valoszinlisége, hogy sem a
p1, Sem a p. valdszinliségli ,,nem kivanatos” esemény nem kdvetkezik be.) Tehat kérdezziik a
kovetkez6t: Mi a valoszintisége a (k; <1, k, <1) eseménynek. Az a priori becslés, tehat az
egyenletes Dirichlet-closzlas alapjan kapott valosziniiség az eloszlas ismeretében: P = 0,0123
+ 0,0494 + 0,0494 + 0,1481 = 0,2592. Ha az a posteriori becslés alapjan kapott polinomialis
eloszlast tekintjik, akkor pedig:
P’ =0,1066 + 0,2132 + 0,1066 + 0,1599 = 0,5863. Eredményiink azt jelenti, hogy a megfi-
gyelések figyelembevételével, a kérdéses esemény valoszinlisége, ezzel a kockazat becsiilt
értéke tobb, mint kétszeresére novekedett.

5. Osszefoglalas

A Bayes-analizis fentickben bemutatott alkalmazasa kivaléan alkalmas a szubjektiv értékitéle-
tek és tapasztalat alapjan kapott adatokbol lesziirt kovetkeztetések Osszehangolasara. A pél-
dékban konkrét diszkrét eloszlasok egy alkalmazasi lehetdségére koncentraltunk, azonban van
lehetdség tetszdleges diszkrét és folytonos eloszlasok esetén is alkalmazni a Bayes-analizist.
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ABRAK

Az abrakat a szerzOk készitették Excel tablazatkezeld illetve a MATLAB szoftver segitségével.
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