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ISMERETLEK JELLEMZOK ERTEKENEK BECSLF.SE
A LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZEREVEL

A cikkben n szerz6 a matematikal statisztikabd6l ismert becs-
Iés feladatat kozvetett mérések esetére alkalmazza.A feladatot a
legkisebb négyzetek médszerével oldja meg, determinisztikus és
statisztikus megkdzelitésben.A determinisztikus megkoézelités arra
az esetre vonatkozik, amikor a mért és a meghatarozni kivant jel-
lemz6k ko6zotti kapcsolat nem pontosan ismert, mig a statisztikus
megkdzelités a véletlen mérési hibakat és az egyes mérések elté-
ré mérési pontossagat veszi Tigyelembe.

Sok gyakorlati esetben van szikség ismeretlen jellemz6k o6sz-
szességének meghatarozasara olyan mérések eredményei alapjan, a-
melyek altalaban hibakat tartalmaznak. Az ismeretlen Jellemzék igy
meghatarozott kozelitd értékeit becsilt értéknek vagy becslésnek,
a becslés meghatarozasanak folyamatat pedig becslési feladatnak
nevezzik. A becslési feladat megolddsa a mérési eredmények és ada-
tok feldolgozasanak egyik formaja CI 3.

Legyen , X2,...,Xn “ ismeretlen jellemz6k 0Osszessége,
amelyek becslésének meghatarozasara van szikség. Magukat a becsult
ertéekeket Jeloljuk x©, x2,....xR_Mlszaki feladatok megoldasa so-
rin gyakran fordulnak eld kozvetett mérések, amikor nem koz-
vetlenul X, X2##*#,Xn *r**ékeket, hanem azokkal valamilyen flgg-
vénykapcsolatban allé, y”», yz2 ",##Xk Jellemz6ket mérink, vagylis:

*1 *

*2 nm

rk ex, . x2



A tov.ihbi.Ktun csak .izt az esetet vizsgaljuk, amikor a mért
jellemz6k az ismeretlen Jellemz6kkel linearis fiug:cvonykapcsolat-

ban vannak.Ekkor az <1> egyenlet a kovetkez6 formaban irhatd Tol:

h1IXl * h12X2 * eee+ hInXn = ylI*

h21X1 + h22X2 * h2nXn = y2-
<2>

hkIX1 * hk2X2 + hknXn

ahol h4j- ismert egyutthatok.

A (2) kifejezoieket mint k linearis algebrai egyenletbdl &al-
1I6. n ismeretlenes egyenletrendszert vizsgalhatjuk, amelyben az
ismeretlenek Xj‘ J-1.n értekek lesznek.A tovabbiakban azt az e-
setet vizsgaljuk. amikor k>n. vagyis az egyenletek szama megha-
ladja az ismeretlenek szamat, és a rendszer matematikailag nem
rendelkezik megoldassal <ha létezne pontos, egyértelmld megoldas,
akkor a becslésre nem lenne sziukség, mert az ismeretlenek a mé-
réssel pontosan meghatarozhatdék lennének).Az, hogy az egyenlet-
rendszernek matematikailag nincs pontos megoldasa, fizikailag a
kévetkez6 okokra vezethetd vissza fTi):

- az XjJ és yi kozotti fTizikai kapcsolatokat csak koze-
Iitéen irja le az egyenletrendszer (példaul a h”j egyutthatdk nem
pontosan ismertek).
- y*. i1*l,k értékei hibakkal kerilnek meghatarozasra.

Akkor az 1i1smeretlen értékek becslésének feladatat vizsgal-
hatjuk udgy 1is. mint a (2) egyenletrendszer kozelitdé megoldéasa-
inak meghatarozasat feltételezve, hogy y#¥ i»l#k értékeit mc?ré-
sek sorozataval megallapitottuk.A kozelité megoldast tekint-
hetjuk a becslési feladat megoldasanak, tehat a becsult értéknek.

Az 0Osszes lehetséges kozelitd megoldas kozul célszerld a va-
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lamilyen értelemben legjobb megoldas kivalasztasa.llyen megoldas
megkeresésének egyik uUtja a Irfkiflcbb négyzetek modszerének al-
kalmazasa Ca mddszer bemutatasa a 12), (31 én [&] irodalmakban
iIs megtaladlhatd) .A mdédszeren belul megkulénboztethetink determi-

nisztikus és statisztikus rorgkoézclitest.A determinisztikus megko-
zelitést akkor alkalmazhatjuk, ha véletlen mérési hibak nincse-

nek, vagy az ilyen hibak statisztikai Jellemzéit nem ismerjuk.A
statisztikus megkodzelitésnél a véletlen hibak statisztikai Jel-
lemz6it ismerteknek tételezzik fel.Az adatfeldolgozashoz hasznalt
matematikai apparatus libben az esetben lehetdvé teszi a méreések
eltéré6 pontossaganak figyelembe vételét és a kapott eredmények

pontossaganak értekelését is (1).

A <2> egyenletrendszernek a legkisebb négyzetek médszerével
meghatarozott kozelité megoldasait jelodljuk a fentieknek megfe-
lelfen , X2, .... xn.Mivel ezek a megoldasok kozelitbek, 1igy
behelyettesitésuk az eredeti egyenletbe nem eredményezi az
egyenlféség teljesulését.Xj értékeinek Xj értékekkel valdé helyet-
tesitése utan ahhoz hogy az egyenldségek valéban teljesiljenek az
egyenletek bal oldalat ki kell egésziteni valamilyen b” 1i*l,k

értékekkel .Igy az egyenletrendszerink most:

hllxl + hl12x2 + eee * hlnxn * bl " ylI*©
h21xl * h22x2 + eee + h2nxn * b2 ” y2*

. . - . - ®

hkIxl ¢ hk2x2 & *** & hknxn * bk a >V
Vezessik be a megoldas minéségi jellemz6jét a b™ "egyeztet-
lenségi™ érték skalaris fuggvényeként:
J B bj , $ o= , DM).
A legkisebb négyzetek médszerében olyan négyzetes mindségi



Jellemz6t hasznalunk, «imoly 1 b értékeik négyzetdsszege Cl):

ke Iif 0
J, - I b2 -1 (y -1h, _ »,)2. <4>
lal * Wl |1 *J J
Az eredeti egyonlotrendfrzer optimalis megoldasa a legkisebb
négyzetek médszerével olyan x». J»1.n érték, amely biztositja a
Jx minéséqi jellemzdé minimalis értékét. vagyis a (&> négyze-

tosszegek minimumat.

k n

J. mS Cye Z uiixjl2 * min- <>
j«i J J

Ebb6l a kritériumbdél ered a médszer elnevezése is.Mivel a J»

fuggvényt minimalizalni kell. 1gy azt koltségfuggvénynek is te-

kinthetjuk (21,(31.
Mivel a minéségi jellemz6 az xj# j»l.n becsilt értékek TFfigg-
vénye. igy az <5> kritérium teljesiulésének feltétele a kovetkez6

egyenletrendszerrel irhatd le:
6JtS 6 Xj -0 . J » 1,n <6 >

Ezek az egyenletek szolgalnak alapul a keresett xJ becslések

meghatarozasahoz.A parcialis derivaltakat kifejtve:

Y- p— 2] , hu>'i * .

és J " I1I.n esetére sorban egyenlévé téve zérussal a kovetkezb

egyenletrendszerhez jutunk:

J,h 2] * hiJX " Jthi2y» *

<7>

k e t
Viihigg hbisg fj2 Nn'i



A (7> egyenletrendszer n egyenletb6l all 6m n ismeretlent
tartalmaz.Bizonyithaté, hogy a rendszer egyenleteinek egyluttha-
téival Tfelirt determinans nem zérus értékl, tehat a C6) egyen-
letrendszer Xj,x2,...,xn valtozokra egyetlen megoldast ad.Ez a
megoldas egyidejlleg az eredeti <2> egyenletrendszer megoldasa a
legkisebb négyzetek modszerével, determinisztikus megkozelités—
ben.

Legyen adott az ismeretlen Xj, JIJ»l,n , és a mért y*, A«l,k ,
ertékek kozotti oOsszefliggés tovabbra is a C2> egyenletrendszei-
rel, ahol k™n_.Az el6z6 esettdl eltérben az egyenletrendszer most
rendelkezzen zérustol eltérd eértékl, pontos megoldassal; de y*
értékeket hibakkal hatarozzuk meg, tehat a mérések eredményei nem

y , hanem azoktdol eltérdé, de ertékekben kozeli jellemzok:
i

zi " oyi* ui o lwlgk * <8>
ahol v - véletlen mérési hibak.
Mivel véletlen értékek, 1igy zi szintén véletlen értéki
lesz.
Az elmondottak Tfigyelembcvételével a <2> egyenletrendszert
most igy irhatjuk fel:

hllIX1 * h12X2 + eee + hInXn " Z1°*
h21X1 * h22X2 * h2nXn " *2»

<9 >

hkIXi * hk2X2 = * hknXn “ Tk’

A C9) egyenletrendszerben k&n én az egyenletrendszernek nincs
pontos megoldasa.Ha a z™ véletlen értékek statisztikai Jellemzdi
nem ismertek, akkor a C9) egyenletrendszer megoldhaté z™ értéke-
ire a legkisebb négyzetek médszerével determinisztikus megkdze-
litésben 1s, a (7) egyenletek segitségével_Ha a statisztikai
jellemz6k ismertek, akkor a statisztikus megkdzelitést kell al-
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kaimdznunk. Ennek segitséjovel olyan pontosabb nceoldnst kapunk,
amely figyelembe veszi a mérések eltérdé pontossagat is dJ.

Legyen a véletlen mérési hibak varhaté értéke zérus:

MCiI/Al - 0, i-ITk
szorasnegyzetuk pedig altalanos esetben eltéroé:
D Ct™N - M lIvL2} - <A2 , i=l,k ;
és legyenek a hibak egymastol fuggetlenek, vagyis:
« lui > - 0 . ha i*j és i,j-1,k.

Fogadjuk el tovabba, hogy a véletlen értékek normal eloszla-

snak:

. exp <- . 1*»1,K.
r« “*” 717 0l 2 al

Ennek megfelelben a z™ véletlen értékekre is felirhatjuk:
M Czi3 - ti tyi+ &l - yA
D ixlJ - D IVjJ - <42, <10>
<fti -yl)*
[Jn oV exp c~ T, 4,7 "y

Az XjJ becslések meghatarozasahoz a <2> egyenleteket felhasz-
nalva helyettesitsuk az kifejezésében yi értékeket mint

jL hu xj!

exp f" 2 ov C|',|*||,1h|.]><]> >

Legyen AA véletlen esemény zA véletlen értékeknek a OA-tél

fIA* terjedé intervallumba esése, amelynek valdszinlisége:
P tAAJ= P zAl OA* dAAJ= F21<3A) dftl.

Legyen tovabba A véletlen esemény valamennyi zA, I*1,k értée-
keknek a megfeleld dfl]) intervallumba esése, vagyis
A = Aa A2 ... AM.Az elfogadott kikotések értelmében zA véletlen
értékek egymastol fuggetlenek, ezért AN események szintén egy-
mastol flggetlenek lesznek.Akkor:
PIA) « P [AaJ P iA21 ... P 1AK) =

- *X*«*2> eee rzKkCrk> dN dN2 drk =
f2i,2»,...ak<h 1'/52'% % Ky dAl di12 eeedAk CIn)
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Ahol
-k/2 -1
fxi,z2, . .Zk" <2n> ipiai exp t_i% 20i X,>2]
Ha /R* eee értékeit rogzitjuk. Akkor fzi#Z2# .. ##zK
fuggvény L CXj™Xs* "™« *nQ*xvx*x 1 ikclihood-fuggvénnyc va-

lik, Ami lehetévé tef?zi x1,x2,...,Xn becslések meghatarozasaban a
maximum-1ikelihood-modszer alkalmazasat 121, 13J.

Végezzink véletlen prébat, amely kimeneteleinek valdszinlségi?
nem 1nmert.A probadk Boran a nagyobb valodoszinldsegld eredmények
gyakrabban fognak elé6fordulni mint azok, amelyek Kkisebb valészi-
ndséggel rendelkeznek, ezért az eredmény valdszinldségénck érté-
kelésekor egyszeri proba ecetén a bekovetkez6 eredmény 'a priori”
valoszinlségét maximalisnak lehet venni.

A  maximum-likelihood-moédszert a vizsgalt feladatra alkalmaz-
va, tegyik fel, hogy P TA)» max, vagyis A esemény valodszin(isége
maximalis.A <11> kifejezésbdl latszik, hogy ez a kdvetelmény ak-
kor teljesul, ha Xi - AYM oy ok r Xn~ Xn amely esetben

biztositva van likolihood-fluggvény maximuma:

(XA, X2, 000 Xn; (I, P2 *eee*y *

const exp C-_z__ Cfl,-_r_ <12>
- iIBi ol J«i

A Telirt Kkifejezésbbl kovetkezik, hogy a likelihood-fluggvény
maximuma a hatvanykitevében allé Kkifejezés abszolut értékének
minimuma esetén kovetkezik be.Ebb6l irhatjuk fel a <9> egyenlet-
rendszer xi#x2»#,*xn megoldasainak optimumkritériumat a kovetkezd

alakban: .

<*1-1 WijV min. (13>
» OV - LI |

A kritériumbol kovetkez6 egyenletrendszerink ekkor:
6

o -0, J-I.n <14>
0 X]
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A parcialis derivaltakat meghatarozva:

6 JaCxjy kK 1 kK 1
-2 ] e ¢ 2 1.
6 (X >) =1 5l " 141 <i
Ezt a kifejezést j»l, 2, ..., n értékekre sorban egyenlévé

téve zérussal a kovetkez6 egyenletrendszert irhatjuk fel:

i o0i« hijJELhigxj ] T 5B -hij*i> ci5>

A (15) egyenletrendszer megoldasa egyidejlileg a vizsgalt (9)
rendszernek a legkisebb négyzetek médszerével meghatarozott meg-
oldasa is.

A (13), (5) optimumkritoriumokat és a (15), (7) egyenleteket
0sszehasonlitva [l1atjuk, hogy statisztikus megkoézelitésnél az y»
ertékek mérési pontossagat a mérési hibak ov7 szérasnégyzotével
vesszilk TflIgyelembe. Azonos pontossagu méréseknél oi és a (13),
(15) egyenletek megegyeznek az (5), (7)) egyenletekkel.A (15)
egyenleteket értelmezhetjuk linearis kapcsolatok rendszereként a
x|I' z2* eee* xk roért értékek és az , X2, ..., XR Jellemz6k ko6-
zott.

Mivel 2z7, 1i1»l,k véletlen értékek, 1gy az Xj# j“l,n becslések
iIs véletlen jellemz6k lesznek.A becslések statisztikar Jellemzoi
a kovetkezo6k CI1:

- az XjJ becslések torzitatlonok az ismeretlen Xj érteée-
kekhez képest, vagyis
M Cxjl- Xj, J»l,n ;
— a becslések hibainak szordonégyzete minimalis.A
becslés hibaja alatt itt az Xj- Xj , jJ=>l,n kuldnbséget értjuk;
- ha a mérési hibak normal eloszlasunk, akkor a becs-
lések is normal eloszlasunk lesznek.

Gyakran nem a fo XJ( X2, ..., Xn Jellemz6ket, hanem azok 1i-

nearis fuggvényét kell becsulnink:

alXI* a2xX2™ ... o anxA Cle>



Ezt a fuccvényt linearis alaknak, S értékének becslését pedic

a T6 paraméter linearis alakja becslésének hivjuk.Az S jellemz6
optimalis becslése ebben az esetben:

S - aXjie m2x2+ ...¢ anxmn
ahol x1# x2, ... XN X X2, - ..,Xn értékeknek a leckisebb
négyzetek modszerével meghatarozott optimalis becslésel.az a
becslés optimalitasa abban all, hog;y az torzitatlan, hibaja pedic
minimalis szérasné”yzettel rendelkezik, vagyis:

M iast =S, D (b - S] = min.
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