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A MATEMATIKAI MODELL

Mar 6vek 6ta foglalkozom kilénféle rendszerek. berende-
z6sek matematikai modellezésével 6s modellvizsgalattal. Mun-
kamrél beszolni lényegében csak a maiomatikai nvxioll kifeje-
zésig tudok, néha sajnos még mérnskoknek is. Beszélgets
partnereim ekkor valami elvont. “normalis® ember szamara
érthetetlen dologra asszocialnak, bele sem gondolva, hogy ez
nem is olyan érthetetlen. Ezen tapasztalatom adta az otle-
tet. hogy most egy cikk erejéig megprobaljak a tisztelt ol-
vasénak valaszolni arra a kérdése, hogy

Ml A MATEMATIKAI MODELL?

Cikkem alapjaul a MHTT Légvédelmi Repils és Urhajozasi
Szakosztaly 1992. évi palydzatara benydjtott tanulmanyom

szolgalt

1. A modell fogalma altalaban

A mérnski gyakorlatban rendszernek nevezzik egy vagy
tsbb Cadott esetben végtelen sok> elem 6sszességét. A rend-
szerek Clelenségek3 vizsgalatanak feladata az. hogy megalla-
pitsa a rendszer viselkedését, azaz a behatdsok Cinput}) és a
reakciok Coutput} kézti kapcsolatokat. Egy adott rendszer
tudomanyos igényd vizsgalatanak feltétele a rendszermodell

megalkotasa.

Modellezésen értjik a valésagos rendszer lényegi tulaj-
donsagainak felismerését, és azok valamilyen formaju leké-
pezését

A modell egy valésagos rendszer egyszerdsitett, annak a

vizsgalat szempontjab6l lényegi tulajdonsagait kiemel6 masa.
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A modell mindazon masodlagos Jellemz6ket elhanyagolja, ame-
lyeket a kitizott vizsgalat szempontjabol nem tekintink meg-
hatarozénak. Ezért elég ha a modell a valédi rendszert csak

meghatarozott szempontb6l vagy szempontokb6l helyettesiti.

Példaul egy ballisztikus rakétat - egyszerlien - e~y faraén,
elhajitott kaval tudunk modellezni. ha a palyajat vizsgaljuk

és nem foglalkozunk a hajtémiivében lejatsz6doé hétani folya-

matokkal.
Nincs kikétve, hogy modell csak az lehet, ami kizarélag
erre a célra készUIt. Ez nem feltétele a modellnek. Valami-

lyen targy akkor valik modellé, ha a vizsgalatot végz6 sze-
mély ilyen funkci6t ad neki. A modellvalasztas mégsem Onké-
nyes, hiszen teljesiteni kell mindazokat a kovetelményeket,
amelyek az eredeti rendszerrel. Jelenséggel valé hasonlésa-

gat biztositjak.

A fenti példaban szereplé kavét hasznalhatjuk irtdsra is.

nem csak a rakéta modellezésére.

2 A modellek csoportositasa

A modellek osztalyozasarél kiterjedt irodalom talalhato.
A modelleket csoportosithatjuk példaul aszerint, hogy milyen
a modell bels6 természete. Ez alapjan anyagi és eszmei Cvagy
masnéven gondolati) modelleket kildnboztethetink meg Cl.

abra).

Az eszmei modellek az ember altal megteremtett logikai
kapcsolat szerint "mikédnek". Mo6dszeriket, formajukat ille -
téen szubjektivek, de tartalmukat nézve - azaz a targykort,
amellyel foglalkoznak - objektivek. Az eszmei modellek nél-
kiilézhetetlen elemei a megismerés folyamatanak. Természete-
sen a logikai tdérvények alapjan kapott eredményeit ellen6-

rizni kell a fizikai valésagban. Ilyen értelemben csak uto -
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lag dénthet.6k el. hogy valdban modelljei voltak-e a vizsgalt
folyamatnak. Mint az az abrabol is latszik. kétféle gondo-
lati modellfajtat kulénboztetink meg:

fogalmit as

Jelképest.

1. abra

Modellek csoportositasa

A fogalmi modell a kézvetlen érzéki tapasztalatok absz-
trakt gondolkodas segitségével torténd "feldolgozasa”. Fela-

data a kisérletek értelmezése, a kisérleti eredmények alap-

jan a hipotézisek ellen6rzése, illetve OJabb hipotézisek al-
kotasa. JelentSs eszkéze a gondolati kisérlet. Ennek soran
ismert természeti - esetleg tarsadalmi. gazdasagi - t8rvé-

nyek felhasznéalasaval megalkotott fogalmi modellinket gondo-
latban meghatarozott korilmények kozé helyezziik és levezet-
juk a vizsgalt rendszer varhaté viselkedését. Az igy kapott
eredmények kisérleti ellenGrzése a gondolatmenet helyességé-
nek eldontésére, illetve hianyossagainak feltarasara alkal-
mas. Ilyen gondolati kisérletnek kell megeléznie minden
tényleges kisérletet, ha el akarjuk kertlni, hogy durva hi-
bakat kévessiink el. Egyes terileteken Cpéldaul az elméleti
fizika vagy csillagaszat? a fogalmi modellalkotas neélkil le-

hetetlen kutatoémunkat végezni



A Jelképes modell az empiria Ctapasztalat) adatait vagy
Teladatait fogalmazza meg Jelrendszerek segitségével. A mé
rési eredmények rendszerint tablazat. grafikus 4abrazolas
vagy szamok, esetleg Jelek formajaban adottak. Ezek ko&zvet-
lendl a tudomanyos szintG feldolgozas, altalanositas céljara
alkalmatlanok. A mérnski gyakorlatban példaul egy tobbolda-
las tablazatot vagy leirast szemléletesség szempontjabol he-
lyettesiteni tud egy egyszerG grafikon. C"A mérnék diagra-

mokban gondolkodik® - ahogyan azt az egyik tanarom mondta.)

Az anyagi modellek sajat, objektiv térvényei szerint mi-
kédnek. Csak a makédés feltételeit valaszthatjuk meg. de a

bels<5 torvényszerGségeket nem tudjuk iranyitani.

Az anyagi modelleket - a realizalasi modjuk szerint -
csoportosithatjuk, tgy mint

- homol6g, vagy masnéven geometria

- analég azaz fizikai:

- matematikai modell.

A homolég modell geometriailag hasonlo az eredeti rend-
szerrel. és benne ugyanolyan fizikai Jelenség Jatszédik le.

A miszaki életben a geometriai modelleket els6sorban terve-

zésben hasznaljak fel. Ekkor a bonyolult elrendezésid épitmé-
nyek, szerkezetek térbeli elhelyezését el6bb geometriai mo-
dellen készitik el. ezért ezt térbeli tervezésnek is neve-
zik. A térbeli tervezés szUkségtelenné teszi a szerelési ma-

helyrajzokat mivel ezeket a kisminta egyes csomopontjainak
fényképe helyettesitheti. Ennek eredményeképpen fokozédik a

tervezés megbizhatésaga.

Példdul a gyahorlali aerodinamikaban homolég modelleket

alkalmasnak et tistilcsatorna, kisérletekben.

Fizikai modell esetén az eredetivel megegyez6 fizikai
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térmésztd modellen tanulmanyozzuk a rendszerben lejatszédd
Jelenséget. Az eredeti és a modell hasonlésaganak feltétele,
hogy mindketts matematikai leirasa Cazaz matematikai modell-
jei megegyezzék. Az analég modell az eredeti rendszerhez vi-
szonyitva hasonlé behatdsra hasonlé6 médon valaszol. A fizi-
kai modell semmilyen szemléletes kapcsolatban nem kell hogy
alljon az eredeti Jelenséggel, csak az inputok és outputok
ko8z6tti kapcsolatot adja hiden. ezért az ezt realizalé beren-

dezést arvaldg szdmileigefpn&H is nevezik.

3 A matematikai modell

A modellek kézlll a mérnoki gyakorlatban legelterjedtebb
a matematikai modell. A matematikai modell a matematika
szimbolum rendszerén keresztil teremt kapcsolatot a vizsgalt
rendszer be- és kimen6 jellemz6i kozott. A matematikai for-
mulak ismert, valamint ismeretlen mennyiségeket tartalmaz-
nak. és a feladat hatarozottsdga esetén az ismeretlen kimen§
Jellemz6k meghatarozhatok az ismert bemené és bels Jellem-
26k birtokaban. A matematikai modell kell6en definialt kez-
d6- és peremfeltételekkel egyitt egyben az adott Jelenség

algoritmusat is szolgaltathatja

A rendszer viselkedését leir6 matematikai osszefiggések
Jellege, vagy meghatarozasanak médszere szerint - paronként

- az alabbi matematikai modelleket kilonbéztetjik meg:

kvs_.~ dlnamlViug.

Statikus a modell. ha a rendszer allapota algebrai
egyenletekkel, vagy id6 szerinti derivaltakat nem tartalmazé
differencialegyenletekkel irhaté le. Jellemzésére elterjedt
még a stacionarius Cvagy stacionert, allandésult. illetve

egyensdlyi allapot kifejezés is
A dinamikus modellek az id6ben is leirjak a Jellemz6k
valtozasat. Megjelenési formajuk kézénséges vagy parcialis

differencialegyenletek. Lehetséges, hogy a targyalas nem az
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id 6 -, hanem valamely célszerien megvalasztott transzformalt

tartoméanyban valasul meg.

Hatomatikailag leirhatjuk egy gépkocsi egyenletes sebes-
ségd egyenes irdnyd mozgasat. ekkor statikus modellt hozunk
létre, mivel a kocsi sebessége. motorjanak telj'esitmeénye
idében nem valtozik. De ha ugyanezen kocsi egy bizonyos se-
bességrél egy adott masikra térténé gyorsuldasat akarjuk mo-

dellezni. akkor dinamikus modellt kell /elallttanunk.

jJJISELIM. - MttiAMafcA*

A linearis modellekben csak a valtozok és derivaltjaik
szerepelhetnek, altalaban alland6é egyitthatokkal szorozva.
Alakjuk linearis vagy linearizalt egyenlet. illetve egyen-
letrendszer.

A nemlinearis modellek az el6z6 megkdtottségektoi mente-
sek. Az adott rendszeben lejatsz6dé folyamatot leiré egyen-
letek legalabb egyike nemlinearis. A nemlinearis modellek
az egyszeribb vizsgalat érdekében - valamilyen linearizalasi

modon linearis modellekké alakithatok at

szkréy. paraméterd

A folytonos modellekben a valtozok egy adott tartomanyon
belUl barmilyen értéket felvehetnek, illetve minden id6pil-
lanatban van egy meghatarozhaté értékUk.

Diszkrét paraméterd modellek esetén a valtozok csak meg-
hatarozott diszkrét értékeket vehetnek fel. illetve a vizs-
galati id6tartomanyban csak kitintetett id6pontokhoz tartoz-
hat értékUk.

A lottészamokat adott idében hxlzzak és azok csak konk-
rét, egész szamok lehetnek. fgy a lotlohdzds egy diszkrét

ideji, diszkrét allapotteri Csztochasztikust folyamat.

Eletink soran - sajnos - folyamatosan Gdregszink. azaz

matematikailag megfogalmazva: élerinM egy folytonos idejd



folyamat. De mivel életkorvnkat években hatarozzuk meg, igy
az csak diszkét értékeket vehet /el. Ez példa arra is, kegy
egy folytonos paraméteri folyamatot diszkrét paraméteriként

is vizsgalhatunk.

detormAnA-Sztlkgs - sztochAtrus

A determinisztikus modellekben szereplé Jellemz6k, vala-
mint maguk a valtoz6k egyértelmd fUggvényekkel térben és
idében egyarant megadhaték.

A sztochasztikus modellek ugyanezen Jellemz6i és valto-
26i csak bizonyos valészindségi Osszefiggések felhasznala-

saval hatarozhaték meg.

A bemutatott felsorolas természetesen nem teljes. mivel
egy konkrét, gyakorlatban megvalésitott matematikai modell
altalaban a fenti Jellegek szintézisét Jelenti. Gondoljunk

csak példaul a fenn mar emlitett lottéhizasra.

4. A matematikai modell képzése

Egy rendszor matematikai modelljének megalkotasahoz

alapvetéen két dt kinalkozik:

az 4ltalanos természettudomanyos ismeretekre tamasz-
kodva. fizikai megfontolasok alapjan analitikus formajd koz-
vetlen matematikai modell el6allitasa Cdgynevezett u>hite-box

eljarasi;

megfigyelési, illetve kisérleti identifikaci6, ahol a
matematikai modell megalkotasahoz az alapvets informéaciokat

mérések sorozataval kapjuk Cez a black-box eljarasi.

A black-box oljdrdst alkalmazzék az altalanos iskola
alsa tagozatos tanuiéi matematikabél amikor a “daralé"-ba
beesé és onnan kiesé szamok alapjan talaljak ki, hogy mi

16'rténik a gépben. Valéjaban a bent térténtek matematikai
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nocdlljdt dilitioh /..

A fizikai megfontolAsok alapjan torténé matematikai mo-
dollalkotas folyamataban donté az absztrahalt modoll megal-
kotasa. Ehhoz ismernUnk és elemeznink kell a rendszerben le -
Jatszdd6 folyamat bolsé. a vizsgalat szempontjabsl lényegi
tulajdonsagait. Ezek a fizikai megfontolasok elsGsorban ox-
tenziv Jellemzékre felirt mérlegegyenleteket. valamint az
extenziv és intenziv Jellemz6k ko6zott kapcsolatot teremté

6sszefiggéseket eredményeznek.

A vizsgalat soran a modell létrehozasanak egyik legfon-

tosabb eleme a modellképzés céljanak meghatarozasa:

modellezés (tervezés alatt all6 rendszerek vizsgala-
ta. specialis Jelenségek vizsgalata. lehetséges md-
szaki megoldasok kivalasztasa, egyes szerkezeti Jel-

lemz6k eltéréseinek gyorsitott tanulméanyozasa);

tervezés Coptimalis rendszerek kialakitasa. gazdasa-
gosabb megoldasok keresése. élettartam-koéltség ter-
vezés);

vizsgalat (Uzemi Jellemz6k értékelése, szerkezeti.
Uzemeltetési Jellemz6k eltérései hatasainak értéke-

lése. diagnosztikai Jellemz6k kivalasztasa);
vizsgalat tervezése (kisérleti probajaratok. beiizeme-
lési programok meghatarozasa, diagnosztikai tzemmodok

kijelslése. alkalmassagi vizsgalatok programjainak
6sszeallltasa);

- minésités (alkalmassagi eléirasok, minéségi kovetel-

mények kidolgozasa);

- iranyitas, szabalyozas (optimalis és adaptiv iranyi-
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tas. egyedi allapotszabalyozds megvalts!tas.o ;

2. abra

A ttodéilvdpzés altalanos logikaja
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A

allapotfolismorés Cfedélzeti adatgyGjts, -feldolgoz6
rendszerben alkalmazhaté, kdnnyen azonosithato, adap-

tiv modellek kidolgozasa).

modellképzési feladat Jellegét és logikajat a kdvetke-

z6 kérdésekre adott valaszok hatarozzak meg:

A
zak a
lanos

Milyen modellt kivanatos létrehozni?
A kérdésre adott felelet meghatarozza a szikséges
pontossagot és bonyolultsagot, az alkalmazand6 mate-

matikai moédszerek korét is.

Hogyan épithets fel a modell?

Milyen gazdasagi kovetelményeket vagy korlatozasokat

kell allitanunk a modellel szemben?

Hogyan értékeljik a modell min6ségét és pontossagat?

Hogyan dolgozzuk fel az 8sszes rendelkezésre all6 in-

formaciot?

Milyen médon lehet optimalisan megszerezni a hianyzo

informaciokat?

Mi legyen a modellen bel(Jli nemiinearitasokkai?
Célszeri-e linearizalni az egyenleteket? A lineari-

zalds utan megfelels pontossagu lesz-e a modell;

fenti kérdésekre adott valaszok lényegében meghataroz-
felépitend6 modell sajatossagait. A modellképzés 4lta-

logikajat mutatja be a 2. abra. ahol délt betikkel a

lehetséges hibak is elélvashatok.
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