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A  R E P Ü LŐ G É P  M A T E M A T IK A I M O D E L L JE

A  r e p ü l ő g é p  m o z g á s á n a k  m a t e m a t i k a i  m o d e l l j e  k a p c s o l a t o t  

t e r e m t  a  r e p ü l ő g é p  h e l y z e t é t  é s  m o z g á s á t  j e l l e m z ő  p a r a m é t e 

r e k  k ö z ö t t .

A  d i n a m i k a i  e g y e n l e t e k  a  k ö v e t k e z ő k b ő l  t e v ő d n e k  ö s s z e ;  

a  r e p ü l ő g é p  t ö m e g k ö z p o n t j á n a k  m o z g á s e g y e n l e t e i b ő l  é s  a  t ö 

m e g k ö z é p p o n t  k ö r ü l i  f o r g ó m o z g á s  e g y e n l e t e i b ő l .

a . y '  A  t ö m e g k ö z é p p o n t  m o z g á s á n a k  e g y e n l e t e i

N e w to n  I I .  t ö r v é n y e  a l a p j á n  a  t ö m e g k ö z é p p o n t  d i n a m i k á 

j á n a k  v e k t o r - e g y e n l e t e :

m a « £ F = > P - * R  +  G  C l )

a h o l :  G  -  s O l y e r Ő ;

R -  a e r o d i n a m i k a i  e r ő ;

P  -  t o l ó e r ő .

E z  a z  e g y e n l e t  i g a z  e g y  o l y a n  i n e r c i o n á l i s  r e n d s z e r r e ,  

a m e ly n e k  k e z d ő p o n t j a  a  t é r  v a l a m e l y  p o n t j á n  h e l y e z k e d i k  e l .  

v a g y  á l l a n d ó  s e b e s s é g g e l  m o z o g .

H a  a z  C l )  e g y e n l e t e t  a  p á l y á h o z  k a p c s o l t  k o o r d i n á t a -  

r e n d s z e r r e  C l .  á b r a )  v e t í t j ü k  a  k ö v e t k e z ő k e t  k a p j u k :
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v ó g k a p c s o l a t  

e g y e n l e t e k ó n t

A z  e g y e n l ő t ö k  b a l  o l d a l a i n  c s a k  a  d i f f e r e n c i á l  h á n y a d o 
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dí>
d t

2
V

C 5>

C 6>

S £  = -------------- 3 - s
d t  v  c o s #

^ P s i n  i
C 75

A  C 7 5  e g y e n l e t b e n  s z e r e p l ó  j e l  a z  J ó l  ö n t i , h o g y

1Ő



j o b b  C p o z l t l v J  b e d ö n t * ?  m e l l e t t  a z  e l f o r d u l á s  J o b b r a  m e g y 

v * g b e .  a z a z  a  n e g a t í v  *> s z ö g e k  I r á n y á b a .

A  p á l y a  s z e r i n t i  k o o r d i n á t a - t e n g e l y e k r e  v e t t  v e t t l l e t e k  

a l a p j á n :

-  a r  "  E  < e >

■  v  ü  * e  F y  « »

ra v  c o s ©  ■ £  F z  C l 05

b .  ✓  A  t ö m e g k ö z é p p o n t  k ö r ü l i  f o r g á s  e g y e n l e t e i  

A  f ő  t e h e t e t l e n s é g i  t e n g e l y r e  v e t t  v e t ü l e t e k b e n :

•x  * c<z -  V  " y " z  ■ E Mx

du>
I  - r - £  ♦ C l  -  I  5 w  «  -  r  M

y  d l  x  z  y  z  ** y

1 ^ .  I y . -  a  r e p ü l ő g é p  t e h e t e t l e n s é g i  n y o m a t é k a i  a

k a p c s o l t  r e n d s z e r  t e n g e l y e i  s z e r i n t ;

a  r e p ü l ő g é p  f o r g á s a  s z ö g s e b e s s é g é n e k  ö s s z e -



t ö v ű i ;

2 7 ^ .  D * 2  “  ö s s z e g z e t t  n y o m a t o k  o k  ( a e r o d i n a m i k a i  é s

t o l ó e r ő  s z e r i n t e  ö s s z e t e v ő i  a  t e n g e l y e k  

s z e r i n t .

K ö v e t k e z t e t é s :

1 .  /  A  t ö m e g k ö z é p p o n t  m o z g á s e g y e n le t e i n e k  é s  a  t ö m e g k ö 

z é p p o n t  k ö r Ü l i  f o r g á s  e g y e n l e t e i n e k  r e n d s z e r é t  a z  E U U E R - f é l e  

d i n a m i k a i  e g y e n l e t n e k  n e v e z z l i k .

2 . /  A  r e p ü l ő g é p  k a p c s o l t  t e n g e l y e i  e l é g g é  k ö z e l  f e k s z e 

n e k  a  f ű  t e h e t e t l e n s é g i  t e n g e l y h e z .  Í g y  a  C I O .  C l 2 5 .  C l 35 

e g y e n l e t r e n d s z e r t  e l s ű  k ö z e l í t é s b e n  f e l  l e h e t  h a s z n á l n i  a 

r e p ü l ő g é p  m o z g á s á n a k  v i z s g á l a t á h o z ,  a  k a p c s o l t  k o o r d i n á t a -  

- r e n d s z e r b e n  f e l í r v a .

c . /  A m o z g á s  k i n e m a t i k a i  e g y e n l e t e i

A  t ö m e g k ö z é p p o n t  m o z g á s á n a k  k i n e m a t i k a i  e g y e n l e t e i  

ö s s z e k a p c s o l j á k  a  t ö m e g k ö z é p p o n t  k o o r d i n á t á i t  a  f ö l d i  r e n d 

s z e r b e n  a v  s e b e s s é g  é r 

t é k é v e l  é s  a  s e b e s s é g  

v e k t o r  i r á n y á t  J e l l e m z ő  

s z ö g e k k e l .

A  2 .  á b r á n  l á t h a t ö k  

a  r e p U l é s i  s e b e s s é g  v e k 

t o r a i  a  n o r m á l i s  f ö l d i  

k o o r d i n á t a - r e n d s z e r b e n .

2 . s z .  á b r a

A  2 .  á b r á b ó l  m e g k a p ju k  a  r e p ü l ő g é p  t ö m e g k ö z é p p o n t J a  
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F ö l d h ö z  v i s z o n y í t o t t  m o z g á s á n a k  k í n o m a t l k a i  e g y e n l e t e i t :

- jjS. ■  v  c o s  & c o s  p  C I O

5 C 1 * 3 C  '  v  s i n  ® C ! 5 >

d5Ea_ _ 2  •  -  v  c o s  O  s i n  ^  C l 6 )

A  k i n e m a t i k a i  k a p c s o l a t o k  e g y e n l e t e i  t e s z i k  l e h e t ő v é  a z  

e g y e n l e t r e n d s z e r  z á r á s á t ,  a z a z  a z t .  h o g y  a z  e g y e n l e t e k  s z á m a  

m e g e g y e z z e n  a  k e r e s e t t  i s m e r e t l e n e k  s z á m á v a l .

K e r e s e t t  a  1 2  m o z g á s p a r a m é t e r  i d d  s z e r i n t i  f ü g g v é n y e :

v C t ) ;  Ö C O ;  p C f> .  x  C O ;  H C O ;  Z  C t ) ;  Ö C O ;  * C t > ;  y C O ;  
9  9

wx C t > ;  u y C t ) ;  « ^ C O .

S z ü k s é g e s  m ég m e g h a t á r o z n i  a z t  a  h á r o m  k i n e m a t i k a i  e g y e n l e 

t e t .  a m i k a p c s o l a t o t  l é t e s í t  a  d i n a m i k a i  e g y e n l e t e k b e n  l é v ő

& -  b ó l i n t á s i  s z ö g s e b e s s é g ;

y  -  b e d ö n t é s i  s z ö g ;

p  -  l e g y e z ő  s z ö g ;

w  :<■> i o  -  s z ö g s e b e s s é g e k  
x  y  z

k ö z ö t t .

A  k i n e m a t i k a i  e g y e n l e t e k  l e v e z e t é s e  a  3 .  á b r a  s e g í t s é g é v e l :



0 7 5

0 8 5

0 0 5

A  0 7 5 .  0  8 5 .  0 0 5  o g y e n l e t e k e t  a z  E u l e r - f é l e  k i n e m a t i 

k a i  e g y e n l e t e k n e k  n e v e z z ü k .  E z á l t a l  a  1 2  k e r e s e t t  i d ő f ü g g -  

v é n y  m e g h a t á r o z á s á h o z  1 2  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l  r e n d e l k e 

z ü n k .

H a  m e g a k a r ju k  h a t á r o z n i  a z  c»C t5  í s  ( K t 5  s z ö g e k  C 4 . á b -  

r a 5  i d ő  s z e r i n t i  v á l t o z á s á t ,  a k k o r  a  k e r e s e t t  f ü g g v é n y e k  é s  

e g y e n l e t e k  s z á m a  1 4 - r e  n ö v e k s z i k .

A  v i z s g á l t  d i f f e r e n c i á l i s  d i n a m i k a i  é s  k i n e m a t i k a i  m o z

g á s e g y e n l e t e k  r e n d s z e r é t  a k k o r  t u d j u k  m e g o l d a n i ,  h a  i s m e r j ü k



a  d i n a m i k a i  e g y e n l e t e k  j o b b  o l d a 

l á t .  a z a z  i s m e r j ü k  a  r e p ü l ő g é p r e  

h a t ó  ö s s z e s  e r ő t  é s  n y o m a t ó k o t .  

E z  l e h e t ő v é  t e s z i .  h o g y  a z  i d d  

f ü g g v é n y é b e n  m e g k a p ju k  a z  ö s s z e s

X / k e r e s e t t  m o z g á s p a r a m é t e r t .  S e 

g í t s é g é v e l  J e l l e m e z n i  t u d j u k  a 

t ö m e g k ö z é p p o n t  m o z g á s t ö r v é n y é t  é s  

p á l y á j á t .  v a l a m i n t  a  r e p ü l ő g é p  

t é r b e l i  h e l y z e t é t .

4 . á b r a

A  m e g o ld á s h o z  s z ü k s é g e s e k :

-  a  v e z é r l ő  t ö r v é n y e k  v á l t o z á s á n a k  t ö r v é n y e i ;

-  k e z d e t i  a d a t o k ;

-  a  r e p ü l ő g é p  v a la m e n n y i  s z ü k s é g e s  j e l l e m z ő j e .

K o r á b b a n  v e z é r l ő  f ü g g v é n y k é n t  a z  á l l á s s z ö g  v a g y  a  t ú l 

t e r h e l é s  a  y  b e d ö n t é s i  s z ö g  é s  a  h a j t ó m ű  ü z e m m ó d já n a k  i d ő  

s z e r i n t i  v á l t o z á s á t  a d t u k  m e g . m o s t  v i s z o n t  l e h e t ő s é g ü n k  v a n  

a  k o r m á n y o k  v a g y  a  v e z é r l ő k a r o k  k i t é r é s é n e k  v e z é r l ő  f ü g g v é 

n y e k  m in ő s é g é b e n  v a l ó  f e l h a s z n á l á s á r a .

A  d i n a m i k a i  e g y e n l e t e k  J o b b  o l d a l a i  a z  e r ő k  v a g y  n y o m a 

t é k o k  ö s s z e g e i ,  a z o k  v i s z o n t  m e g h a t á r o z h a t ó k  v a l a m e n n y i  v e 

z é r l ő s z e r v  k i t é r é s e i  a l a p j á n .

A  k a p o t t  d i f f e r e n c i á l - e g y e n l e t e k  m e g o ld á s a  i g e n  m u n k a i 

g é n y e s  é s  g y a k o r l a t i l a g  c s a k  s z á m í t ó g é p e k  a l k a l m a z á s á v a l  r e 

a l i z á l h a t ó .

B i z o n y o s  e g y s z e r ő s 1 t é s e k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a z  e g y e n 

l e t e k  f e l  Í r h a t ó k  l i n e á r i s  f o r m á b a n  é s  Í g y  l e h e t ő s é g  v a n  a z



á l t a l á n o s  f o r m á b a n  v a l ó  m e g o l d á s r a .

d .  s  H o s s z i r á n y t  é s  o l d a l i r á n y t  m o z g á s  e g y e n l e t e i

H o s s z i r á n y t  m o z g á s n a k  n e v e z z ü k  a z  o l y a n  m o z g á s t ,  

a m e l y e t  a  r e p ü l ő g é p  a  f ü g g ő l e g e s  s í k b a n  a z  ot á l l á s ,  a  0  b ó 

l i n t á s i ,  0  p á l y a s z ö g e k ,  H  r e p ü l é s i  m a g a s s á g  v á l t o z t a t á s a  

m e l l e t t  h a j t  v é g r e ,  a z  y  k o o r d i n á t a - t o n g o l y  m e n té n .

A  h o s s z l r á n y d h o z  a z  o l y a n  m o z g á s  t a r t o z i k .  a m e ly b e n  a  

P , X ,  Y  é s  G  e r ő k  C 5 . á b r a ! ) . v a l a m i n t  a z  b ó l i n t á s i  n y o m a 

t é k  h a t .  A  h o s s z i r á n y t  m o z g á s t  a  k ö v e t k e z ő  p a r a m é t e r e k  J e l 

l e m z i k :  v .  X .  H .  a .  & . 0  é s  « z .

A z  5 .  á b r a  a l a p j á n :

“  a  h a j t ó m ű  t e n g e l y é n e k  á l l á s s z ö g e ;  

a  -  a  s z á r n y  á l l á s s z ö g e ;

i> -  a  h a j t ó m ű  b e é p í t é s i  s z ö g e .  am i a  s z á r n y

h t r j a  é s  a  h a j t ó m ű  t e n g e l y e  k ö z ö t t i  s z ö g g e l  

e g y e n l ő .

A z o k a t  a  p a r a m é t e r e k e t ,  a m e ly e k  a z  o l d a l i r á n y t  m o z g á s t  

J e l l e m z i k :  a  z  k o o r d i n á t á t .  a  *>. f i .  y  é s  y  s z ö g e k e t ,

v a l a m i n t  a z  é s

U  s z ö g s e b e s s é g e k e t , a z o n o -
. Á ö  .

s a n  e g y e n l ő n e k  v e s s z ü k  a 

n u l 1 á v a l .

O l d a l i r á n y t  m o z g á s 

n a k  n e v e z z ü k  a z  o l y a n  

m o z g á s t ,  a m e l y e t  a  r e p ü 

l ő g é p  a  v í z s z i n t e s  s í k b a n  

v é g e z  a  f i  c s t s z á s .  y  e l  -  

k o o r d i n á t a - t e n -

5 . s z .  á b r a

f o r d u l á s ,  y  b e d ö n t é s i  s z ö g e k  s z e r i n t ,  a z  OX 

g e l y h e z  v i s z o n y í t v a .



A z  o l d a l i r á n y ú h o z  a z  o l y a n  m o z g á s  t a r t o z i k .  a h o l  a  2  

o l d a l i r á n y ú  e r ő .  v a l a m i n t  a z  á s  o l d a l i r á n y ú  n y o m a té k ü k  

h a t á s á r a  J ö n  l é t r a .  a m e ly b e n  a  Z  k o o r d i n á t a .  a  p á l y a  

v í z s z i n t e s  v e t U l e t e  e l f o r d u l á s á n a k  p  s z ö g e .  a  <p l e g y e z d  

s z ö g .  a  y  b e d ö n t é s i  s z ö g .  a  9  c s ú s z á s s z ö g .  v a l a m i n t  a z  é s  

s z ö g s e b e s s é g e k  v á l t o z á s a  k ö v e t k e z i k  b e . A  h o s s z i r á n y ú  

m o z g á s  v .  H . a .  9  é s  9  p a r a m é t e r e i t  e k k o r  á l l a n d ó  é r t é k ű n e k  

v e s s z t lk  é s  v á l t o z á s u k a t  nem v e s s z U k  f i g y e l e m b e  é s  e l f o g a d 

j u k .  h o g y  « 2 ■ 0 .

A  m o z g á s f e l o s z t á s  f e l t é t e l e s  J e l l e g é r e  v a l ó  t e k i n t e t 

t e l .  a  m ó d s z e r  l e h e t ő v é  t e s z i  a  s t a b i l i t á s  é s  a  k o r m á n y o z -  

h a t ó s á g  s o k  r e á l i s  j e l l e m z ő j é n e k  t a n u l m á n y o z á s á t .

A  h o s s z i r á n y ú  é s  o l d a l i r á n y ú  m o z g á s  e g y e n l e t e i t  k ü l ö n -  

- k l l l ö n  f e l í r v a  k a p u n k  k é t  e g y e n l e t r e n d s z e r t ,  a m e ly n e k  m in d 

e g y i k é b e n  k é t  i s m e r e t l e n  i d ő f U g g v é n y ,  i l l e t v e  k é t  d i n a m i k a i  

v a g y  k i n e m a t i k a i  m o z g á s e g y e n le t  t a l á l h a t ó .

1 . /  H o s s z i r á n y ú  m o z g á s  e g y e n l e t e i  C f U g g ő l e g e s  s í k b a n )

m = P  c o s  e»p  -  X -  G  s i n  Ö  C 2 0 )

m v  ■  P  s i n  O p  ♦  v  -  6  c o s  9  C 2 1 )

1 T ' E « 2 C 2 2 )

d x
-  V c o s  0  C 2 3 )

- a f - S
C 2 4 )
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2 . / '  A z  o l d a l i r á n y ú  m o z g á s  e g y e n l e t e i  a  

s í k b a n ,  e l f o g a d v a  a z t .  h o g y  0  ■ O  é s  ■ O

e l h a g y j u k  a  h o s s z i r á n y t !  m o z g á s  e g y e n l e t e i t .

- » v I? ■ £ %

do>
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* y  ^  E  Mx

d z

“ 3? v  s i n  p

d y
d t

SE

c o s  y  t g  d

0

A  k é t  e g y e n l e t r e n d s z e r b ő l  i s  l á t h a t ó ,  h o g y  £  

E  My . £  Mz  J o b b  o l d a l a k  á s  a  P .  X tfs Y 

m o z g á s p a r a m t f t e r o k  ó s  a  v e z á r l ő s z e r v e k  k i t ö r é s i

C 2 0 5

v í z s z i n t e s  

. v a l  a m i n t

C 2 7 >

C 28 5

C 2 9 )

C 305

C 3 1 >

C 3 2 5

C 3 3 >

: f , .  e  « x .

e r  ó k  i s  a 

s z ö g e i n e k
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b o n y o lü lt  fU g g v é n y e i.

e .  s  A  s t a b i l i t á s  é s  k o r m á n y o z h a t ó s á g  v i z s g á l a t a  a  ta a tó 

m a t i  k a i  m o d e ll  s e g í t s é g é v e l

A  s t a b i l i t á s  ü g y  v i z s g á l h a t ó  a  m a t e m a t i k a i  m o d e ll  s e 

g í t s é g é v e l .  m i n t  e g y  d i n a m i k a i  r e n d s z e r é .

A  r e p ü l Ő g é p  s t a b i l i t á s a  a z  a d o t t  r e p ü l é s i  p a r a m é t e r  

s z e r i n t  -  a  r e p ü l ő g é p  a z o n  k é p e s s é g e ,  h o g y  a  z a v a r á s  C X ^ !) 

m e g s z ű n é s é t  k ö v e t ő e n  v i s s z a t é r  a z  a d o t t  k i i n d u l ó  p a r a m é t e r  

é r t é k é h e z .  í g y  l e h e t  v i z s g á l n i  a  h o s s z i r á n y t ! ,  a z  o l d a l i r á n y t !  

a  t ú l t e r h e l é s  é s  s e b e s s é g  s z e r i n t i  s t a b i l i t á s t  s t b .

Á l t a l á n o s  s t a b i l i t á s n a k  n e v e z z ü k  a  d i n a m i k a i  r e n d s z e r  

o l y a n  t u l a j d o n s á g á t ,  a m i k o r  a  m e g v á l t o z o t t  m o z g á s  p a r a m é t e 

r e i n e k  e l t é r é s e  a  k i i n d u l ó  é r t é k e k t ő l  a z  i d ő  f o ly a m a t á b a n  

nem  h a l a d  m eg e g y  b i z o n y o s  v é g e s  é r t é k e t .

A  g y a k o r l a t b a n  a z o n b a n  a  d i n a m i k a i  r e n d s z e r e k  a s z i m p t o 

t i k u s  s t a b i l i t á s á t  é r t é k e l i k .  A s z i m p t o t i k u s  s t a b i l i t á s n a k  

n e v e z z ü k  a  d i n a m i k a i  r e n d s z e r  -  k ü l s ő  b e h a t á s t  C z a v a r  á s O  

k ö v e t ő  -  o l y a n  v i s e l k e d é s é t ,  a m ik o r  a  m o z g á s p a r a m é t e r e k  e l 

t é r é s e  a  k i i n d u l ó  é r t é k t ő l  a z  i d ő  f ü g g v é n y é b e n  C l  ♦  *  )  i

n u l l á h o z  t a r t .

A  s t a b i l i t á s  é r t é k e l é s é n e k  k r i t é r i u m a i  a  k a r a k t e r i s z t i 

k u s  e g y e n l e t  t é n y e z ő i  s z e r i n t .  m á s o d r e n d ű t ő l  n e g y e d r e n d ű ig  

v a n n a k  k i d o l g o z v a .

A  n e g y e d r e n d ű  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  r e n d s z e r é n e k  k a r a k 

t e r i s z t i k u s  e g y e n l e t e :

♦ a  X  ♦ a  • O C 2 4 5



A h h o z ,  h o g y  a z  o b je k t u m  m e g v á l t o z o t t  m o z g á s a  a s z i m p t o 

t i k u s a n  s t a b i l  l e g y e n ,  a  k ö v e t k e z ő  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  

s z ü k s é g e s  C M u r v i t c h - R a u c h  k r i t é r i u m é :

a 3  > 0 ;  a 2  > O ;  * x > O ;  a 0  > °  

a . a  „ a , ,  -  a f  -  a _  aj? > 0 ) C 3 5 5

K ö v e t k e z é s k é p p e n  a  r e p ü l ő g é p  s t a b i l i t á s a  a l a t t  a z t  a  

k é p e s s é g e t  é r t j ü k .  h o g y  a  z a v a r á s  h a t á s á n a k  m e g s z ű n é s é t  

k ö v e t ő e n  v i s s z a t é r  a  k i i n d u l ó  h e l y z e t b e .

A  m a t e m a t i k a i  m o d e l l  s e g í t s é g é v e l  a  r e p ü l ő g é p  k o r m á 

n y o z  h a t  ó s á g á t  i s  v i z s g á l h a t j u k .  A  r e p ü l ő g é p  k o r m á n y o z h a t ó s á -  

g á n a k  a z t  a  k é p e s s é g é t  n e v e z z ü k .  h o g y  m e g v á l t o z t a t j a  a  m o z 

g á s  p a r a m é t e r e i t  a  r é p ü l ő g é p v e z e t ő  t e v é k e n y s é g é n e k  m e g f e l e 

l ő e n .
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