
Sándor Endre ta n s zé k v e ze tő .  f ő i s k o la i  docens

KOMPLEX POTENCIÁL

A kom plex függvények  a lkalm asak k étd im en z iós  v e k to r te re k  

s z e m lé lt e t é s é r e .  Ezen v e k to r te r e k  v e k to r a i  u gya n is  f e l f o g h a ­

tók . mint komplex számok, h is z  minden kom plex számhoz e g y é r ­

telm űen r en d e lh e tő  e g y  h e ly v ek to r  é s  v is z o n t .

íg y  a

5  = X C x jy )  1 ♦  Y Cx;y3  J 0 3

CT é s  J  egységvek to rok 3  

v e k to r té r  v e k to ra i J e llem ezh etők  a

W a WCz3 -  XCx;.y3 ♦  J YCx;y3 C23

C a h o l: J2 — 13

kom plex számokkal. Ez a z t  i s  j e l e n t i ,  hogy a z 0 3  a l a t t i  v e k ­

t o r t é r  le í r á s á r a  h a szn á lh a tju k  a C23 a l a t t i  kom plex v á l to z ó s  

fü g g v én y t. E n n élfo gva  a kom plex fü ggvén yek  alkalm asak p é ldá u l 

s ík b e l i  e le k t r o s z t a t ik u s ,  i l l e t v e  s í k b e l i  Ckétm éretű3 áram lá­

s i te r ek  i l lu s z t r á lá s á r a  i s .  Az e m l í t e t t  te r e k  b izo n yo s  J e l ­

lem zőinek  v iz s g á la tá r a  a "m űszaki é l e t "  a kom plex p o t e n c iá l t  

h a s z n á lja .

J e le n  c ikkben  m indkét t é r r e  von atkozóan  mutatunk g ya k o r ­

l a t i  a lka lm azásoka t.

A kom plex p o te n c iá l  m atem atikai m ega lapozásához tám asz­

kodnunk k e l l  a z  a lá b b i t é t e l r e ,  melynek b iz o n y í t á s a  lé n y e g é ­

ben azonos e gy  közön séges  d i f f e r e n c iá l e g y e n le t  e g z a k t  v o l t á t  

kimondó t é t e l  b iz o n y ít á s á v a l.
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JEJEki.
Legyenek a P < x ;y3  é s  Q Cx;y3  fü ggvén yek  a z  C x ;y )  s ik  

v a la m e ly  e g y s ze re s e n  ö s s z e fü g g d  D tartom ányban a z e g y e s  v á l ­

to zó k  s z e r in t  le g a lá b b  k é ts z e r  p a r c iá l is á n  d é r iv á lh a tó a k . A

P C x;y3  d x  ♦ Q Cx;y3  d y  C33

k i f e j e z é s  akkor és  csak  i s  akkor t e l j e s  d i f f e r e n c i á l ,  ha

dP C x;y3  m dQ C x ;y )  C4I)
dy dx

BI2W yiTAS=.
Lényegében  a z t  k e l l  megmutatnunk, hogy van o ly a n  RCx;y3 

fl lg g v é n y  a D tartom án yon , melynek d i f f e r e n c i á l  Ja éppen a <33 

a l a t t i  k i f e j e z é s ,  a za z  hogy

* *  =* P C x;y3  é s  ^  f f i -* -3—  -  Q C x;y3 .

a. /  SaUKstáfts.séfl;.
Ha a C33 a l a t t i  k i f e j e z é s  t e l j e s  d i f f e r e n c i á l . akkor 

f e n n á ll  a <43 a l a t t i  ö s s z e fü g g é s .  A f e l t é t e l  m ia tt  ekkor l é ­

t e z ik  o ly a n  R C x;y3  fU ggvén y . m ely re

R ’ ■ P C x:y3  é s  R* = Q Cx-,y). x  ’ 7 y

KépezzUk a z a lá b b i d e r iv á l t a k a t :

a Rx d^R dP Cx;y3
í y  = dx dy  "  3-y

ÍR y  _ d2 R _ dQ C x;y3
“ 3x "Sy~"Sic "  -------dx ■ —

?1_



M inthogy a t e t t  f e l t e v é s e k  m ia tt az R C x ;y )  fü g gvén y  

v egy es  másodrendű p a r c iá l i s  d e r i v á l t j a i  m egegyeznek, e z é r t

OP C x;y3  _  *Q Cx;y>
5y éx

v a g y is  f e n n á ll  a C4) a l a t t i  ö s s z e fü g g é s , 

b . /  E lé g s é g e y s ég ;

Ha a C4> a l a t t i  ö s s z e fü g g é s  f e n n á l l ,  akkor l é t e z i k  

o ly a n  R C x;y>  fU ggvén y . melynek t e l j e s  d i f f e r e n c i á l j a  a C35 

a l a t t i  k i f e j e z é s .

Á l l í t á s u n k ra  k o n s t ru k t ív  b i z o n y í t á s t  adunk: m egkonstru­

á l ju k  a z R C x;y>  fü g g v é n y t . T ek in tsük  a z t  a z RCx;y> fü g g ­

v én y t. m e ly re

_  - OR C x ; y }P C x ;y )  ** -----^  ' ■----. C5J

I l y e n  a t e t t  f e l t e v é s e k  m ia tt b iz to s a n  l é t e z i k ,  ekkor 

x

R C x;y>  •» J  P C t;y>  d t ■* G Cy>. C05

xo

M ive l a z  R C x;y>  fü g g v é n y tő l a z t  k ív á n ju k , hogy

■ dR -  Q Cx;y> C7>

f e n n á l l jo n ,  e z é r t  d e r iv á l ju k  y  s z e r in t  a C©> a l a t t i  

e g y e n lő s é g e t .

l | p i > 2 -  -  J  P  C l ; y 3  d t  .  G - C y j .

s a v á lto z ó k  fü g g e t le n s é g e  m ia tt



j r - a $ u »  * . • • * * .

F e lh a szn á lV 4  most a C4) a l a t t i  f ö l  t e t ő i t ,  kapjuk 

* *  ■ J  * °  d l  .  G’ t y í  = Q C x;y>  -  ű CX ([;y>

Xo

♦ ö ’ Cy3.

F igy e lem b e  v á v e  a C 7 ) a l a t t i  k öve te lm én yt:

Q < x ;y3  «  Q ( x ; y )  -  Q Cxo ;yD G’ Cy>,

mel yk>51

G* Cy5 = Q Cxe ;y5 .

s ig y
y

G Cy> -  J  Q Cxo ;t5  d t .  

yo

A k a p o tt  eredm ényt a CÖ> a l a t t i  e g y o n le tb e  h e l y e t t e s í t v e .

x  y

R C x ;y l  ■ j  P C t ;y >  d t  ► j  Q Cx&; l )  d t 

o  yo

fü g g v én y  épp  a k i v é n t  tu la jd o n s á g ga l r e n d e lk e z ik ,  v a g y is

 ̂ ŐR C x;yJ  . . «JR C x ; y5 .dR Cx;y5  -  -------dx + -----------------~  «*y -

= P Cx;y3  dx ♦ Q Cx;y5  dy.
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E zze l a  t é t e l  á l l í t á s i t  b e b iz o n y íto t tu k .  Térjünk rá  ezek 

ú t in  a  kom plex p o te n c iá l  is m e r te té s é r e .  Ennek lé n y e g e ,  hogy 

a z  ö rv é n y -  és  fo r rá sm en té s  v e k to r té rh e z  e gy  o ly a n  komplex 

fü ggv én y t -  kom plex p o t e n c iá l t  -  ren delü n k , melynek s e g í t s é ­

g é v e l  a  v e k t o r t e r e t  J e lle m ző  valam ennyi m ennyiség k i f e j e z ­

hető .

Tárgya lásun k  so rán  kUlön k e l l  vá la sz ta n u n k , hogy a s z ó -  

b a n fo rg ő  v e k t o r t é r  e r ő t e r e t ,  vagy  á ram lás i t e r e t  rep re z e n ­

t á l - e .  Ez a s z é t v á la s z t á s  lén y egéb en  csak  fo rm a i kü lön bséget 

J e le n t ,  h is z  a k o n s tru k c ió  l o g ik á ja  m indkét t é r  e s e téb en  a z o ­

nos. A kom plex p o te n c iá l  m egkonstruálásának s z ig o r ít  l o g ik a i  

r en d s z e r é t  e r ő t é r r e  von atkozóan  m utatjuk be. áram lási t é r  

e s e téb en  p e d ig  csak h ivatkozu n k  korább i eredm ényeinkre.

A k e t t é v á la s z t á s  a la p v e tő  oka a p o te n c iá lfü g g v é n y  e l ő ­

je lb e n  kü lön b öző  é r t e lm e z é s e .  U gya n is , ha v C r ) v e k to r té r  

e r ő t é r ,  akkor ennek s k a lá rp o te n c iá lJ á n  Cha l é t e z i k )  a z t  az U 

C r) s k a lá r - v e k to r  fü g g v é n y t  é r t jü k ,  m ely re

v  C r ) = -  g rad  U C r ) .  C8>

Ha v C r) á ram lás i t é r .  akkor ennek s k a lá rp o te n c iá lJ á n . ha van 

a z t  a p < r )  s k a lá r - v e k to r  fü g g v én y t é r t jü k ,  m ely re

v  C r ) -  g ra d  p  C r ) .  C05

!^i&L«a<_RS>lAtVgAAL-Á r  »r< fcér  ben

Tek in tsük  a

v  C r ) *  Vj C x ;y )  í  ♦ v^  C x;y>  J C IO )

k é td im en z ió s  e r ő t e r e t ,  s  le g y e n  a z e z t  l e i r ó  kom plex fü ggvén y

Oá



v  Cz )  = v  C x ; y5 ♦  J C x ; y5 C J — 15. C 115
M int is m e re te s  a t é r  ö r v é n y es s é g é t  é s  fo r r á s o s s á g á t  k i f e j e z ő  

té r je l le m z ő k  -  a r o t á c ió ,  i l l e t v e  a d iv e r g e n c ia  -  a k ö v e tk e ző  

módon adhatók  meg:

r j k

am ely  a z ir á n y  e g y é rte lm ű sége  m ia tt  a vCz5 kom plex fü g g ­

vénnyel i s  k i f e j e z h e t ő :

* " B »V

1 U H V *

_ _  4v « v 2

“ v  v  < r>  ■ - s r  ♦  S T -

a za z

é v  év
d i v  vCz5 = * - ^ = .  C135

Legyen  a C105 a l a t t i  v e k t o r t é r  a s ik  v a la m e ly  e g y s z e r e ­

sen ö s s z e fü g g ő  D tartom ányában ö r v é n y - ,  i l l e t v e  fo r rá s m e n te s . 

s lé te z z e n e k  a v^ C x;y5  és  vg  C x;y5  másodrendű p a r c i á l i s  d e ­

r i v á l t j a i  .

Az örvén ym en tesség  m ia tt

r ő t  vCr5 ■ ö  . m elybő l a 0 2 5  a l a t t i  fe lh a s z n á lá s á v a l 

év^Cx; y5 é v  Cx;y5

— T 5 -----------------~3y-------  ■ 0

OS



*  i g y

4v2  Cx;y5  

dx

dVj C x ;  y5

A k i mondott t é t e l  Úrik é r te lm éb en  ekkor l é t e z i k  o ly a n  U»UCx;y5 

fü g gv én y , melynek t e l j e s  d i f f e r e n c i á l j a

dU ■ Vj Cx;y5  d x  ♦ C x;y5  dy ■ Vj dx ♦ v^

Ebből k ö v e tk e z ik ,  hogy

dU C x;y5  .. _ dU C x ;y )
1 dx 2  dy

A fo r rá sm e n te s s é g  m ia tt  d i v  v  Cr5 ■ 0. aza z a Cl 15

év . C x;y5  dv ( x ; y )

— ---------- — ---------- - ■ » •  ” * ‘ >'bal

C x ;  y5 dv^ C x;y5

dx * “  2Fy '

dy.

Cl 55

Ism ét fe lh a s z n á lv a  a k im ondott t é t e l t .  l é t e z i k  o ly a n  

F = F Cx;y5  fü g gv én y , melynek t e l j e s  d i f f e r e n c i á l  ja

dF »  -  v 2  Cx;y5  d x  ♦  v^ C x;y5  dy *  -  v£ dx ♦ v J dy .

s ekkor

v£  -  - i l l e t v e  v :  = ff* CIO!

A C145 és  C l65 a l l a t t i  ö s s z e fü g g é s e k e t  fe lh a s z n á lv a  a z a lá b b i 

egy en lő ség ek  adódnak:



au ( x ; y )  
Oy

OF Cx;y5 0 7 5au Cx;y5  aF C x; y5
------3 * -----  “  3y----- •

a z a z  a s zö b a n fo rg ó  F Cx;y5  ós U C x;y5  fU ggv^ n yék r*  írvtfn yi>s»k  

a Cauchy -  Rlemann d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e k .

M egm utatjuk, hogy ugyanekkor harmonikusak i s .  Képezzllk  

u gya n is  a 0  45 a l a t t i  e gy en l őseg ek b ő l k i in d u lv a  a z a lá b b i 

d e r iv á l t a k a t :

- * T “  "
a  u Cx;y5

» y ~ '

A 0 5 5  a l a t t i  e g y e n lő s é g  a la p já n  k ö v e tk e z ik ,  hogy

a2U C x;y5  m a^U Cx;y5

* > < * } / > .  . .  o .

m ely  e g y e n lő s é g  épp a z U C x,y5  harmonikus v o l t á t  f e j e z i  k i .

A 0 6 5  a l a t t i  e g y en lő ség ek  m e g fe le lő  d e r i v á l t j a i t  k é p e z ­

v e  és  fe lh a s z n á lv a  a 0  75 a l a t t i  ö s s z e fü g g é s t  - a f e n t i  an a­

l ó g iá já r a  -  adód ik .

d2 FCx;y5 a2 FCx;y5
---------- 5-------  * ------------------- ■ O

dx dy

v a g y is  F C x;y5  i s  harmónikus fü ggvén y .

M inth ogy az U Cx;y5  és  F C x;y5  fü ggvén yek  a s ik  k i s z e ­

m elt D tartom ányában harm onikusak, s  ő k e t  a Cauchy -  Rlemann 

d i f f e r e n c iá le g y e n le t e k  k a p cso ljá k  ö s s z e ,  e z é r t  e  fü ggvén yek  

e gy  kom plex fü ggvén y  v a ló s  é s  k é p z e te s  rés zén ek  te k in th e tő k .

07



l é t e z i k  te h á t  a D tartom ányon e g y  o ly a n  W ■ WCz5 komplex 

fü ggvén y , m ely re

W Cz5 *  F Cx-,y5 ♦ J U Cx;y5  CJ2 = -  15. C185

Az i l y e n  módon m egk on stru á lt WCz5 kom plex v á l t o z ó *  fü g g ­

vén y t a v Cr5 e r ő t é r  kgmp.LexL POtenc 1 á l Iának nevezzük .

A vCr> e r ő té r  é s  a h o z z á ta r t o z ó  WCz5 kom plex p o t e n c iá l ja  

k ö z ö t t  ig e n  fo n to s  ö s s z e fü g g é s  van. M ive l WCz5 r e g u lá r is ,  Í g y  

k épezh e tő  a d e r i v á l t j a

.  j  .

•  » £ ? *  - j  >  f f * -

Ca C175 a l a t t i  f e l  h a szn á lá sá va l 5 . m elyből a C1B5 a l a t t i  
s z e r in t

a d ó d lk . s  i  gy

/ r ’ ■  l5t a l -
C105

A fcO ffg léM -R g téac l.á l__derivá ltján ak  eb szo lO t é r t é k e  teh á t___meg.

iá lü __ A_v»>t.<,P»:t^ r ..e r ő s s ég é t . M ásrészt a

V ' * >  -  -v 2 - j v 1 -  j 2  v2 -  J v ,  .  - j  Í V j - J v ^

m ia tt

W*Cz5 «  -  J 57z5\

08



Mindkét o l d a l t  J - v e l  s zo ro z va :

JW 'Czí = vT zT . s  á t t é r v e  a k o n ju g á lta k ra  -J  «* v<z>.C20>

v a g y is  a JSgBP iá K  p o te n c iá l  d ^ r l yjl.tJa.lfonJugdLtrJj.aSL^ r l ^ - 
;jé£eres e. .magá t . a  v e k t o r t ? r » y  a<jt».,.

T ek in tsük  á t  a C18> a l a t t i  e l ő á l l í t á s b a n  s z e r e p lő  FCx; y3 

és  UCx;y5 fü ggvények  s z in t v o n a la i t .  Ezeknek e g y e n le t e  F ix ;  y5=» 

■ C j . I l l e t v e  UCx;y> ■ c^, I m p l i c i t  a lakban  a d o t t  e g y v á lto z ó s  

fü ggvén yek , ah ol Cj é s  eR. Képezzük e zen  fü ggvén yek  d e r i ­

v á l t j á t  -  fe lh a s z n á lv a  a z im p l i c i t  a lak b an  a d o t t  fü ggv én y  d e ­

r i v á l á s i  s za b á ly á t .

Az F C x ;y ) = c t fü g g v é n y re  von atkozóan  kapjuk

-ar Fy cx;y>

F e lh a s zn á lva  a C165 a l a t t i  e g y e n lő s é g e k e t

C21}

v a g y is  a z  F C x ;y í fü g gv én y  s z in t v o n a la ih o z  h O zo tt é r in t ő  e g y e ­

nesek ir á n y a  minden pontban m egegyezik  a v  Crö e r ő t é r  i r á n y á ­

v a l .  h is z  a z irá n y ta n gen sek  m egegyeznek.

Az UCx;y5 fü g g v é n y re  von atkozóan  = y* •» -

m elyből a  C14> a l a t t i  e g y en lő ség ek  f e lh a s z n á lá s á v a l

irC x ;y >

U^Cx;y>*

y ’ C 225

a d ó d lk .
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A C 2 0  és  C225 a l a t t i  ö s s ze fü g g é s e k  a z t  m utatju k , hogy a 

frPJni^LaX-Pg-Vgne.A 41 L..n^aadö. h^r rponIJí-MS f  MgflY&O.YPV;----S S l.b lv p »* l *1

a z é r t  a p o t e n c iá l t é r  C8> a l a t t i  í r t í l n » 2 é s e  a la p já n  a z UCx; y>

r.>4flavfe>ik_P9.V.«?.nA c á i r fu q a ^i»yny^-ngyjgz5.y>=:

M int lá t tu k  a z FCx;y5 fü ggv én y  s z in t v o n a la ih o z  h O zott 

é r in tő e g y e n es e k  ir á n y a  a vCr> v e k to r o k , a za z  a z e rő v ek to ro k  

ir á n y á v a l e g y e z ik  meg, e z á r t  a z  FCx;y> fü g g v é n y t  o rő fU q q vén v -

nftis.

H elyezzünk  e l  a  k é td im en z ió s  v e k to r té r  o r ig ó já b a n  e g y  q 

nagyságú  p o n tsze rű  t ö l t é s t .  E t ö l t é s  á l t a l  l é t e s í t e t t  

e le k tro m o s  e r ő t é r  t é r e r ő s s é g v e k to r a

H atározzuk  meg a kom plex p o t e n c iá l t ,  a p o t e n c iá l fü g g ­

v é n y t .  a z  e rő fU g g v é n y t ,  va lam in t az e k v ip o te n c iá l  i s  görbék  és  

a z e rő vo n a la k  e g y e n le t é t !

M inth ogy

s  i g y  a C IO  a l a t t i  ö s s ze fü g g é s ek  fe lh a s z n á lá s á v a l

gr ad UCxjyD "  v j  * ♦  v^  J »  v ( r í

E le k t r o s z t a t ik a i  al_kaljnazá£

ÍOO



í r ju k  f ö l  a t é r e r ő s s é g - v e k to r o k a t  kom piox é r t e lm e z é s s e l

ECO ■ * J
x2 +y2

A WCz> = FCx;y> ♦  J UCx;y> kom plex p o te n c iá l  a C20> A l a t t i  

ö s s z e fü g g é s  a la p já n  h a tá ro zh a tó  meg, m ely  s z e r in t

-J  W f z 7  «* ECz>.

ah ol WCz> éppen a k e r e s e t t  kom plex p o t e n c iá l .  E gyen le tű n k et 

J - v e l  s z o r o z v a  W*Cz> = j  ECz5. aza z

» 'C « >  •  -  - f 3^  ♦ J - f 3^  . *  i « y
x  ♦y  x  *y

M inth ogy

W C * ) -  ♦ J i l l e t v e

W’ C z ) = *rJ^ ; ----- J e z é r t  fen n  k e l l  á l ln iu k  a

k ő v e tk e z ő  e g y en le tek n ek :

éFC x ; y>
-  - - i 3* * - .

avC x ;y3 -  - 2qx . éF C x jy )
-  -éx á  2 ‘x  ♦y d ’ * y 2 2' x  +y

A kom plex p o t e n c iá l t  e l ő á l l í t ó .  k e r e s e t t  UCx;y3 és  

FCx;y3 fü ggvén yek  a f e n t i  p a r c i á l i s - ó i f f e r e n c i á l e g y e n l e t -  

r en d s z e rb ő l h a tá ro zh a tók  meg.

ÍO I



Az a . / -b ó l Adódik

■ °  2  q a r c c t g  -  ♦ GCy5.

M inthogy t g o  • c t g a  ■ 1, Í g y  a r c c t g  p  ■ a r c ig  v a g y is  

F £ x ;y )  •  2  q a r c t g  ^  ♦  G (y>

A OCy> a d .  /  a l a t t i  f e l t é t e l b ő l  h a tá ro zh a tó  meg.

3 ^  ---5-----  5  * G*Cy> -  ♦ G’ Cyí . s Í g y

(x ) * 1 y  **

— i S ^ K -  ■ — ♦ G’ Cy>, m olybó l GCyD a C. 
x * y  y  ♦x2

Az e ró fU ggvén y  te h á t  FCx;y> ■ 2q a r c ig  ^  ♦ C, i l l e t v e  C -t 

O-nak v á la s z tv a

FCx;y> »  2q a r c tg

Az e ró von a lak  p e d ig  az FCx;y3 ■ K Ö ssze fü gg és  a la p já n  

2q a r c t g  £  -  K.

m olyból

a r c tg  ^  .

*  ia y
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*  t g

B ev e ze tv e  a t g  —  = Kj J e lU 1 á s t. a z  e rő vo n a la k  e g y e n le t e  

y  ■ x , a za z  a z o r ig ó n  átm enő e g y e n le te k .

A b .x -b ő l adód ik

UCx;y5 -  -  J  —  d x  m ~ q  l n  c * 8 + y ? 5  * H<y>
x + y

A HCy>-t a c .  s  a la p já n  h a tá rozzu k  meg.

“  -  q  g * 2  2y  ♦ H 'C y> . *  i g y  a c .  /  m ia tt 
y x  *y

- 4?** ' * 4“* * H'C*>x  ♦y  x  ♦y

m elyből H*Cy> = 0 . v a g y is  HCyD ■ C.

A p o te n c iá l fü g g v é n y t  te h á t  UCx;yD «  -  q  Ín  Cx2 *y2:> ♦  C.

i l l e t v e  C - t  O-nak v á la s z t v a

UCx;y3 -  -  q  Ín  C s T e / b .

Az e k v ip o t e n c iá l  i s  von a lak  a z UCx;y> 

h a tá ro zh a tók  meg, s Í g y

q Ín  —x — ^  = C . m elybő l

C ö s s z e fü g g é s b ő l

B e v e z e tv e  a z e  q  »  K J e l ö l é s t  x2 ♦ y2 «• K ad ód ik .

Az e k v ip o t e n c iá l i s  von a lak  te h á t  o r i g ó  középpon tú  k örök . A 

kom plex p o te n c iá l  p e d ig
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WC25 ■ 2 q  A r c i g  ^  ♦  J s  2*x  *y

i l l e t v e  a  r>y*rt fo rm u lá t  fCa5 a l a k r a  hozva

WCz5 -  2q a r c z  + 2Jq In  y|-y -  2qJ £ln y | j  -  J a r c  |j

-  2 q j In  -± ~ .

Legyen  k é td im en z ió s

vCÍO = VjCx-.yO i  ♦  v 2 Cx;y5  J

v e k t o r t é r  f o r r á s -  ás örvénym entes á ra m lá s i t á r .  s  a z  ő z t  

l e i  r ó  kom plex fü ggvén y

vCz5 -  v^Cx;y5  ♦  J vfi Cx;y5  CJ2 -  -15.

Ha a z á ram lás i té r  v a la m e ly  e g y s ze re s e n  ö s s z e fü g g ő  D t a r t o ­

mányában lé t e z n e k  a v tC x;y5  és  v^Cx;y5  fü ggvén yek  másodrendű 

p a r c iá l i s  d e r i v á l t j a i ,  akkor -  a f o r r á s -  é s  örvénym ente& sége 

m ia tt  Cl ásd e r ő t é r 5 -  fen n á lln a k  a z a lá b b ia k :

i l l e t v e

«>v i»Cx;y5 é v  Cx;y5

- T X ----------------- h v ----------

ÓVjCx; y5 

í x

C235

C 245

Ekkor a b i z o n y í t o t t  té te lü n k  m ia tt  l é t e z i k  o ly a n  *>Cx;y5. 

i l l e t v e  *< x ;y5  fü g gv én y , m elyek re  a C235 a la p já n
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d *< x ;> 0  ■ v  C x ;y )  d x  ♦  v  C x ;y }  dy

és  *  C245 a la p já n

d y< x ;y>  = -  VgCx;y5 dx + v^ C x;y5  dy.

Ezekből k ö v e tk e z ik ,  hogy

C25>

i l l e t v e

VgCx; y> «* C265

M in th ogy  a n><x;y5 é s  y < x ;y )  fü g g v é n y e k re  é rv én yes ek  a 

Cauehy -  Riemann d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e k ,  s  ugyanakkor harmo­

nikusak i s  C lásd  a z e r ő t é r  e s e t é t !>  e z é r t  ezek  e g y  kom plex 

fü ggv én y  v a ló s  és  k é p z e te s  rés zén ek  te k in th e tő k .  L é t e z ik  t e ­

hát a D tartom án yon  e g y  o ly a n  WCz} kom plex fü g g v é n y , m e ly re

Az i l y e n  mődon m egk on stru á lt WCz3 kom plex v á l t o z ó i  fü g g v én y t 

a vCr> á ra m lá s i t é r  kom plex p o te n c iá ljá n a k  n evezzü k . Ennek 

v a ló s  r é s z é t  -  a «*£ ;* :>  fü g g v é n y t . . r .p p te n c l i )  -fU qgy jfo yD gk .n e- 

vezzük . U gyan is

WCz5 = f * x ;  y> ♦ J v< x ;y3 . C27>

s ig y  a C25> a la p já n

g ra d  éC x ;y>  = v^Cx jy^  i  + VgCxjy!) j  “  vC r )
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v a g y is  a ^Cx;y> fU ggvény  a v< iö  v * V t o r lé r  p ó tén e i á l t e r é t  

s z o l g á l t a t j a .

M ive l a *< x ;y3  ■ Cj é s  *< x ;y3  ■ s z in tv o n a la k  egymás 

o r t o g o n á l is  t r a j e k t ó r iá i  C lásd  e r ő t é r  e s e t é t ! ) .  ő z é r t  a 

fü g g v én y t árareftioavénynek nevezzUk.

A kom plex p o te n c iá l  s e g í t s é g é v e l  a  s ík b e l i  á ram lást J e l ­

lem ző valam ennyi m en ny is ig  k i f e je z h e t ő .

A C27) a l a t t i  e l ő á l l í t á s  a la p já n

«■ < »>  -  ^  * j  *  •

m elyből a C 25 ). i l l e t v e  a C26) s z e r e p lő  m e g fe le lő  e g y e n lő s é ­

gek fe lh a s z n á lá s á v a l

W Cz> -  V jC x jy í  -J  V g tx - .y ).  

am iből a z  áram lás s eb e s s é g v e k to ra

v<z> ■ W’ i z ) . C 285

A seb es s ég  nagysága p ed ig

|v<z)|  -  / vJ  C x ;y )  ♦ C x ;y )  »  |W Cz>|.

A lk ^ l aKtfS.

H atározzuk  meg a párhuzamos s ik á ra m lá s  p o t e n c iá l -  és  

á ram fü ggvén yét. va lam in t a kom plex p o t e n c iá l já t !

Párhuzamos s ik á ra m lá s  e s e té n  a s e b e s s é g v e k to r  á l la n d ó , a za z  a 

v ek to r  m indkét komponense á lla n d ó . A s eb e s s é g v e k to r  teh á t
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^c ö  -  v i  r  ♦ v2  j

a lakban  Í r h a t ó ,  ahol é s  v2  kon stans. Á t t é r v e  a kom plex

e l ő á l l í t á s r a :

v  C r )  *  v<z> “  v !  ♦  J v2 <J2 *  “ 15.

A k e r e s e t t  kom plex p o te n c iá l  a (2 8 )  a la p já n  h a tá ro zh a tó  meg. 

ír h a t ju k

W*Czí> ■ ♦  Vg J . m elybő l

W 'C z )  -  v l  -  v2 J .

A WC z )  d é r i  v á lth a tó s á g á b ó l k ö v e tk e z ik ,  hogy

w c íj  .  Se .  j  . .

» ' t ű  .  - j  * *3y J éy

í g y  a »>C x;y ) é s  y C x ;y ) fü ggvén yek  m egh a tá rozásá ra  a z a lá b b i 

p á r c l á l l s - d i f f e r e n c iá l e g y e n le t e k  adódnak.

-a4 F 2- -  v

b ..-  1**^ é y  C x ;y )  
dy

Az a . /  a la p já n

*> C x ;y )  ■ J  d x  ■ V jX  ♦  g ( y ) .

107



A c ./ ' f e l  haszná l á sá va l

-  v2 . s  í g y  

gC y i = v 2y  ♦  C± .

A p o te n c iá l fü g g v én y  te h á t

♦> C x ; y!> = V jx  + vg y  + C j .

A b ./ *  a l a t t i b ó l

Cx;yD = -  Jv2 dx ■ -  VgX ♦ In  Cy>.

A d . /  f e lh a s z n á lá s á v a l

* *  ■ ín 'C y J  -  Vj . s  í g y

lnCy> ■ v t y  ♦  Cg.

Az áram fU ggvóny te h á t

V C x;y>  -  -  v£x *■ v%y  + Cg.

A k e r e s e t t  kom plex pot-en cíá l p e d ig  -  a konstansok 0 - 

la s z t á s á v a l :

WCz5 ® ♦> C x ;y )  ■» J V Cx;y5 ■ V jX  + vg y  ♦ J C-VgX ♦ \ 

-  x  + v2y  -  J VgX + J v Ay  = x  Cv1~Jv 2> + Jy  C v ^ J v ^

nak v á -

’i y5 -

= v  z.
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