Sandor Endre tanszékvezeté. féiskolai docens

KOMPLEX POTENCIAL

A komplex fuggvények alkalmasak kétdimenziés vektorterek
szem léltetésére. Ezen vektorterek vektorai ugyanis felfogha-
tok . mint komplex szamok, hisz minden komplex szamhoz egyér-

telmien rendelheté egy helyvektor és viszont.
igy a
5 = X Cxjy) 1 ¢ Y Cx;y3 J 03

CT és J egységvektorok3
vektortér vektorai Jellemezheték a

W a WCz3 - XCx;.y3 ¢ J YCx;y3 c23
Cahol: J2—13
komplex szamokkal. Ez azt is jelenti, hogy az 03 alatti vek-
tortér leirdsara hasznalhatjuk a C23 alatti komplex valtozés
figgvényt. Ennélfogva a komplex fuggvények alkalmasak példaul
sikbeli elektrosztatikus, illetve sikbeli Ckétméreti3 aramla-
si terek illusztralasara is. Az emlitett terek bizonyos Jel-
lemzéinek vizsgéalatara a "miszaki élet” a komplex potencialt

hasznalja.

Jelen cikkben mindkét térre vonatkozéan mutatunk gyakor-

lati alkalmazasokat.

A komplex potencial matematikai megalapozasahoz tamasz-
kodnunk kell az alabbi tételre, melynek bizonyitasa lényegé-
ben azonos egy kézénséges differencialegyenlet egzakt voltat
kimondé tétel bizonyitasaval.
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JEJEKi.
Legyenek a P <x;y3 és Q Cx;y3 fluggvények az Cx;y) sik
valamely egyszeresen O6sszefiiggd D tartomanyban az egyes val-

tozék szerint legaldbb kétszer parcialisan dérivalhatéak. A
P Cx;y3 dx ¢ Q Cx;y3 dy C33

kifejezés akkor és csak is akkor teljes differencial, ha

dP Cx;y83 m dQ Cx;y) cal)
dy dx

BI2WyiTAS=.
Lényegében azt kell megmutatnunk, hogy van olyan RCx;y3
fllggvény a D tartomanyon, melynek differencialJa éppen a <33

alatti kifejezés, azaz hogy

*x * P Cx;y3 és ~ ffi*3- - Q Cx;y3.

a. / SaUKstafts.séfl;.
Ha a C33 alatti kifejezés teljes differencial. akkor

fennall a <43 alatti 6sszefluiggés. A feltétel miatt ekkor 1é-

tezik olyan R Cx;y3 fUggvény. melyre
Ry mPCxy3 s Ry =QCxy)

KépezzUk az alabbi derivaltakat:

a Rx d~R dP Cx;y3
iy = dx dy " 3y
iRy _ d2R _ dQ Cx;y3

“3x "Sy~"Sic " -meem dx m—




Minthogy a tett feltevések miatt az R Cx;y) fluggvény
vegyes masodrendl parcialis derivaltjai megegyeznek, ezért

OP Cx;y3 _ *Q Cx;y>
5y éx

vagyis fennall a C4) alatti Osszefliggés,

b./ Elégségeység;
Ha a C4> alatti osszefliggés fennall, akkor létezik
olyan R Cx;y> fUggvény. melynek teljes differencialja a C35
alatti kifejezés.

AllitAsunkra konstruktiv bizonyitast adunk: megkonstru-
aljuk az R Cx;y> fuggvényt. Tekintsik azt az RCx;y> fligg-

vényt. melyre
P Cxyy) = RO c53

Illyen a tett feltevések miatt biztosan létezik, ekkor

X

R Cx;y> = J P Ct;y> dt & G Cy>. Co5
X
o

Mivel az R Cx;y> fuggvénytél azt kivanjuk, hogy

udR - Q Cxyy> C7>
fennalljon, ezért derivaljuk y szerint a C©&> alatti
egyenléséget.
lpi>2- - J P Cly3 dt . G-Cyj

s a valtozok fuggetlensége miatt



jr-asuo>»

Felhasznalv4 most a C4) alatti foltetéit, kapjuk

*x g *° dl . G'tyi = Q Cx;y> - G CX([;y>

s 6°Cy3.
Figyelembe vave a C7) alatti kovetelményt:

Q <x;y3 « Q(x;y) - Q Cxo;yD G' Cy>,
mel yiko51

G* Cy5 = Q Cxe;y5.

G Cy> - J Q Cxo;t5 dt.
yo
A kapott eredményt a CO> alatti egyonletbe helyettesitve.
x y
R Cx;yl mj P Ctiy> dt »j Q Cx&;l) dt
o yo
figgvény épp a kivént tulajdonsaggal rendelkezik, vagyis

QR Cx;y5

N .
dR Cx;y5 - B__E;f'yﬂ - ¢y

= P Cx;y3 dx ¢ Q Cx;y5 dy.

93



Ezzel a tétel allitasit bebizonyitottuk. Térjunk ra ezek
utin a komplex potencial ismertetésére. Ennek lényege, hogy
az Orvény- és forrdsmentés vektortérhez egy olyan komplex
figgvényt - komplex potencialt - rendelunk, melynek segitsé-
gével a vektorteret Jellemzé valamennyi mennyiség kifejez-
hetd.

Targyalasunk soran kuUlén kell valasztanunk, hogy a sz6-
banforgé vektortér erGteret, vagy aramlasi teret reprezen-
tal-e. Ez a szétvalasztas lényegében csak formai kulonbséget
Jelent, hisz a konstrukcié logikaja mindkét tér esetében azo-
nos. A komplex potencial megkonstrualdsanak szigorit logikai
rendszerét er6térre vonatkozéan mutatjuk be. aramlasi tér

esetében pedig csak hivatkozunk korabbi eredményeinkre.

A kettévalasztds alapvetéd oka a potencialfuggvény el6-
jelben kulénb6zé értelmezése. Ugyanis, ha v Cr) vektortér
er6tér, akkor ennek skalarpotencialJan Cha létezik) azt az U

Cr) skalar-vektor fuggvényt értjuk, melyre

v Cr) = - grad UCr). Cc8>

Ha v Cr) aramlasi tér. akkor ennek skaldrpotencialJan. ha van

azt a p <r) skalar-vektor fliggvényt értjuk, melyre

v Cr) - grad p Cr). C05
ni&L@<_RS>IAtVgAAL-A T »r<fcérben
Tekintsiik a
v Cr) * Vj Cx;y) i & v™ Cxjy> J clo)

kétdimenziés erGteret, s legyen az ezt leiré komplex fuggvény



v Cz) =v Cx;y5¢ J Cx;ySCJ—]S C]S

Mint ismeretes a tér Orvényességét és forrasossagat kifejezd
térjellemz6k - a rotacié, illetve a divergencia - a kévetkezd
modon adhaték meg:

amely az irany egyértelmiisége miatt a vCz5 komplex fugg-
vénnyel is kifejezhet6:

*"B »wW
1UHV*
o 4v w2
“Vve<r>m-sr ¢ST-
azaz

div vCz5 = *o-n= C135
Legyen a C105 alatti vektortér a sik valamely egyszere-
sen o6sszefliggé D tartomanyaban 6rvény-, illetve forrasmentes.
s létezzenek a v~ Cx;y5 és vg Cx;y5 masodrendld parcialis de-
rivaltjai .
Az 6rvénymentesség miatt

rét vCr5 m 6 . melyb6l a 025 alatti felhasznalasaval

évACXx;y5 év Cx;y5

os



4v2 Cx;y5 dVvj Cx;y5
dx

A kimondott tétel Uik értelmében ekkor létezik olyan U»UCx;y5

figgvény, melynek teljes differencialja

dU = Vj Cx;y5 dx ¢ Cx;y5 dy m Vj dx ¢ v~ dy.

Ebbél kovetkezik, hogy

du Cx;y5 R du Cx;y)
1 dx 2 dy

A forrasmentesség miatt div v Cr5 m 0. azaz a Cl15

év. Cx;y5 dv  (x;y)
- — - m e "*‘>bal

Cx;y5 dv~ Cx;y5

dx o 2% ' CI55
Ismét felhasznalva a kimondott tételt. létezik olyan
F = F Cx;y5 fuggvény, melynek teljes differencialja

dF » - v2 Cx;y5 dx ¢ v*» Cx;y5 dy * - vE dx ¢ vJ dy.
s ekkor

VE - - illetve ff* clo!

A C145 és Cl65 allatti Osszefuiggéseket felhasznalva az alabbi

egyenléségek addédnak:



au (x:y) OF Cx;y5 au Cx;y5
Oy 3*

azaz a szobanforgé F Cx;y5 6s U Cx;y5 fuggv/~nyékr* irvtfnyi>srk
a Cauchy - Rlemann differencialegyenletek.

Megmutatjuk, hogy ugyanekkor harmonikusak is. Képezzllk
ugyanis a 0 45 alatti egyenlésegekbdl kiindulva az alabbi

derivaltakat:

a u Cx;y5
kT ow
oy -
A 055 alatti egyenléség alapjan kovetkezik, hogy

a2u Cx;y5 m a~u Cx;y5

*><*}/ > L . 0.

mely egyenléség épp az U Cx,y5 harmonikus voltat fejezi ki.

A 065 alatti egyenléségek megfelelé derivaltjait képez-

ve és felhasznalva a 0 75 alatti o6sszefliggést - a fenti ana-
légidjara - adodik.

d2 FCx;y5

L2 Fexys.

dx

vagyis F Cx;y5 is harmoénikus fuggvény.
Minthogy az U Cx;y5 és F Cx;y5 fuggvények a sik kisze-
melt D tartomanyaban harmonikusak, s 6ket a Cauchy - Rlemann

differencialegyenletek kapcsoljak 6ssze, ezért e fuggvények

egy komplex fuggvény valés és képzetes részének tekinthetdk.
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létezik tehat a D tartomanyon egy olyan W m WCz5 komplex
figgvény, melyre

WCz5 * F Cx-y5 ¢ J U Cx;y5 CJ2 = - 15. Cciss

Az ilyen moédon megkonstrualt WCz5 komplex valtozo* fligg-
vényt a v Cr5 er6tér kgmp.LexLPOtenc1al lanak nevezzik.

A vCr> er6tér és a hozzatartozé WCz5 komplex potencialja

ko6zott igen fontos osszefuiggés van. Mivel WCz5 regularis, igy
képezheté a derivaltja

e » £ 2 * - > ff>-

Ca C175 alatti felhasznéalasaval5. melyb6l a C1B5 alatti
szerint

adodlk. s igy
C105
/ r " I5t a l-

A fcOffgléM-Rgtéacl.al__derivaltjanak ebszolOt értéke tehat__meg.
iall___A_w>t<Pt~r .er6sségét. Masrészt a

V > - y2-jvl - j2 v2 - Jdv, . -j IVj-dv~A
miatt

W*Cz5 « - J 57z5\
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Mindkét oldalt J-vel szorozva:

JW'Czi = vTzT. s attérve a konjugaltakra -J & v<z>.C20>

vagyis a JSgBPiaK potencial d~rlyjl.tda.lfonJugdLtrdj.aSL™ r I~ -
;jéEerese. .maga t.a vektort?r»y a<jbr.,.

Tekintsiik at a C18> alatti eldallitasban szereplé FCx;y3
és UCx;y5 fuggvények szintvonalait. Ezeknek egyenlete Fix;y5=»

m Cj. Illetve UCx;y> m c®, Implicit alakban adott egyvaltozés
figgvények, ahol Cj és eR. Képezzuk ezen fluggvények deri-
valtjat - felhasznalva az im plicit alakban adott fuggvény de-

rivalasi szabalyat.

Az FCx;y) = ct fuggvényre vonatkozéan kapjuk

- Fy cx;y>

Felhasznalva a C165 alatti egyenléségeket
c21}
vagyis az FCx;yi fuggvény szintvonalaihoz hOzott érinté egye-

nesek iranya minden pontban megegyezik a v Cré er6tér iranya-
val. hisz az iranytangensek megegyeznek.

ircx;y>
Az UCx;y5 fliggvényre vonatkozéan = y* e -
UACX;y>*
melyb6l a Cl14> alatti egyenléségek felhasznalasaval
y’ c225

adodlk.
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A C20 és C225 alatti oOsszefuggések azt mutatjuk, hogy a
frPJni~LaX-Pg-Vgne.A41 L..n"aado. h”r rponldi-MS f MgflY&O.YPV;

-—-SS1.blvp»*l *1

Minthogy

s igy a ClO alatti osszefuggések felhasznalasaval

grad UCXjyD " vj * & vA 3 » v(ri
azért a potencialtér C8> alatti frtiln»2ése alapjan az UCX y>

r>4flavfe>ik_P9.V.«2.nAcai rfuga”ipyny~-ngyjgz5.y>=:

Mint lattuk az FCx;y5 fliggvény szintvonalaihoz hOzott
érintéegyenesek iranya a vCr> vektorok, azaz az er6vektorok

iranyaval egyezik meg, ezart az FCx;y> flggvényt or6fuqqvénv-

nftis.
Elektrosztatikai al_kaljnazat
Helyezziink el a kétdimenziés vektortér origéjaban egy g
nagysagua pontszerl toltést. E toltés altal létesitett

elektromos er6tér térerésségvektora

Hatarozzuk meg a komplex potencialt, a potencialfugg-
vényt. az eré6fuggvényt, valamint az ekvipotencialis gorbék és

az er6vonalak egyenletét!
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irjuk fol a térer6sség-vektorokat kompiox értelmezéssel

ECO =
X2+y2

A WCz> = FCx;y> ¢ J UCx;y> komplex potencial a C20> Alatti

osszefliggés alapjan hatarozhaté meg, mely szerint

-J W fz7 « ECz>.

ahol WCz> éppen a keresett komplex potencial. Egyenletlinket
J-vel szorozva W*Cz> = j ECz5. azaz
»C«> o - -f3~ & J -f3~ * iy
X 4y X *y
Minthogy
wc*) - +J illetve
wcz) = I~ ; —-J ezért fenn kell allniuk a

kévetkez6 egyenleteknek:
EéFC x; y>

L ooi3rRo

a3 2
ex Xa‘

X . éFCxjy) o
2. PR 2,2

A komplex potencialt eléallito. keresett UCx;y3 és
FCx;y3 fuggvények a fenti parcialis-differencialegyenlet-

rendszerb6l hatarozhaték meg.

ol



Az a./-bo6l Adodik

m° 2 g arcctg - + GCy5.

Minthogy tgo - ctga m 1, igy arcctg p m arcig vagyis

FEx;y) = 2 q arctg ~ ¢ G(y>

A OCy> ad./ alatti feltételb6!l hatarozhaté meg.

* .
3 A 5 © G*Cy> - s+ G'Cyi . s igy
o *1 y w*
—iSAK- m — + G'Cy>, molyb6l GCyD a C.
x*y y #x2
Az er6fUuggvény tehat FCx;y> m 2q arcig ~ ¢ C, illetve C-t

O-nak valasztva

FCx;y> » 2q arctg

Az erévonalak pedig az FCx;y3 m K Osszefiggés alapjan

2q arctg £ - K.

molybol

arctg ~



tg

Bevezetve a tg

= Kj JelUlast. az erévonalak egyenlete

y m X, azaz az origén atmend egyenletek.

A b.x-b6l adoédik

ucx;ys - - J — dx m~gq In

c*8+y?5 * H<y>
X+y

A HCy>-t a c.s alapjan hatarozzuk meg.

- g g* 2 2y ¢ HCy>. * igy a c./ miatt
X *y

_AYRR Y ek Kk
A AT TRC>
melyb6l H*Cy> = 0. vagyis HCyD m C.

A potencialfuggvényt tehat UCx;yD «

- g In Cx2*y2> ¢ C.
illetve C-t O-nak valasztva

UCx;y3 - - g In CsTe/b.

Az ekvipotencialis vonalak az UCx;y>

C osszefliggéshdl
hatarozhaték meg, s igy

q in —x—~ = C . melybél

Bevezetve az e q » K Jelolést x2 ¢ y2 « K adédik.

Az ekvipotencialis vonalak tehat

origé kozéppontu korok. A
komplex potencial pedig



WC25 m 2q Arcig A ¢ J s 2
Xy

illetve a r>y*rt formulat fCa5 alakra hozva

WCz5 - 2q arcz + 2Jq In y|-y - 2qJ £In y|j - J arc IJ

- 2qj In

Legyen kétdimenziés

vCIO = VjCx-yO i ¢ v2 Cx;y5 J

vektortér forras- &s orvénymentes aramlasi tar. s az 6zt
leiré komplex figgvény

vCz5 - vACx;y5 ¢ J vfi Cx;y5 CJ2 - -15.
Ha az aramlasi tér valamely egyszeresen oOsszefiggé D tarto-
méanyaban léteznek a vtCx;y5 és v~Cx;y5 fluggvények masodrendl

parcialis derivaltjai, akkor - a forras- és o6rvénymente&sége
miatt Clasd erétér5 - fennallnak az alabbiak:

C235

illetve

OvjCx; y5

ix

C245

Ekkor a bizonyitott tételunk miatt létezik olyan *>Cx;y5.
illetve *<x;y5 fuggvény, melyekre a C235 alapjan
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d*<x;>0 m v Cx;y) dx ¢ v Cx;y} dy

és * C245 alapjan

dy<x;y> = - VgCx;y5 dx + v» Cx;y5 dy.

Ezekb6l kovetkezik, hogy

C25>

illetve
Vgex;y> & C265
Minthogy a n><x;y5 és y<x;y) fuggvényekre érvényesek a
Cauehy - Riemann differencialegyenletek, s ugyanakkor harmo-
nikusak is Clasd az er6tér esetét!> ezért ezek egy komplex
fliggvény valés és képzetes részének tekintheték. Létezik te-
hat a D tartomanyon egy olyan WCz} komplex fuggvény, melyre
WCz5 = f*x;y> ¢ J v<x;y3. c27>
Az ilyen médon megkonstrualt WCz3 komplex valtozoi fuggvényt
a vCr> aramlasi tér komplex potencidljanak nevezzuk. Ennek

valés részét - a «*£;*:> fuggvényt..r.pptencli) -fUqgyjfoyDgk.ne-
vezzuk. Ugyanis

s igy a C25> alapjan

grad éCx;y> = vACxjy™ i + VgCxjy!) j “ vCr)
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vagyis a ~Cx;y> fUggvény a v<io v*Vtorlér poténeialterét
szolgaltatja.

Mivel a *<x;y3 ®m Cj és *<x;y3 m szintvonalak egymas
ortogonalis trajektoriai Clasd er6tér esetét!). Gzért a

figgvényt arareftioavénynek nevezzUk.

A komplex potencial segitségével a sikbeli aramlast Jel-
lemz6 valamennyi mennyisig kifejezheté.

A C27) alatti el6allitas alapjan
<> - A *joo* .

melyb6l a C25). illetve a C26) szerepl6 megfelel6 egyenlésé-
gek felhasznalasaval

WCz> - VjCxjyi -J Vgtx-.y).
amibél az aramlas sebességvektora
v<z> m Wiz). c285

A sebesség nagysaga pedig

lv<z)l - 7/ v3 Cx;y) + Cx;y) » |W Cz>].

AN aKtfs.

Hatarozzuk meg a parhuzamos sikaramlas potencial- és
aramfiiggvényét. valamint a komplex potencialjat!
Parhuzamos sikadramlas esetén a sebességvektor allando6, azaz a

vektor mindkét komponense allandé. A sebességvektor tehat
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Ncd - vioTr oev2j

alakban irhaté, ahol és v2 konstans. Attérve a komplex

elgallitasra:
v Cr) * v<z> “ vl & J v2 <J2 * “15.

A keresett komplex potencial a (28) alapjan hatarozhaté meg.

irhatjuk

W+Czi> m ¢ Vg J . melybdl

w'cz) - vl -

A WCz) dérivalthatésagabdl kovetkezik, hogy

wcij . Se L

»rao . -5 *x

3y éy

igy a »>Cx;y) és yCx;y) fuggvények meghatarozasara az alabbi

parclalls-differencialegyenletek adoédnak.
A4F2-v

b..- 1x*A éy Cx;y)
. dy

Az a./ alapjan

*>Cx;y) m ] dx m VjiX ¢ g(y).
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A c./' fel hasznalasaval

- v2 . s igy

gCyi = v2y ¢ Ct.

A potencial figgvény tehat

© Cx;y> = Vjx + vgy + Cj.

Ab./* alattibol

Cx;yD = - Jv2 dx m - VgX ¢ In Cy>.

Ad./ felhasznalasaval

*x

= in'CyJ - Vj

InCy> = vty ¢ Cg.

Az aramfUggvéony tehat

V Cx;y> - - VEx mvi%y + Cg.

A keresett komplex pot-encial pedig -

a konstansok 0-nak va-
lasztasaval:

WCz5 ® ¢ Cx;y) » J V Cx;y5 m VjX + vgy ¢ J C-VgX + \iys _

X + v2y - J VgX + J vVAy = x Cvl~-Jv2> + Jy Cv~rJv~ =

v z.
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