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Kivonat

Az utpalyaszerkezetek modellezésére, mara mar szamtalan modszert dolgoztak ki a
kutato meérmnokdk. A jelenleg legmodernebbnek tekintett eljarasok a végeselem-
maodszer (Finite Element Method, FEM) segitségével irjak le az utpalyaszerkezetek
mechanikai viselkedését. Ezek a modellek viszonylag kevés bemené paraméterrel
dolgoznak és komoly elbrelépést jelentettek az utpalyaszerkezetek méretezésének
pontositasaban. Sajnos azonban, bizonyos paraméterek hatasait, mint amilyen a
tbmorség és a szemeloszlas csak viszonylag kériilményesen (mas paraméterekbe
sdritve) lehet figyelembe venni a szamitasok alatt (hiszen a modszer alapelve
pontosan az, hogy a szerkezetet vagy anyagot folytonosnak tekinti). Ezért érdemes
figyelmiinket egy viszonylag uj és még jelenleg is intenzivet kutatott numerikus
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eljaras, a diszkrét elemes modellezés (Discret Element Method, DEM) felé forditani. A
diszkrét elemes modellezés segitségével barmilyen diszkrét felépitésii anyag vagy
szerkezet mechanikai viselkedését képesek vagyunk elbre jelezni, igy kifejezetten
alkalmas utpalyaszerkezetek modellezésére. Cikklinkben a diszkrét elemes
modellezés elvét - annak végtelen merev elemeket alkalmazo specialis valtozatat - az
érdekl6d6 meérnbkbk szamara részletesen ésszefoglaljuk. Ismerteténkben Kitériink a
hajlékony utpalyaszerkezek DEM alapt modellezésére a PFC szoftver
felhasznalasaval. Ezért bemutatjuk a PFC szoftver felépitését és miikbdési elvét is,
bizva abban, hogy egyre toébb kutatd mérndk fogja a rugalmas utburkolatok
viselkedését ezzel a modszerrel tanulmanyozni.

1. Bevezetés

Kezdetben a palyaszerkezeteket szinte a forgalom nagysagatdl és a talaj teherbirasatol
flggetlendl, kdzel azonos anyagbdl és azonos vastagsagban épitették meg. Késébb a
forgalom rohamos ndvekedésének hatasara szikségessé valt, hogy az utak
palyaszerkezetének vastagsaga mind a forgalom nagysagaval, mind a foldmi
mindségével aranyos legyen. Ebben az id6szakban dolgoztak ki a gyakorlati
megfigyeléseken, nagyminta kisérleteken és elméleti elgondolasokon alapulé empirikus
€s szemiempirikus méretezési modszereket.

Az igények és az igénybevetelek novekedése miatt csakhamar el6térbe kerlltek a
mechanikai alapokon nyugvd eljarasok is. Ezt tamasztja ala az Eurépai Unio altal
finanszirozott AMADEUS kutatas 1998-1999-ben folyt zardjelentése, mely kimutatta,
hogy bar Eurépaban - és vilagszerte masutt is - tdbbféle megkdzelitéssel élnek az
utburkolatok méretezésére, alapveté kozos jellemzdjuk mégis az, hogy a
palyaszerkezetben a tengelysulyok athaladasanak hatasara keletkez6 erék, fesziltségek
és alakvaltozasok szamitasan alapulnak. Ezek a mechanikai alapu méretezési
moddszerek a palyaszerkezetet rugalmassagtani alapon szamithaté szerkezetként fogjak
fel. A réteges szerkezetek méretezésére kidolgozott és alkalmazott mechanikai
eljarasok:

az egyenérték vastagsagon (Odemark),

a rétegenkeénti analitikus szamitasokon,

a véges elemek modszeren (VEM),

és a diszkrét elemek moédszerén (DEM) alapulnak.

o=

Az egyenérték-vastagsag elvén alapuldé modszerek estében a réteges szerkezeteket
egy végtelen féltérré alakitiak at, melyre mar érvényesek és alkalmazhatok lesznek a
Boussinesqg-féle allapotegyenletek. A rétegenkénti analitikus modellek altalaban
Burmister elgondolasain alapulnak, melynek segitségével a palyaszerkezet barmely
pontiaban szamithatéva valnak ,kozelitben” az ébredd erbk, fesziltségek és
alakvaltozasok.

Jelenleg a mérndki gyakorlatban leggyakrabban hasznalt numerikus eljaras, a



vegeselem-modszer (Finite Element Method, FEM). A végeselem-mddszer egy
numerikus eljaras parcidlis differencialegyenletek kozelité megoldasara. A véges
elemek moddszerének lényege a kozelitd eljarasoknal a geometriai és a matematikai
fuggvenytér finitizalasaval egyutt jar6 sajatos bazisfuggvény-megvalasztasi technika
[Bojtar és Gaspar; 2003]. A keresett figgvény leirasa a tér kisebb, mar matematikailag
jol kezelhet6 részekre bontasaval elemi fuggvényekbdl Osszeallithatd. Az elemi
flggvények értelmezési tartomanyai nem fednek at és 6sszegik a globalis fluggvény
értelmezési tartomanyat adja. A modellezéshez leginkabb hasznalatos végeselem a
harom kontrollpont alkotta térbeli haromszog. A fuggvényt e haromszogon belul kell
bizonyos peremfeltételek mellett megkomponalni [Czimber; 2002].

A numerikus eljarasok kozott ma meég inkabb csak kisérleti jelleggel hasznalt médszer a
szerkezetet kulonallé elemekbdl felépitd, ugynevezett diszkrét elemes modszer (DEM).
Ez a vizsgalat alapjaiban kllonbdzik az imént ismertetett FEM technikatdl. Az anyagot itt
nem kontinuumnak tételezzik fel, hanem apré szemcsék egyutteseként modellezzik. A
makroszintl anyagi jellemzéket az egyes szemcsék kozti kapcsolatok mechanikai
jellemzéi, illetve a halmaz geometridja szabjak meg. A kilsé mechanikai hatasok
eredményeképpen az egyes szemcsék eltolddhatnak, illetve elfordulhatnak. Az
elmozdulasok Newton Il. térvénye alapjan szamithatdk. Ennél a modellezési technikanal a
megoldas értelmezése is igen 0sszetett feladat, hiszen az eredményt nem a klasszikus
elméletekben megszokott folytonos fliggvények formajaban kapjuk meg, hanem az
egyes szemcsek elmozdulasait és kozottik atadodo erbket ismerjuk meg csupan. A 6
eltérés a FEM és a DEM koz6tt az, hogy mig a végeselem-modszer, makrojellemzék
alkalmazasaval kontinuumnak (esetinkben homogénnek) tekinti a tartomany
viselkedését, addig a diszkrételem-modszer alulrdl épitkezik, a vizsgalt tartomanyt
kulonallo szemcsék egyuttesekent kezeli [Nasztanovics és FUstos; 2000].

Most kovetkez6 cikkinkben a hajlékony utpalyaszerkezek DEM alapu modellezésének
lehetéségeit kivanjuk bemutatni. Az elméleti hattér ismertetésekor, tanulmanyunk
nagymertékben tamaszkodik Bagi [2008] munkajara, mely mindez idaig az egyetlen
magyar nyelven megjelent 6sszefoglalo iras a témardl.

2. A diszkrét elemes modell alapjai

A diszkrét elemes modell (DEM) kilonallé elemekbdl és az elemek érintkezésével
letrejovdé kapcsolatokbol all. Bagi [2008] szerint egy numerikus eljarast - némileg
pontositva Cundall és Hart 1992-es definicidjat - akkor tekinthetink diszkrét elemes
modellnek, ha egymastdl egyertelmien elkulonildé elemekbdl épll fel; az elemek 6nallé
elmozdulasi szabadsagfokokkal rendelkeznek oly médon, hogy a modell képes kovetni
az elemek véges nagysagu eltolodasait és elfordulasait (esetleg deformacioit is); az
elemek kozott Uj kapcsolatok johetnek létre és meglévd kapcsolatok sziinhetnek meg.
Végtelen merev elemekkel dolgozé diszkrét elemes modell futasa hat f6 szakaszra
bonthatd [Jakob és Konietzky; 2012]:



1. A geometriai modell megalkotasa: a kezdeti és a hatarfeltételek rogzitése,
részecskék anyagtulajdonsagainak beallitasa és a szemcsehalmaz generalasa (ismert
az elemek kezdeti helyzete).

2. A részecskék és a hatarfeluletek kdzott kialakuld kapcsolatok meghatarozasa.
3. A kapcsolatoknal fellépd erék (F') és nyomatékok (M ) szamitasa.

4. A részecskék gyorsulas (i, w), sebesség (i,w) és végll az elmozdulas
névekmeények (1) és elforduldsok () meghatarozasa.

5. Az 6sszes részecske Uj helyzetének (poziciojanak) szamitasa.

6. A 2-es és 5-0s pont kozotti fazisokat adott idékdzdonként (idélépésenként) addig
ismételjuk, mig el nem érjuk a leallasi feltételt.

A szamitds lényege, hogy a rendszer adott teherndvekménybél az
elmozdulasndévekményeket kis lépések sorozataként hatarozza meg. A diszkrét elemes
modell a terhelési folyamatot tehat kis elmozdulas-névekmények sorozataként allitjak eld.

Fontos megemliteniink, hogy Jakob és Konietzky [2012] megfogalmazasa nem altalaban
a diszkrételemes modellekre, hanem azok egy specidlis fajtajara, a veégtelen merev
elemeket alkalmazé modellekre vonatkozik. Deformalhaté elemek esetén masképp
mikodnek a modellek, ezekkel azonban cikktinkben nem foglalkozunk.

A bemutatott eljaras uttéréje Peter A. Cundall aki az Imperial College doktoranduszaként
a 70-es évek legelejen mutatta be elsé numerikus modelljet [Bagi; 2008]. A
tovabbiakban az imént bemutatott eljarast részletiben mutatjuk be.

2.1. A geometriai modell felvétele

A diszkrét elemes modellezés elsd lépése a rendszer geometriai modelljének
elkészitése. A rendszert alkoto részecskéket a legtobb esetben merev testként kezeljuk,
deformaciét nem szenvednek. llyenkor az elemek kozotti kapcsolatok viselkedésébe
,SUritjuk” az anyagi tulajdonsagokat. A masik lehetéség az, hogy az elemek
deformalhatéak, meg kell adni a feszlltség-alakvaltozas 6sszefuggést. A leggyakoribb
modellezési eljaras az, hogy az elemek egyszeri belsé végeselemes haldval
rendelkeznek, igy a rajuk haté kllsé erd6kbél szamithatok az elemek deformacidi. A
részecskeék alakja elvileg barmilyen lehet, de a szamitasok szempontjabdl a gdbmb a
leghatékonyabb és legpraktikusabb valasztas. Természetesen léteznek olyan eljarasok
ahol a részecskéket poligon, ellipszis vagy éppen korokbdl osszetett elemtipussal
(clump) reprezentaljak.

A geometriai modell felalltasanak egyik legfontosabb és legnehezebb része az
egymassal érintkez6 elemekbdl allé halmazok generalasa. Szamitégép segitségével
szabalyos halmazokat kdnny( ugyan gyorsan generalni, de a szabalyos geometriaju
modellek megbizhatésaga tobb szempontbdl is megkérddjelezhetd. Valds problémak
elemzésénél ugyanis kulcs fontossagu, hogy a modellt alkoté szemcsék eloszlasa jol



egyezzen a vizsgalt jelenségnél tapasztalttal. A Vvéletlenszerli elrendezések
generalasanak hatékony lehet6ségeit ezért szamos matematikus és mérnok kutatja
jelenleg is [Bagi; 2008].

A PFC szoftverekben elsé lépésként lehet6ség van az un. SSI eljaras alkalmazasara
egymassal nem érintkez6 elemek véletlenszerli generalasara, majd a felhasznal6 -
valasztadsa szerint - valamely dinamikus halmaztomoritési eljarassal csokkentheti a kivant
ertékre a porozitast.

2.2. Erintkezések felismerése (iitkzésdetektalas)

Az Utkozésdetektalas azokat az id6pontokat és helyzeteket azonositja, amikor ket
részecske utkozik egymassal. Az (tkdzésdetektalast harom f6 részre lehet felosztani:
utkbzésdetektalas, uUtkozés-meghatarozas és valasz az Utkozésre [Nagy; 2011]. Az
Utkbzésdetektalas sebessége kulcsfontossagu a DEM rendszerek szamara, mivel a
részecskék szamanak novekedésével a szamitasi id6 is négyzetesen ndvekszik. Ha a
modelltér n mozgd és m statikus részecskét tartalmaz, akkor egy naiv megkozelités
[Nagy; 2011]:

nm + (%) (1)

Utkbzésvizsgalatot hajtana végre minden egyes lépés utan. A kifejezés els6 tagja a
statikus és dinamikus részecskék tesztjeinek a szamat, mig a masodik tag dinamikus
részecskék egymassal torténd tesztieinek a szamat adja meg. Az m és n
novekedésevel az elvegzendd tesztek szama nagy meértekben megnd! Ezért
mindenképpen szikséges optimalizalni a kapcsolatok felismerését a DEM rendszerek
szamara. Ennek az els6 lépése az, hogy a nem lehetséges kapcsolatokat kizarjuk a
vizsgalatbol, hogy minél kevesebb részecske-parost kelljen vizsgalni. Ezutan mar csak a
megmaradt kapcsolatokkal kell részletesebben foglalkoznunk. Ha talalunk valodi
kapcsolatokat a részecskék kozott, akkor alkalmaznunk kell a kapcsolati torvényt (lasd
késbbb) és a segitségével szamolni a kapcsolati er6ket és nyomatékokat. A lehetséges
kapcsolatok meghatarozasara kuldonféle algoritmusokat dolgoztak ki.

2.2.1. A modelltér felosztasa

Az egyik leggyakrabban hasznalt struktura a szabalyos térhald, implementalasa és
bejarasa igen egyszerl. Amennyiben a modellterink sikbeli, helyezzink ra egy
szabalyos, (a,, a,) meretl, koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalu teglalapracsot.

Terbeli esetben egy (a,, a, a,) kiteriedésl téglatesthalot hasznalunk, ami a telies

modellteret befoglalé doboz felosztasaval kapunk. Az eléfeldolgozas alatt minden cellara
meghatarozzuk az adott cellaba esé részecskéket (1. abra). Ehhez azt kell megvizsgalni,
hogy az adott részecskének van-e kdzos része a cellaval. Minden cellahoz informatikai
oldalrél egy lancolt lista tartozik. A lancolt listakban azoknak a részecskéknek az



azonositdjat taroljuk el melyeknek van kozos része a cellaval. Utkdzésdetektalaskor meg
kell hataroznunk, hogy a vizsgalt részecske melyik cellaba esik, ezutan a tényleges
utkOzésdetektalast mar csak a cellaban lév6 részecskékre kell elvégezni.
Természetesen arra is van lehetéség, hogy az adott cella szomszédjainak hatasait is
figyelembe vegyuk, ez féleg molekuladinamikai szamitasok esetén fontos (Cell-list). Az
eljaras hatranya, hogy nem vesz figyelembe a részecskék egymashoz viszonyitott
helyzetét, azaz ugyanolyan aprolékosan oszt fel olyan térrészeket is, ahol nincs is
részecske és masik végletként, megjelenhetnek tulzsufolt” celldk is, amelyekhez
rengeteg részecske tartozik. Ezért elmondhato, hogy bar lekérdezések szempontjabdl
gyors és egyszeril ez az adatszerkezet, a gyakorlatban tarolas szempontjabol mar nem
praktikus. Az optimalis cellaméretet a DEM szoftverek heurisztikus moddszerek
segitségével becslik meg a kezdeti geometria felvétele utan.

1. abra
Szabalyos térhald alapu felosztas (Cell-list)

Egy masik lehetéség a részecskék nyilvantartasara a Verlet-lista vagy tablazat.
Vizsgaljunk meg egy IN részecskébdl allo rendszert. Képzeletben hizzunk minden
részecske koré egy r. és egy r; = 1. + d sugaru kort, ahol d a részecske atmeérsjét
jeloli (2. abra). Az r; és d alapjan megbecsilhetjik azon részecskék N4, Maximalis
szamat, amelyekkel egy adott részecske egy adott id6pillanatban kdlcsonhatasban allhat
[Varga; 2002]:
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2. abra

A részecskék nyilvantartasa a Verlet-lista segitségével

Létre kell hoznunk egy listat amiben az i indexid szemcse 7r; kornyezetébe esd
részecskék indexeit eltaroljuk. Futasidét azzal nyerink, hogy a szomszédsagi
viszonyokat tarold listat nem kell minden iteracios Iépés utan frissiteni, mert az egymast
kovetd id6lépésekben nem biztos, hogy a szemcse kiment az r; sugaru korbél vagy oda
Uj szemcse érkezett. A frissitések slrlisége flgg a részecskék kozott eléforduld
legnagyobb v,,,; Sebességtdl és a At iteracios 1épés hosszatdl. Frissitést elegendd
minden n-edik iteracios lépésben elvégezni [Kun; 2011]:

d

"= 2At Vo (3)

ahol n szamértéke akar 10 - 20 is lehet, ami szgnifikansan redukalja a program
futasidejét. Még ilyen egyszerisitések melletis a DEM programok a szamitasi id6é 90 %-
at a részecskék kozotti kapcsolatok detektalasara forditjak [O'Sullivan; 2011].

2.2.2. Befoglalokeretek alkalmazasa

A modelltér felosztasa lehetévé teszi, hogy egy adott szemcse kornyezetét gyorsan


http://utugyilapok.hu/wp-content/uploads/2015/01/2_verlet-list.png

lekérdezzik. Ez azonban még nem jelenti azt, hogy minden szomszédjaval kapcsolatba
is lép az adott szemcse. Az igen koltséges utkozésszamitast tovabb gyorsithatjuk, ha
bevezetjik a befoglald keretek fogalmat. A befoglalé keret egy egyszerli geometriaju
objektum, tipikusan gomb (kor) vagy téglatest (téglalap), amely egy-egy bonyolultabb
objektumot teljes egészében tartalmaz. Az Utkdzésdetektalas alatt elészor a befoglald
kereteket probaljuk elmetszeni egymassal. Ha nincs metszéspont, akkor nyilvan a
befoglalt objektummal (szemcsével) sem lehet metszéspont, igy a bonyolultabb szamitast
megtakarithatjuk [Szirmay-Kalos, Antal és Csonka; 2003]. Amennyiben a befoglald
alakzatok egymasba hatolnak, akkor folytatni kell a vizsgalatot. Az egyik objektumot
Osszevetjuk a masik befoglald alakzataval, és ha itt is Utkozés mutatkozik, akkor
magaval az objektummal (3. abra). A Kkoncepciot kor alaku részecskék és
koordinatatengelyekkel parhuzamos €l befoglalé dobozok (Axis-Aligned Bounding Box)
esetén mutatjuk be (1. algoritmus).

Algoritmus 1 A befoglalo-keretek teszt kor alaki szemcesék esetére

if (Circlel.X + Circlel.Radius + Circle2.Radius > Circle2.X
&& Circlel.X < Circle2.X + Circlel.Radius + Circle2.Radius
&& Circlel.Y + Circlel.Radius + Circle2.Radius > Circle2.Y
&% Circlel.Y < Circle2.Y + Circlel.Radius + Circle2.Radius)

//A befoglalé dobozok atfedik egymast

3. abra
A befoglal6 keretek (AABB) koncepcidja
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Az AABB elballitasa egyszer, a csucspontok maximalis €s minimalis x, y, z koordinatai
alkotjak a téglatest két szemkozti csucsanak koordinatait. Két AABB akkor hatol
egymasba, ha valamennyi alabbi egyenlétlenseg fennall: q;}mn < T2,
xrlna:c > wfm-n, y}mn < y%m , yrlna:c > y%in, Z%@m < Zrznaa; , Zrlnaa: > ngn

2.2.3. Tényleges (itk6zésszamitas

A részecskék befoglalé dobozainak kdzds metszete szikséges, de nem elégséges
feltétele az Utkozésnek. A pontos Utkdozésszamitast kor alaku szemcsék esetén mutatjuk
be (2. algoritmus). A szamitas a Pitagorasz-tételen alapul. Utk6zésrél akkor beszéliink,
ha a két szemcse sugaranak 0sszege kisebb vagy egyenld, mint a két szemcse kozott
értelmezett tavolsag (4. abra). Poligonok Utkozésszamitasarol részletesen olvashatunk
Cozic [2006] internetes munkajaban.

Algoritmus 2 Utkézésszamitas két kor alakn szemese esetén
distance = Math.Sqrt(((Circlel.X - Circle2.X) * (Circlel.X - Circle2.X)) +
((Circlel.Y = Circle2.Y) * (Circlel.Y = Circle2.Y)));

if (distance <= Circlel.Radius + Circle2.Radius)

{
//A részecskék iutkoztek

1

Nincs Utkézés: D > R, + R, Utkozés: D < R+ R,

4. abra

Kor alaku szemcsék pontos (itkb6zésszamitasa

2.3. Akapcsolatok leirasa
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Merev elemek esetén a kapcsolatok anyagjellemzdinek megfeleld megvalasztasaval kell
biztositani, hogy a halmaz egésze valésaghlen viselkedjen. A legegyszeribb
modellekben a kapcsolatok pontszerlien kicsinyek, tehat koncentralt erét (és esetleg
koncentralt nyomatékot) adhatnak at egymasnak az érintkezd elemek. A kapcsolat
mechanikai anyagmodellje egyrészt azt irja le, hogy ezek az erdk ill. nyomatékok hogyan
flggenek a két elem relativ elmozdulasatél, masrészt teherbirasi korlatokat fogalmazhat
meg, illetve azt, hogy képlékeny allapotba kerllése utan a tovabbi terhelés esetén
hogyan viselkedik a kapcsolat [Bagi; 2008]. A kapcsolati torvényt akkor kell alkalmazni,
amikor két szemcse egymassal érintkezik (Utkozik). A kapcsolati torvényt (viselkedést) a
reoldgia segitségével fogalmazhatjuk meg. A reoldgia harom alapveté modell
segitségével irja le az anyagok tulajdonsagait:

* elasztikus (Hooke-test)
e viszkdzus (Newton-test)
e plasztikus (Saint-Venant-test)

Elasztikus az a test vagy kapcsolat, amelynek relativ alakvaltozasa aranyos a testre hatd
mechanikai feszultség értékével (,Amilyen a nyulas, olyan az erg”). Jellemz6 sajatossaga
a rugalmassagi modulusz vagy Young-modulus. Ez anyagi tulajdonsag, amely a
feszlltség és a relativ alakvaltozas értékét kapcsolja dssze (5.a abra). A Hooke-test
esetében reoldgiai hatas nincsen, a testre hatd terhelés hatasara keletkez6 alakvaltozas
az id6tél fuggetlen [Dulacska, Fekete és Varga; 1982]. Jelképe a helyettesité vazlatokon:
a rugo.

(&) (o) T Trnax

€ de/dt €
C

5. abra

Reolbgiai alapmodellek

Viszkozus az a test vagy kapcsolat, amelyen allandé 7 nyiréfesziltség
(csUsztatdfeszitség) allandd == sebességii folyasi jelenséget hoz létre. Newton

d¢

< ahol 1 a dinamikai viszkozitasi egyutthato (5.b abra). A

T
Newton-testnél a pillanatnyi, igen rovid ideig tartd terhelés hatasara nincsen

torvénye értelmében: 7 =
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alakvaltozas. Tartds terhelés esetén lép csak fel alakvaltozas, mely a terhelési
id6intervallum és a terhelés nagysagatol figg [Dulacska, Fekete és Varga; 1982].
Jelképe a helyettesité vazlatokon: a dugattyuhoz hasonl6 abra.

Ha a plasztikus testre vagy kapcsolatra a 7y hatarfesziltségnél kisebb hat, alakvaltozas
nem jon létre (5.c abra). A hatarfesziiltséget elérve az alakvaltozas minden hataron tul
novekszik. Fontos megjegyezni, hogy a jelenség nem irhaté le az iddvel
Osszefuggésben, ezért a sebesség fogalma itt nem értelmezhetd. Az alakvaltozas
létrejotte csupan egy feltételtdl fligg: a fesziltség az ok, és az alakvaltozas az okozat. A
hétk6znapi életben ilyen jelenség a surlédas. Szintén plasztikus jelenség a torés, a Mohr-
féle torési elmélet szerint. Jelképe a helyettesité vazlatokon: két egymasban
surlddasosan mozgo test.

2.3.1. Linearisan rugalmas kapcsolat

A legegyszeriibb mechanikai modell, amit lényegében minden DEM programban
megtalalunk egy lehetséges opcidkeént, a linearisan rugalmas kapcsolat [Cundall és
Strack; 1979]. A részecskék normalmerevségét K,, mig nyiromerevségét K
rugdallandék irjak le. Itt a normalerd csak nyomas lehet (konvencid szerint a huzdéerbk
pozitivak), és nagysaga az érintkezést alkotd két anyagi pont relativ eltolodasi
komponensével (u,, ) aranyos (6. abra):

F,=K, u, (4)

ahol F,, < 0.

Részecske (1) Részecske (1)

ks

ﬁh

6. dbra
A linearisan rugalmas kapcsolat

Részecske (2)

Ha a normalerd poztivwa valna (azaz a két elem eltavolodik egymastdl), a kapcsolat
megszlnik [Bagi; 2008]. A kapcsolati nyiréer6 az érintéiranyu relativ eltolodassal (ug)
aranyos:

F, = K, u, (5)
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Abban az esetben, ha rugdallandokat nem a kapcsolathoz hanem a részecskékhez
rendeljuk, mint anyagjellemz6, akkor az egyenértékli normal- és nyiromerevségeket a
kovetkez6 6sszefuggésel becsulhetjuk [Ardic; 2006]:

knl . kn2
K,=——— 6
knl + kn2 ( )
€s
ksl . ks2
K, = ———— 7
ksl + ksZ ( )

ahol k,; és k,; az i-edik részecskéhez tartozd sajat normal- és nyiromerevség

paraméter. A kapcsolatok merevségéta A = % arany jellemzi.

2.3.2. A linearisan rugalmas Coulomb-surlédasos kapcsolat

A szilard testek kozott fellepé surlédast szaraz surlodasnak vagy Coulomb-surlédasnak
nevezzik. A Coulomb-féle surlédas az érintkezési fellleten fellépd jelenségeknek
csupan egy lehetséges (nagyon egyszer(i) modellie, szamos mas modell is létezik.
Hatasat egy Hooke-test és egy Saint-Venant-test sorba kotésével vehetjik figyelembe.
A surlédasrol fontos megjegyezni, hogy az mindéssze reakciéerd, ami azt jelenti, hogy
csak akkor lép fel, ha egy aktiv er6 a testet el akarja mozditani vagy mar elmozditotta, és
ilyenkor mindig a pillanatnyi elmozdulassal ellentétes iranyban hat. Ha egy nyugalomban
lévd testre nem hat a tamaszkodo fellletével parhuzamos iranyu eré, akkor ott nem is
ébred surlddas. A nyiréeré nagysaganak a Coulomb-feltétel szab hatart (7. abra):

Fjer = F, -tan(p) = F, -p (8)

ahol ¢ a rendszerrel jellemzd surlédasi szog, (1 pedig a dimenzidé nélkdli surlodasi
tényezd (beszélhetunk statikus és dinamikus surlédasi tényezdrél).

Részecske (1)

Részecske (2) Részecske (2)

7. abra
A linearisan rugalmas Coulomb-surlédasos kapcsolat

A surlodasi tényezd az érintkezd fellletek anyagminéségétdl fuggé empirikus
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mennyiség. Ha a nyiréer6 eléri ezt az értéket, a tovabbi relativeltolodas-névekmény mar
allando eré mellett (zérus nyirasi merevséggel) torténik, mindaddig, amig a relativ
eltolédas iranya meg nem valtozik [Bagi; 2008]. A szimulaci6 alatt minden id6lépésre
szamoljuk az érintkez6 részecskék kdzott fellepd normal (u,, ) és érintéiranyu (u, ) relativ
elmozdulasokat, majd ezek segitségével a normal- és nyiroerdket. A nyiréerék Uj ertékét
Fev a7 elz6 id6lépés alatt szamolt nyirdersk F.2 és az Gjonnan szamolt A F, érték
0sszegébdl képezzik [Jakob és Konietzky; 2012]:

anew — Fsold T AFS (9)

ahol
AF, = — K, -Au, (10)
A teljes kapcsolati er6, ami a részecskéket éri:
F.=F, +F, (11)

A bemutatott kapcsolati torvény jol alkalmazhato triaxialis vizsgalatok szimulaciojara és
szamos kutatasi eredmény igazolta (kozelitd volta ellenére) helyességét [Scholtes;
2009].

2.3.3. A Hertz-Mindlin féle kapcsolat

A részecskék merevségét leiro (k,,és (k) rugdallandokat a Hertz-Mindlin-féle kdzelités
segitségével becsilhetilk meg a szemcsék nyirasi modulusa (G, G3), Poisson-
tényezbje (11, o), sugaraik (R, R1) és normal iranyd relativ elmozdulasuk (u,,)
segitségével [Arévalo-Mendoza et al., 2014]:

2Gv/2R

31-2) | V" (12)
ahol
— 2R1R2
R= , 13
Ry + Ry (13)
- G+ G
G-t (14)
2
,7:%—1/2 (15)



A Kkapcsolat nyiromerevségét (amely a nyomoéeré nagysagatdl fugg) Mindlin és
Deresiewicz [1953] és Deresiewicz [1958] munkaja alapjan becsulhetjuk [Van Baars;
1996]:

2(36’:2(1—5)1?5)E 1
b, — — (R (16)

Fel kell hivnunk arra a figyelmet, hogy az idézett cikkekben a levezetések csak igen
specialis esetekre vonatkoznak (azonos méretl, tOkéletesen rugalmas-képlékeny
gOmboOk kapcsolata), igy hiaba bonyolultak, mégis csak igen durva kozelitésnek
tekinthetdk [Bagi; 2008].

2.3.4. A kapcsolati modell viszkézus csillapitasa

Amikor két érintkez6 felllet elmozdul egymason a deformacidhoz szikséges munka egy
része nem a rugalmas alakvaltozast fedezi, hanem hévé alakul. A valésagos folyamatok
helyes leirasa miatt csOkkentenink kell a rendszer mozgasi energigjat, azaz
foglalkoznunk kell az energiadisszipaco kérdésével (visszafordithatatlanul héenergiava
alakulé mozgasi energia).

A kapcsolati modellt ki kell egésziteni a viszkdzus csillapitassal, melyet az jellemez, hogy
a csillapité eré aranyos a tomeg sebességével (8. abra). Ezt a csillapitast azért nevezik
viszkézusnak, mert a folyadék csillapitasat modellezi. A ¢ aranyossagi tényezét (vagyis
1 dinamikai viszkozitasi egyutthatot) csillapitasi tényezének nevezik, az dsszefliggés
altalanos esetre:

dx

DC:_ — —cp = —Cc— 1
cv ci c— (17)

ahol D, a csillapitasi eré (damping force).

\ )
Cs
kn Cn
v
m_ch ﬁem

8. abra
A kapcsolati modell viszk6zus csillapitasa



http://utugyilapok.hu/wp-content/uploads/2015/01/8_particle-model3.png

A kapcsolati viszkézus csillapitas lényege az, hogy a kapcsolati er6 mindegyik
komponenséhez hozzaadddik egy-egy olyan er6 (ill. nyomaték), amelyeknek nagysaga a
kapcsolati relativ elmozdulas-sebesség megfeleld6 komponenseinek nagysagaval
aranyos, iranya pedig olyan, hogy épp lassitsa a relativ sebességet (Bagi, 2008). A
normaler6h6z hozzaad6do komponens nagysaga peldaul:

F, = k,u, — c,u, (18)

A nyiré erd szamitdsanal is hozza kell adnunk a viszkézus csillapitasi tényez6 hatasat (

cs - Aty):
AF, = —k,- Aus — c5 - Aug (19)

ahol ¢,, és c; a normal és nyirasi csillapitas tényez6k. Ha a csillapitas eléggé kicsi, a
rendszer rezegni fog, de id6vel megszinik a rezgése. Ez az eset a gyakorlat
szempontjabdl a legfontosabb. Ha a csillapitast addig noveljuk, mig a rendszer éppen
megszinik rezegni, akkor elértik a kritikus csillapitast. A kritikus csillapitashoz tartozé
csillapitasi tényez6 értéke egytomegi lengérendszer esetén:

¢ =2k-m (20)

ahol k aranyossagi egyiitthatd a rugdmerevség, egysége eré/elmozdulas (N/m).

A rendszer csillapitasanak mértékéll a csillapitasi viszonyt (8) vezették be (ezt
csillapitasi faktornak is hivjak). Ez a csillapitasi viszony a tényleges csillapitasi tényez6 és
a kritikus csillapitasi tényezd hanyadosa. Képlete az egytomegl lengérendszer esetén:

c

= Em &

Az 6sszeflggések segitségével szamithatjuk a ¢,, és ¢ értékét:

Cn = Bnct = 28,1/ kn - T (22)

Cs — Bngrit = 255 vV ks -m (23)

ahol m a rendszer hatékony tomege:

_ mi - ma
m=——— (24)
my + my
A [ csillapitasi viszonyt az e (itkdzési szam (coefficient of restitution) alapjan
becsulhetjuk [Schafer et al.; 1996]:

(25)



ahol

e=— (26)
és v, az utkdzés utani, vy pedig az utkozés elbtti relativ sebessége a részecskéknek.

2.4. Amozgasegyenlet

A klasszikus mechanikaban a merev test a véges nagysagu szlard test idealizalt
modellje, amelynél az alakvaltozast elhanyagoljak. Mas széval a merev test barmely két
pontjanak tavolsaga idében allandd, fuggetlenll az esetleg ra hatdé er6hatasoktdl. A
merev test idealizacidja szigoruan csak a klasszikus mechanika szerint hasznalhato. A
diszkrét elemek helyzetének és mozgasanak leirdasara haromdimenzids, derékszogu
Descartes-koordinatarendszert fogunk alkalmazni, amelyet az (x, y, z) tengelyek
alkotnak. A merev testnek hat szabadsagfoka van: derékszogi koordinata-rendszerben
az x, y és z tengely irdanyaba torténé elmozdulas (transzlacid) és az x, y és z tengely
kordli elfordulas (rotacio).

Minden részecskének kijelolink egy referenciapontot, amely elvileg az elem barmely
pontla lehet, de a szamitasokat egyszerlsiti, ha egybeesik az elem
tomegkodzéppontjaval. Merev test modell esetén a részecskék deformalhatosagat a
pontszerten kialakuld kapcsolatokba sUritjuk.

— . . : ., - :
Az x 1 és x o vektorok a részecskék referenciapontjara mutatnak, az n és t pedig

a normal és érinté iranyu egységvektorokat jelolik (9. abra). A kdvetkezd 6sszefuggések

adodnak:
- =
daz‘xQ—ml( (27)
To— T
2 — T
= — 28
s (28)
u, = Ri + Ry — d, (29)



Részecske (1)
Kapcsolati erd

Részecske (2)

9. abra
Két részecske érintkezése

_>
A két szemcse kozott kialakuld kapcsolati pont x . vektorat a kovetkez6 képen
szamithatjuk:

L+ (Ri—1/2-un)- 71 (30)

A részecskék kozott kialakuld kapcsolati eré F,. normal és nyird iranyu osszetevéjét a
K, és K, merevségi értékek hatarozzak meg. A normal komponens a részecskék
kozott kialakuld kapcsolat alatt kozvetlenll szamithatd. A nyirasi komponens ilyenkor
meég nulla, az egyes id6lépések alatt fog ndvekedni vagy csokkenni az értéke:

AF, = —K, - Aug (31)

és
F, =K, - u, (32)

A nyirasi elmozdulasok 6sszege egy id6lépés alatt Au, amit a fejezet végén az (47)
Osszefluggéssel szamoljuk. A két szemcse kozott kialakuld kapcsolati erét a kovetkezé
képlet adja meg:

— —
F.=F, - n+F,-t (33)

%
Az egy részecskére hato telies erd F' (=F'), a szomszédos részecskérdl atadddo

kapcsolati er6kbél és a nehézségi erébol tevidik éssze Fy = m - g :

- =
F=) F.+ F, (34)
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A telies eré az i-edik iranyban (i € {1, 2, 3}) F;, egy részecskére kifejtett hatasat
Newton Ii. térvénye hatarozza meg. Az F;; értékét a szemcse tomegének (m) és az 6t ért
gyorsulasok u; és g; 6sszegének szorzataként hatarozzuk meg:

Fy=m- (i + g;) (35)
A fenti képlet atrendezésével kapjuk:

iy = — — gi (36)
m

Az id6 (f) szerinti elsé integralta a gyorsulasnak a sebességet, masodik integraltja
pedig az elmozdulast adja meg:

m:/mﬁ (37)

és
q%:/mﬁ (38)

%
A forgd mozgas leirdasara vezessiuk be az r . vektor, mely a szemcse
%
referenciapontjabdl a Utkdzési (kapcsolati) pontba mutat. Az M forgatd nyomatékot a

kovetkez6 dsszefliggés adja:

%

J\?:Z(?cx F) (39)

C
— — - = = .
ahol r .= x,.— @« és *x = x 1 az1-es szemcse esetén.

Az M; forgatd nyomaték az i-edik iranyban a tehetetlenségi nyomaték (©) és a
szbggyorsulds (8 = w = @) szorzataként szamithato:

M;=0-8;=0-u (40)

A tehetetlenségi nyomaték, a tomeggel analég mennyiség forgdbmozgasnal. Vagyis a
tehetetlenségi nyomaték a forgast veégz6 merev test forgasi tehetetlensége. Gomb alaku
részecskék tehetetlenségi nyomatéka:

2
@zg-mR2 (41)
Korlapra meréleges tengelyre (korong):

1

0=73- mR? (42)

Az (40) Osszefuggés atrendezésével és id6 szerinti integralasaval kapjuk a



szogsebesseéget (w):

5M;
= dt 43
v / 2m R? (43)

A test érintbiranyu (tangencialis) sebességét wv; (kerlleti sebességét) a
kovetkezOképpen szamithatjuk altalanos esetben:

ds dy
VW=— =T -— =7 -w 44
dt dt (44)
ahol az r a kor sugarat jeloli és s = r - ¢ a kdrmozgast végz6 test utfliggvénye. A ket
Osszetalalkozott szemcse sebessége az Utk6zés utan:

71 = 71 + 21 X (?c — ?1) (45)
72 = ?2 + 32 X (?c — ?2) (46)

— .. T A . ) . . -, = ,
ahol v 1=u;1 €sv s=u;o a részecskek haladd sebessége, w1 és wo pedig
szogsebessége. A részecskeék Utkozés utani sebességkulonbsége (U e ):

! /

— - = — = - = - = - =
Vypel = Vog— Vq= (v2+ wa X <:cc— :(:2)) — (v1+ wi X (wc—(éﬁ)))
Az (tkdzés utani normaliranyu sebességkulonbség pedig (v, ):
- =
vn:‘vrel-n‘ (48)

Az érint6 iranyu elmozduldsnévekményt (Awug) minden egyes iddlépés alatt a
nyirésebesség (v, ) és a At iddlépés szorzataként szamitjuk:

Aug = vs - At (49)

A nyirosebességet pedig a Upel = )’U rel| €s a normaliranyu sebességkulonbseég

kulonbseégébdl kapjuk:
Vs = Upel — Up (50)

A mozgasegyenlet matematikai formajat tekintve egy kdzonséges differencialegyenlet. A
numerikus megoldasi eljarasok az ugynevezett véges differencia mdédszerre épulnek.
Ezek alapgondolata az, hogy az idét, mint fliggetlen valtozot egyenkdzi At lépésekkel
diszkretizaljuk és a megoldasfiggvényt a csonkolt Taylor soraval kdzelitjuk [Kun; 2011].
Ezzel szemben a DEM szoftverekben a numerikus megoldas stabilitdsanak biztositasa
érdekében nem célszerii egyenk6zil At eljarast alkalmazni (lasd 3.4 pont). A PFC-ben
is valtoz6 idbélépésekkel torténik az idbintegralas. A DEM modellekben alkalmazott
eljarasokrol részletesen olvashatunk Bagi [2008] €s Kun [2011] munkaiban. A bemutatott
eljaras dinamikai modelljére a PFC program ismertetésénél tériink ki részletesebben.



3. Diszkrét elemes modellezés PFC?***-szoftverrel

Az elméleti alapok ismertetése utan, most roviden kitérnénk az egyik legnépszeriibb
diszkrételemes modellezést tamogaté szoftvercsomag bemutatasara. Az Iltasca
Consulting Group Inc. altal kifejlesztett PFC (Particle Flow Code) programok a
gombszerl szemcsék mozgasait és kolcsonhatasait modellezik két vagy harom
dimenziéban Cundall és Strack 1979-ben publikalt diszkrét elemes mddszere [Cundall,
Strack; 1979] alapjan. A PFC programok f6 jellemz8it Mészoly [1999], Toth [2004],
Fischer és Horvat [2010] munkai alapjan foglaltuk 6ssze a telies igénye nélkul. Akik
tovabbi részletekre kivancsiak, azoknak javasoljuk a felsorolt munkak részletes
tanuimanyozasat. A PFC program a szemcsehalmazok modellezésénél a kdvetkez6
feltételezésekkel él [Mészoly; 1999]:

* A részecskék merev testek.

e Minden szemcse kor (2D) vagy gémb (3D) alaku, de a szemcsék egymashoz
rogzitésével tetszéleges alaku merev testek hozhatok létre.

* A kapcsolatok egy pontban jonnek létre.

* A kapcsolati er6k csak az eérintkezési pontokon adddnak at.

* Puha kapcsolatot feltételez, a részecskék atfedhetik egymast.

» Két szemcse kozott ébredé kapcsolati erd ezen atfedés mértékével aranyos, amit az
ugynevezett ,bintetdé merevsége” jellemez. lly médon a szemcsék alakja ugyan nem
valtozik, de mégis megjelenik a kapcsolati deformacidéknak megfelel6 viselkedés.

* A kapcsolati deformacio a szemcse méretéhez képest mindig kicsi.

e Kotés modell esetén huzasnak, nyomasnak, nyirasnak és hajlitasnak is ellenalld
kotések léteslihetnek a kapcsolati pontokon a szemcsék kozott.

A PFC?" alkalmazas 2D-os modellezésre alkalmas: a mozgastdrvényekben csak két-két
(sikban fekv®) elmozdulas és er6, illetve egy-egy (sikra merbleges) elfordulas és
nyomaték komponens szerepel. A kor alaku szemcséket a program vagy adott sugaru
gombokként, vagy - a sikra merdleges iranyba kiteried6 - adott szélesseégi
hengerekként kezeli, és ennek megfeleléen szamitja tehetetlenségi jellemzéiket [Toth;
2004].

A PFC programok két elemet ismernek: a szemcsét (partice) és a falat (wall). Mind a
szemcsék, mind a falak végtelen merev elemek, a koztik (szemcse-fal) és egymas kozt
(szemcse-szemcse) fellépd érintkezések, kapcsolatok tulajdonsagai hatarozzak meg az
anyag viselkedését. Kapcsolat fal-fal k6zott nem johet létre. A szemcsék hivatottak
szimbolizalni a szemcsés anyagban (vagy egyéb diszkrét elemekkel modellezheté
anyagokban) a ,szemeket’, a falak pedig hataroldé funkciot latnak el alapesetben, de a
perem- és kezdeti feltételek megadasanal is fontos szerepet jatszanak [Fischer, Horvat;
2010].

A fal mozgasa megadhaté és segitségével korlatlan erét lehet kifejteni, mivel a program
nem ir fel ra Newton-torvényt. Ahogy a falaknak ugy a szemcséknek is lehet el§irt
sebessége, mely a szamitas alatt nem valtozik. Két szemcsét a felhasznald altal



megadott kapcsolati erd kothet 6ssze. Minden elemhez megadhaté a normal- és nyirasi
merevseg.

3.1. Amozgasegyenletek

A rendszer dinamikai viselkedése egy id6léptetd algoritmuson alapul, ahol az egyes
id6élépéseken belll a sebességek és gyorsulasok allanddak. A feltételezés szerint az
id6lépés olyan rovidre valasztott, hogy a hatas csak a szomszédos részecskékre jut el,
igy minden pillanatban a kovetkez6 allapot kiszamitasahoz csak a szomszédos
részecskékkel vald kdlcsdnhatast kell figyelembe venni [Mészoly; 1999].

A szemcserendszer deformacidja a szemcsék elcsuszasabol és elfordulasabdl
szarmazik, nem pedig az egyes szemcsék deformacidjabol. Az energiaelnyelés pedig
csuszasi surlodas altal torténik. Elképzelhetd az is, hogy a csuszasi modell nem mikodik
az adott modellben, igy szikség van az energia elnyeléséhez helyi csillapitasok
alkalmazasara. A PFC programban alkalmazott csillapitas konstans, csak gyorsulo
mozgast csillapit és frekvenciatdl fuggetlenll csillapitia a sajatrezgéseket [Mészoly;,
1999].

A szamitas Newton Il. torvényének és a kapcsolati er6-elmozdulas torvénynek az
alkalmazasa kozott alternal (70. abra): Newton Il toérvénye alapjan kiszamithaték a
kulonallb szemcsék elmozdulasai az épp aktualis kapcsolati és térfogati er6k hatasara,
mig a kapcsolati er6-elmozdulas torvény segitségével modosithatok a relativ
elmozdulasok miatt megvaltozott kapcsolati er6k [Toth; 2004].

|
Frissiti a szemcse és a fal pozicidkat €s a kapcsolati helyeket

N

Mozgastdrvény Eré-elmozdulas tdérvény
(minden egyes szemcsére) (minden egyes kapcsolatra)
er6t + nyomatékot eredményez relativ elmozdulas

Kapcsolati erdk
10. abra

Szamitasi ciklus a PFC programban

A PFC alkalmazas a sebességeket (¥; és w; ) atlagoltt + At /2 idékozoénként, az x;,
Z;.w;, F; és M, értékeket pedig t + At intervallumra szamitia. A (37), (38) és (43)
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egyenletek numerikus megoldasa a centralis differenciak modszerével az alabbi
formaban irhato fel:

L) L (@At L (t-At2)
U = o <uZ U, ) (51)
0 _ L (a2 (-At2)
w; = At (wz Wi ) (52)

A mozgastdrvény egy ciklusa [Mészdly; 1999]:
(t—At/2)

1. Adott a szemcsék tdmegkozéppontjainak sebessége u,
—At)2
w(t t2) at — At/2 pillanatban, a szemcsék tomegkozéppontjanak helyzete x

' )

és szOgsebessége
(t)

; és

t t
a ra hato eredé er6 Fi( és nyomaték MZ-( ) at id6pillanatban.

2. Az (49), (50), (36) és (40) egyenletek segitségével a szemcsék tomegkdzéppontjanak
sebessége és szégsebessége szamithato a t + At /2 idépillanatra:

70
EAD _ ge=t2) ( i +gz~) At (53)
m
(t+AE/2)  (t—At/2) 50"
w,; = w; -+ W At (54)

3. Ismeretikben a szemcse t + At-beli helyzete meghatarozhato:

mz(_1&+At) _ mgt) 4 uz(t+At/2)At (55)

4. A szamitas Ujrakezdb6dik az (27), (28), (29),0sszeflggésektél, az erbket eés
elmozdulasokat az Uj pozicié segitségevel becsuljuk a kovetkezd id6lépésre.

A szamitas tovabbi részleteit az érdekl6dd olvasé megtaldlla a PFC program
kézikonyveben [ftasca; 2008].

3.2. Kapcsolati modellek

A PFC-ben kulonféle kapcsolati modelleket és kotéseket lehet alkalmazni a szemcsék
kozott, amik dontéen befolyasoljak a halmaz egészének viselkedését [Toth; 2004].

3.2.1. A kapcsolati modell (Contact Model)

Ahogy azt mar emlitettik, mind a szemcsék, mind a falelemek végtelen merevek, ezért a
koztuk fellépd érintkezések tulajdonsagai hatarozzak meg a modell viselkedését
[Fischer, Horvat; 2010]. A PFC program két kapcsolati modellt alkalmazhat: linearis
rugdmodell vagy egyszerisitett Hertz-Mindlin modellt. Két olyan szemcse kozott,



melyekre nem azonos modellt alkalmazunk, nem johet Iétre kapcsolat, mert viselkedésuk
bizonytalan lenne. A Hertz-modell 6sszeférhetetien minden kétési modellel, mivel ott
nincsenek értelmezve a vonzéerdk [Mészoly; 1999].

3.2.2. A surlédasos modell (Slip Model)

Elcsuszas akkor kovetkezik be egy kapcsolatnal, ha nincs érintkezési kotés és a
kapcsolati erd nyir6 komponensének nagysaga a maximalisan megengedheté nyirderdt
0,1%-nal jobban megkozeliti:

F, > 0,99 - Fmae (56)

Az érintkezési kotés és a csuszasi modell kozul mindig csak az egyik lehet aktiv. A
kapcsolati modellel viszont mikodhet parhuzamosan. Egy kapcsolatban az egymassal
érintkez6 két szemcse surlodasi tényezéje kozll a kisebbet veszi figyelembe.

3.2.3. A kétési modell (Bond Model)

Annak érdekében, hogy ne csupan belsé kotés nélklli szemcsés anyagokat lehessen
modellezni a PFC programban, olyan lehetéség is rendelkezésére all a felhasznalénak,
hogy a szimulacioban normaliranyu igénybevetelt, de akar nyomatékbird kapcsolatokat
is létre tud hozni [Fischer, Horvat; 2010].

Részecskék Osszekapcsolasara két kapcsolati kotési modellt hasznal a program. Az
egyik az érintkezési-, a masik a parhuzamos kotési modell. Az elébbi csak er6atadasra
képes és vegtelen kis terlleten hat (egy pontban), utdbbi véges méretl tertleten erdk és
nyomatékok atadasara is alkalmas. Mindkét esetben a kapcsolat felszakad, ha a
hozzajuk tartozo erét tullépjuk, vagy a kotési erdk értékét nullara allitjuk [Mészoly; 1999].

Az érintkezési kotési modell (Contact-Bond Model) egy rugoparként foghatd fel. A
csuszasi modell ilyenkor nem mikodik! Két paraméterrel, az érintkezéses kapcsolat
normal és nyird komponensével lehet megadni. A nyiréer6t a nyird kotési erd, a
huzéerbket pedig a normal kotési erd korlatozza. Megsziinik a koétés, ha a huzderd eléri
vagy tullépi a kapcsolat normal erejét, vagy ha a nyirderd tullépi a kapcsolat nyird kotési
erejet. Ez a kapcsolati er6ket nem valtoztatia meg. A kapcsolat végtelen kis teruleten,
egy pontban jon létre, igy nyomaték atadasara nem alkalmas.

A parhuzamosan kotott kapcsolatok (Parallel-Bond Modell) opcidjaval vagyunk képesek
modellezni az aszfalt vagy cementes kotésl betonszerkezetek (771. abra). Ezek nem
csak er6, de nyomaték felvételére is képes kapcsolatot biztositanak a szemcsék kozott.
Ugy kell ezt a tipust kapcsolatot elképzelni, mintha rugalmas ragasztéval ragasztottak
volna 0ssze a szemcseket. Parhuzamosan kotott kapcsolatoknal is ugyanazok az elvek
érvényesek az érintkezések kezelésénél, mint az érintkezéses kapcsolatoknal [Fischer,
Horvat; 2010].



Parhuzamos kotés

L=2r
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11. abra
A parhuzamos kétési modell

3.3. Csillapitasok

A kulonféle csillapitasok célja az, hogy a rendszer mozgasi energidjat csokkentsék,
részben az egyensulyhoz valé gyors konvergalas érdekében, részben pedig a
valésagban is lejatszodd energiadisszipacid modellezése céljabdl [Bagi; 2008].
Alapvet6en kétféle csillapitasi eljarast alkalmaznak a BALL-tipusu modellek (és igy a
PFC is), az egyik a lokalis a masik pedig a kapcsolati viszkdzus csillapitas. Az utobbi
lényegét részletesen bemutattuk a 2.3.4. pontban, ezért most csak a lokalis csillapitasra
tértnk ki.

A lokalis csillapitas lényege, hogy minden elem mozgasegyenletében az elemekre hatd
ered6t modositiuk ugy, hogy hozzaadunk egy csillapitderét, amely épp az elem
sebességével ellentétes iranyu, nagysaga pedig a megfeleld er6komponens adott a-
szorosa [Bagi; 2008]. Az i-edik elemre értelmezett lokalis csillapitasok altalanos
egyenlete:

F,+ Fy =m - ii; (57)

ahol Fy, és My, lokdlis csillapitasi er6k és nyomatékok, szamitasuk a kovetkezé
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képpen torténhet 2D-ben [Ardic; 2006]:

Fpa, = —a-sign(ty,;) - [Fr; (59)
F,4, = —a-sign(dy,;) - |F, ;| (60)
M4, = —a-sign(wg;) - | My, (61)
My a4, = —a-sign(wy;) - |[My;| (62)

ahol o tényez6 dimenzio nélklli csillapitasi tényez6. Az o tényezét a felhasznalod
valasztja meg, alapértelmezett értéke a PFC programokban 0,70. Ez a fajta csillapitas
azoknak az elemeknek csokkenti leginkabb a gyorsulasat, amelyek legkevésbé vannak
egyensulyi allapotban [Bagi; 2008].

3.4. Az id6integralas

Mivel a PFC szoftver explicit id6integralasos modellel dolgozik, a At alatt keletkez®
elmozdulas-ndvekményeket a szamitas torvényszerlien tulbecsuli — mivel nincsen
merevségi matrix - a pontos megoldashoz képest (annal jobban, minél nagyobb a At
intervallumhossz). A kialakulo tulzott elmozdulas-névekmények miatt pedig tul nagy belsé
er6k keletkeznek az elmozdulasok iranyaba, és ezek az er6k a kdvetkez6 szamitasi
lepésben mintegy ,visszalokik” a rendszert. Ez a jelenség egyfajta oszcillald mozgast
alakit ki, a pontos megoldast jelent6 folyamat korll [Bagi; 2008]. A felvazolt kedvezétlen
numerikus jelenséget csokkenthetjuk, ha korlatozzuk a felvehet6 id6lépés hosszat
(critical time step). A PFC programban egy egyszeri moddszerrel becsulik meg a
megengedhetd id6lépés nagysagat, minden szamitasi ciklusra. A szamitas az egy
szabadsagfoku (idedlis lengd) rendszeren (Single Degree-of-Freedom, SDOF) alapul.
Az egytomegU idealis lengbrendszer 6sszefluggése a kovetkezd:

F=mi=—kax (63)
A tdmegre hato er6k 6sszege az alabbi kdzonséges differencialegyenletre vezet:
mz + kx =0 (64)
A mozgasegyenlet alapjan levezethetd kritikus id6lépés a kovetkezd alaku lesz:

T
A crit —
terit - (65)



T— 27r\/%v (66)

ahol m, k és T a rendszer tdmege, rigomerevsége és periodus ideje. A 12. abran
tomegkozéppontok és rugok vegtelen sorozatat lathatjuk. Az egyenértékl rendszer
kritikus id6lépése a fentiek alapjan [Behzad; 2012]:

[ m [ m
Atcm’t =2 4_k = E (67)

k m k m Kk m K m
2k m 2k
4k m
)§00—O

12. abra
Sorba kotétt rugérendszer

A bemutatott rendszerhez képest a DEM szimulaciok a PFC?® és a PFC®
programokban sokkal bonyolultabb szemcse és rugd rendszerekbél tevodnek Ossze,
tovabba minden szemcsének és rugdnak mas és mas tdmege és merevsége van. igy a
At.;; értéket minden egyes szemcsére kildn-kilén kel meghatarozni
szabadsagfokonként. Az egész rendszer kritikus idélépése (az id6lépés megengedhetd
maximalis hossza) pedig mindezek minimuma lesz:

: : mp er
Aty < min<{ min , (68)
() kgrans kfot
Ebben a kifejezésben kfmns és k'fot a p szemcse legnagyobb eltolédasi ill. elfordulasi

merevsége (ezek a p elem kapcsolatainak merevségeibdl szamithatdk), ®p pedig a
legnagyobb elfordulasi merevség iranyahoz tartozoé forgasi tehetetlenség [Bagi; 2008].

Mint mar emlitettlk az eljaras iteraciés jellegd, igy a dinamikus folyamatok fokozatosan
csengnek le, és - ha az egyaltalan kialakulhat - kdzelitik az egyensulyi allapotot. Abszolut
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értelemben azonban nem beszélhetink nyugalmi helyzetrél egy 6sszetett modell esetén,
mert abban mindig marad némi vibralas. Ezért célszer(i egy olyan hatarértéket definialni,
amit elérve mar egyensulyi allapotként fogadjuk el az adott helyzetet [Téth; 2004].

A szemcsék alkotta halmaz mozgasi Allapotot az ugynevezett ,atlagos
kiegyensulyozatlan erd” jellemzi, aminek értékét a program maga frissiti lépésrdl
lépésre. Mozgasok ugyanis csak a kiegyensulyozatlan er6k hatasara johetnek létre.
Barmely modelinél felveheté egy megfelel6 kiUszobérték, amit elérvéen az ,atlagos
kiegyensulyozatlan er6” értéke mar nem torténnek szamottevd mozgasok a halmazban,
igy leall a futtatas, a vizsgalat szempontjabol egyensulyi helyzet allt be.

3.5. Mértékegységek

A PFC programban nincsenek el6re megkotott mértekegységek, igy azokat dnkényesen
kell definialnunk. Szabadon megvalaszthaté azidé (pl. sec), a tdmeg (pl. g vagy kg), és a
hossz (pl. m vagy cm) mértékegysége, és ezekbdl mar egyértelmien kdvetkezik, hogy
mi lesz az er6, a merevségek, a gravitacios gyorsulas stb. mértékegysége. A
mértekegységek tisztazasa, egyértelmi megadasa azért fontos, mert igy nyihat
lehetéség a modell paraméter identifikacidjara, melynek kdszonhetéen a modellezni
Kivant szerkezet tényleges adatait vihetjuUk be a rendszerbe, és igy a futtatasok
eredménye is valdésagos értékek lesznek (Toth, 2004).

3.6. Munkakornyezet

A PFC program hasznalata nem egyszer(, mivel nem grafikus felUleten keresztll, hanem
parancssorbol lehet iranyitani. Ennek az az oka, hogy a felhasznaldknak telies mértékben
szabad kezet ad a szoftver a szimulaciés modell felépitésében. Az idbélépéses
algoritmuson, valamint a beépitett kapcsolati modelleken tul valamennyi folyamatot, az
O0sszes szemcse helyét, kapcsolatat, jellemzbit, a gravitaciot, stb. a felhasznalonak kell
definialnia. Ehhez nagy segitséget jelent a programba beépitett ugynevezett ,FISH”
programozasi nyelv, mellyel kulonféle, a PFC-ben futtathaté algoritmusokat lehet
megadni [Téth; 2004]. Egy egyszerl programot mutat be az 713. abra.
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13. abra
Munka a PFC?P programban

4. Hajlékony utpalyaszerkezetek modellezése

A hajlékony utpalyaszerkezetek modellezésére mara mar szamos eljarast kidolgoztak. A
legtobb modszer az Utpalyaszerkezetet egy rugalmas végtelen féltéren nyugvo
tobbrétegl rendszerként veszi szamitasba. Az egyik legrégebbi és legelfogadottabb
szoftver - ami ezt az elgondolast kdveti - a SHELL Kutatokozpont altal kifejlesztett BISAR
(Bltumen Stress Analysis in Roads). A programmal feszlltséget, megnyulast és
elmozdulast lehet szamolni egy flggéleges erbvel terhelt rugalmas tobbrétegi
rendszerben. A rétegeket a rétegvastagsag, a rugalmassagi modulus, a Poisson-féle
tényezd valamint a rétegek hataran értelmezett tapadas jellemzi. Az egész rendszert
legalul egy végtelen rugalmas féltér tamasztja ala. A kérdés az, hogy az analitikus
szamitasok és a DEM modell eredményei hogyan viszonyulnak egymashoz?

Dondi és mtsai [2007] tanulmanyukban pontosan erre probaltak meg valaszolni.

Elkészitették egy hajlékony (aszfalt) Utpalyaszerkezet DEM modellj¢t a PFC*® program
segitségével. A most kdvetkez6 megallapitasok és eredmények az idézet kdzleménybdl
szarmaznak. A PFC® programban a modellezett palyaszerkezet rész szélességét és
hosszat egyarant 2 m-re vették fel, a szerkezet telies vastagsaga pedig 58 cm-re
adodott. A palyaszerkezet rétegrendje felllrél lefele haladva (14. abra):

e aszfalt réteg (23 cm),
e szemcseés alapréteg (30 cm),
e és foldmi (5 cm).
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Foldmu réteg

14. abra
A hajlékony utpalyaszerkezet modellje a PFC programban [Dondi és mtsai; 2007]

A numerikus modell paramétereit a laboratoriumi vizsgalatokbol vezették le. A rétegeket
alkotd szemcsehalmazokat a szemeloszlasi vizsgalat alapjan generaltak. A generalt
szemcsehalmazok szemeloszlasi gorbéjét a laboreredmények felskalazasa utjan nyerték
(15. abra). A szemcsehalmazok felskalazasara azért volt szikség, hogy a rétegek
szemcseszama meg kezelheté legyen a szamitogépek szamara, ezzel csokkentve a
szamitasi id6t. Az aszfaliréteget és az alapréteget igy is 16800 és 11100 darab
szemcse épitette fel. A foldmit mint legalsd réteget, azonos atmerdji (2,5 cm)
szemcsekbdl allitottak 6ssze.
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15. abra
Az aszfaltkeverék és a szemcsés réteg szemeloszlasi gérbéje [Dondi és mtsai; 2007]

Az asZfaltréteg ,rugalmas-viszkézus-képlékeny’ anyag. Id6figgé merevsége (az i
irAnyban), a négyparaméteres Burgers-féle modellel irhato le (16. abra):
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ahol,

t - terhelési idé6,

7% - relaxacios id6, 7=Cl,/K,,

Ké - a Hooke-test rugalmassagi modulusa,

oo - a Newton-test viszkozitasa,

- a Voigt-Kelvin test rugalmassagi modulusa,

=~

1 - a Voigt-Kelvin test viszkozitasa,
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A Burgers-féle modellr6l magyar nyelven Gomze és Kovacs [2005] munkajaban

16. dbra
Burgers-féle modell.

olvashatunk. Aszfaltkeverékek diszkrét elemes modellezésérél pedig Linbing [2010]
konyvében talalunk részletesebb ismertetét. A kapcsolati modell paramétereit az 1.
tablazat foglalja 6ssze.

|
Normal merevség k, 6,410 MN/m Nyiré merevség ke 6,4*10” MN/m
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Ko"  1,0410° MN/m Ko 1,0*108 MN/m

K" 1,0*108 MN/m K 1,007 MN/m
C." 5,007 MNs/m C.5 5,0*10° MNs/m
C" 5,00° MNs/m C:® 5,010° MNs/m

1. tablazat

Az aszfaltréteqg modellparaméterei, T=20° [Dondi és mtsai; 2007]

A modell paramétereit dnkényesen ugy vették fel, hogy a laboratériumi vizsgalattal nyert
eredmeények (gorbék alakja és nagysaga) egyezzenek a szimulaciébol szarmazdkkal
[Collop és mtsai; 2004].

A szemcsés rétegek (als6 alap és foldmi) viselkedését rugalmas kapcsolati modellel
inak le a laboratoriumi vizsgalatok alapjan (2. tablazat). A szemcsék kozott fellepd
surlodasi tényezét (u = 0,8) a suarlodasi szég (p = 35°) alapjan becstiték meg.
Azért, hogy a szamitasi idét lecsokkentsék, a foldm( anyaganak slrliségét a valodinal
nagyobb értékkel vették figyelembe. Ez megegyezik azzal, mintha a foldmi szintjét egy
alland¢ fuggbleges nyomaseértekkel terhelnénk.

Réteg k,, [MN/m] k., [MN/m]
Als6 alap 3,6*101 3,1*10°
Féldmi 1,6*10° 2,9*10°
2. tablizat

A szemcsés rétegek modellparaméterei [Dondi és mtsai; 2007]

A palyaszerkezetet két kor alaku - szemcsékbdl felépitett - tarcsan keresztll terhelték. A
tarcsak kozotti tavolsag 10 cm volt (ikerabroncs). Mindegyik tarcsat 30 kN er6é (V)
terhelte, sugaruk pedig 0,109 m-re adddott az alabbi képlet alapjan (17. abra):

R= [N/ (mp)]* (70)

ahol a p keréknyomas 8 bar volt.



17. abra
A szemcsékbdl allo terhelési feliiletek [Dondi és mtsai; 2007]

A tanulmanyban bemutatott DEM modell segitségével lehet6ség nyilik arra, hogy a
palyaszerkezet viselkedését dinamikus terhelés hatasara vizsgaljuk. A id6
figyelembevételévé a palyaszerkezetek leromlasi folyamata is jobban megérthet6 a
terhelés nagysaganak, sebességének és ismétlédési szamanak fliggvényében (pl.
keréknyomképzddés).

A diszkrét elemes modell fellletén atadott terhelés hatasara - a szemcsék kozott -
kialakul a kapcsolati er6k hal6zata. Az id6ben vizsgalva a folyamatot megfigyelhetjuk,
hogy a legnagyobb erék a burkolat fellletén - az ikerabroncs alatt - jelentkeznek, majd
sugariranyban terjedve oszlanak el az egyes rétegekben a mélységgel aranyosan. A
rendszerben kialakuld elmozdulasokat és fesziltségeket a z-x szimmetria sikon a két
terhelési felllet k6zépvonalaban vizsgaltak részletesen (18. abra, 19. abra). Az aa sik az
ikerabroncs és az aszfaltréteg, a bb sik az aszfaltréteg és a szemcsés alapréteg, a cc
réteg pedig az alapréteg és a foldmi kozott van értelmezve. A DEM modellel kapott
eredményeket a mar emlitett BISAR program segitségével ellenérizték. A felépitett
szerkezet BISAR-ban alkalmazott modellparamétereit az 3. tablazat mutatja be. A
legutolso réteg - a végtelen féltér - nagyon magas Young-modulussal és Poisson-féle
tényezbvel szerepe, hogy a BISAR modell j6l egyezzen a DEM modell peremfeltételeivel.
A DEM modell esetében az elmozdulasokat és feszlltségeket a réteghataroknal nem
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lehet pontosan meghatarozni, ezért a hatar feletti és alatti rétegek eredményeit
egyuttesen kell értelmezni.

Réteg Vastagsag, [m] Young-modulus, [MPa] Poisson-féle tényezd, [-]
Aszfalt 0,23 2200 0,35
Alsé alap 0,30 800 0,45
Foldmi 0,05 150 0,47
Végtelen féltér - 1012 0,50
3. tablazat

A BISAR programban hasznalt rétegparameéterei [Dondi és mtsai; 2007]

A szimulacio lefuttatasa alapjan elmondhato, hogy a DEM és a BISAR modellek hasonlé
eredményeket szolgaltattak. Az elmozdulasok és feszlltségek eloszlasa mindkét
szamitasi modszernél azonos trendet mutattak. A legjobb egyezést a bb sikon
tapasztaltak, szemben a cc sikkal. Ezt a szemcsék beékel6désébdbl szarmazé hatasnak
(interlocking effect) tulajdonitottdk. Az alakkal zaras mértéke figg a szemcsék
nagysagatol és eloszlasatol. Mivel a foldmU réteg azonos nagysagu szemcsékbél all, ez
csOkkenti a beékel6dés mértékét és igy a rétegek egyuttdolgozasat is.
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18. abra
Fliggdleges elmozdulasok a réteghataroknal [Dondi és mtsai; 2007]
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19. abra
Nyomofesziiltségek eloszlasa a réteghataroknal [Dondi és mtsai; 2007]
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20. abra
Fesziiltségek a terhelések tengelyében [Dondi és mtsai; 2007]

A palyaszerkezet viselkedését a terhelési fellletek tengelyében a z-y sikban is
elemezték. A DEM modellbdl levezett 0 ,,, 0., és T,, fesziltségértékeket az 20. abra

mutatja be. Lathatjuk, hogy ebben az esetben is j6 egyezést talalunk a BISAR
programmal. A tanulmany alapjan a kdvetkezd fébb megallapitasokat tehetjik:

* A palyaszerkezeti rétegeket alkotd szemcsék felskalazasaval
csokkenthet6 a szamitasi idé anélkul, hogy a numerikus eredmények romlananak.
Osszehasonlitva a BISAR és DEM rendszereket, megallapithatd, hogy az adatok jo
egyezeést mutatnak, igy mind kvalitativ és kvantitativ. médon is kiértekelheték az
eredmények. Mig a BISAR az elmozdulasok és feszultségek ,atlagértékével” szamol,
addig a DEM ,csucsértékekkel” dolgozik, ami jobban megfelel valésagnak.

e A DEM alkalmas valos jelenségek és igy utpalyaszerkezetek modellezésére is,

nagymértékben

lehetséget biztosit altalanos kdvetkeztetések levonasara. Viszont komoly nehézséget
okoz a megfelel6 modellalandok meghatarozasa. A mikroszkopikus és
makroszkopikus paraméterek dsszevetése a szakirodalomban fellelt és laboratoriumi
mérésekkel igazolt eredményekkel nem egyszeri feladat. A probléma csak intenziv
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kisérleti és kutatasi tevékenységgel oldhaté meg.
e A DEM mbdszerek hatranya, hogy nagy szamitasi kapacitast igényelnek,
hosszadalmas folyamat a modellek értékelése és ellenbrzése.

5. Osszefoglalas

A bemutatott tanuimannyal az els6dleges célunk az volt, hogy a diszkrét elemes
modellezés elvét (annak veégtelen merev elemeket alkalmaz6 specialis valtozatat) az
érdekl6dé mérndkok szamara Osszefoglaljuk. Az alapelvek ismeretében reményeink
szerint barki képes lesz sajat egyszerl merevelemes (BALL-tipusu) DEM modelljét
megalkotni, akar sajat programozas utjan is. Ez utdébbi célt komolyan gondolva,
elkezdtik egy ingyenes és nyilt forraskddu DEM rendszer alapjait lefektetni ,DEMeter”
néven, melynek fejlesztésébe barki belefolyhat, annak megoldasait atveheti. A fejlesztés
még kezdeti fazisban van, de amint elkészill az els6 mikddékepés valtozat, azt az Utiigyi
Lapok oldalain kdzre fogjuk adni.

Ismerteténkben kitértink a hajlékony utpalyaszerkezek DEM alapu modellezésére a
PFC szoftver felhasznalasaval. Igaz csak felvazoltunk egy lehetséges megvalésitast,
mégis abban bizunk, hogy egyre tobb kutaté mérndk fogja a rugalmas utburkolatok
viselkedését ezzel a mddszerrel tanulmanyozni. Réviden bemutattuk a PFC szoftvert
felépitését és mikodési elvét, remélve azt, hogy segiti az érdeklédbket az elindulasban.
Természetesen cikklink nem térhetett ki mindenre, mivel a téma jelenleg is intenziven
kutatott. Azoknak, akik mélyebb ismeretekre szeretnének szert tenni, azt ajanljuk, hogy a
cikkunkhoz felhasznalt irodalmakat tanuimanyozzak at. Kiemeljuk ezek kozil Mészoly
[1999], Nasztanovics és Fustos [2000], Téth [2004], Bagi [2008], Fischer és Horvat
[2010] magyar nyelvi munkait.
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