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Spline fiiggvények torténete és faipari alkalmazasuk
. rész

POLGAR Rudolf!, PASZTORY Zoltin'

1Nyugat—magyarorszégi Egyetem Simonyi Kéroly Kar, Innoviciés Kézpont

Kivonat

Ez a tanulmdny a spline figgvények feltalalasaval, torténetével, fajtaival és alkalmazdsukkal kap-
csolatos sorozat masodik része. A spline-okat elsédlegesen mérnoki feladatok és problémék meg-
oldésira fejlesztették ki. A spline médszerek konnyl kezelhetSsége viszont megnyitotta az utat
specifikus spline médszerek kifejlesztésére. Az els§ részben idttekintettiik a spline fliggvények
torténetét és fajtdit, e cikkben pedig a spline alkalmazdsokra fékuszdlunk. Tobb példan keresztiil

igyeksziink bemutatni a spline-ok ipari, kiilénds tekintetben a fa- és butoripari alkalmazdsokat.

Kulcsszavak: spline, Bézier-gorbék, approximacié, interpolaciés spline

History of Spline Functions and Application in Wood
Industry

Part 2

Abstract

This is the second paper related to the invention history types and application of spline functions.
Splines were developed mainly for solving engineering problems. Their easy way of handling
opened new possibilities for the development of specific spline methods. The first paper discussed
the history and types of splines while the present paper focuses on the applications of spline.

Several industrial examples are shown. especially ones related to the wood and furniture industry.

Keywords: spline, Bézier spline, approximation, interpolation spline

Jelentdsebb spline modszerek és alkalmazasi teriileteik

A spline fiiggvények alkalmazhatésdgat a szamitastechnikai fejlédés nagyban elésegitette, a nagy mive-
leti kapacitdssal és a kivalé megjelenitési technikdkkal. Ennek készonhet8en a spline figgvények alkalmaza-
sa egyre szélesebb korben terjed el és az alkalmazasuk is egyre ,felhasznalébardtabb” format 61t (Schumaker
2007). Az egyre szélesebb kort alkalmazds magiban foglalja az esztétikai szempontokat kiemelten kezeld
formatervezést, a szemnek kellemes litvinyt nyujté ivek kialakitasat, de kiterjed mérnoki és tudomadnyos
célokra is, mint pl. az L-spline hasznélata az elektrosztatikai és -dinamikai rendszerek toltéseloszlds vizsga-
latiban, a Poisson-egyenletek Green-fiiggvényekkel térténé megoldasinal (Schumaker 2007) (w1).

A mérnoki gyakorlatban sokszor a kiegyenlits spline-okat alkalmazzik a mérési eredmények simitd-
sara. Azt keressiik, hogy az egyik viltoz6 kilonbozs értékeinek hatdsdra a folyamat mds viltozéi milyen
értékeket vesznek fel. A mérnoki gyakorlatban a vizsgilt folyamat determinisztikus jellege miatt a valtozok
kozotti kapesolat léte és a kapcsolat fiiggvényszerd volta elfogadott.

Ebben az esetben a kapcsolatot méréssel igyekeznek feltirni. A méréseket gyakran hiba terheli, igy (két
véltozot tekintve) nem a mérési pontok Osszekotése-interpolaciéja, hanem a pontok kozott haladé ,ki-
egyenlit6” grafikon ad helyes tajékoztatdst a két valtozé kapcesolatardl. Ekkor a ,kiegyenlits” gérbe megraj-
zoldsa vagy egyenletének meghatirozasa a méréskiértékelés célja. Ilyen tipusu kérdések kezelésére alkalmas

a kiegyenlit8 spline médszer (Halasz és Huba 2003).
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A kiegyenlité spline médszer geodéziai alkalmazdsanak jelent8s magyar vonatkozdsai is vannak. A méd-
szert Zavoti Jozsef vezette be, aki korat megel6zve els6ként mar 1979-ben a Fold felszinének modellezésére
hasznilta, és nagyon j6 eredményeket ért el (Zavoti, 1979, 1980, 1982, Somogyi és Zavoti, 1981).

A simité spline a statisztikdban a regresszié szamitds vagy regresszié analizis sordn két vagy tobb
sztohasztikus viltoz6 kozott fenndllé kapcsolatot modellez. A regressziés modell tulajdonsigai alapjin
megkiilonboztetlink linedris, illetve arra visszavezethetd, és nemlinedris regressziot. A legjobban illeszkedd
regresszios gorbe meghatirozasit leggyakrabban a legkisebb négyzetek médszerével hatdrozzik meg.

A spline-ok j6 tulajdonsdgaival 6tvozve a legkisebb négyzetek médszerét egy olyan regresszié-szamitasi
modszerhez jutunk, ahol a gorbét6l megkovetelhetjik a ,legkisebb gorbiiletek felvétele” tulajdonsdgot is.
E;lhhez meg kell adnunk a

z(}’i —g(x)" + ijn(g”(x))zdx - min [1]
i=0 X0

sz€lsérték feladat megolddsit, ahol a A-t simitdsi paraméternek nevezziik. Az elvet de Boor altaldnositotta, fi-
gyelembe véve a regresszié gorbe és adatok szérassal valé korrekciéjit, illetve az illeszkedés rendjének valasztdsi
lehetGségét:

n 2 Xn
pz (yl——g(xl)> +(1- p)f (g”(x))zdx - min (2]
i=0 G *o

ahol a p paraméter a simitasi faktor.

A fenti széls6érték feladatok megolddsit nevezzik simitd spline-nak.

A k-spline médszert 2008-ban Cudby publikilta (Cudby 2008). A médszert fabél épitett csonakok és jachtok
tervezésére fejlesztették ki, mellyel a késbbiekben még foglalkozunk. A k-spline tipikusan hajétervezésre kifejlesz-
tett spline médszer. A hajétestnek mind a vizbe mertils, mind a viz feletti részét széles korben lehet varidlni (1. dbra).

Fontosabb alkalmazasi teriiletek
Talin mdr nincs is olyan 4g a matematika tudomdnydn beliil, ahol ne kapna szerepet a spline (geometria, ana-
lizis, funkciondl analizis stb.) A szamitégépes grafikinak jelentds, mar-mar kihagyhatatlan szerepldje. A dizédjn/
tervez$ (CAD) és a mérnoki szdmitdsokat végz6 (CAE) rendszerek szereplje. Kevésbé ismert, de a ,truetype”
fontkészlet is a spline-oknak kdszonheti 1étét, egész pontosan a Bézier- és a racionalis Bézier-gorbéknek.

A bankszektor a hozamgorbe-szdmitas, a kiilonb6z4 lejaratd, de azonos kibocsatétél szarmazé hitelpapirok
hozamiét mutat6 és 6sszekotd gorbék teriiletén haszndlja a spline-okat. A hozamgorbe szinte minden esetben
az dllampapirok hozamgorbéjét jelenti. A normdl hozamgérbe egy névekvd fiiggvény, mivel az egyre hosszabb
lejarata kotvények egyre nagyobb kockizati prémiumot tartalmaznak (hosszabb lejaratd kotvények magasabb
hozamot fizetnek). A hozamgorbe viltozdsit sokan figyelik, mint a gazdasig virhaté viltozdsainak el6jelét.
Egy normélbdl kiegyenesed vagy inverzzé valé gorbe rossz eldjel. A hozamgorbe kisimuldsit flattening-nek,
meredekebbé véldsit steepening-nek nevezik a kot-

z
vénypiacon.

A kockézati prémium meghatirozdsinak nap-
jara az alapkezelé harmadfoku spline médszerrel
hozamgorbét illeszt, a magyar dllam altal kibocsé-
tott fix kamatozdsa allampapirok legjobb vételi és

eladdsi drfolyamdnak szamtani dtlagit felhaszndlva | -
(Koppanyi 2009). In i

T6zsdei elbrejelzések vizsgilata: az elrejel-

» =

zés lehet kvantitativ és kvalitativ, azaz a szdmokon

alapuld, illetve mindségi. Ezek kozil a kvantitativ —

elérejelzések az objektivebbek. Attdl fiiggden, hogy . . o .
. , j 3 o0 . 1. dbra Hajé meriilési keresztmetszet és sziikséges paraméterek a

az adott jelenség okdt vagy a multbeli értékeit te- )
. . - re .. k-spline-hoz
kintjuk a vizsgilat alapjanak, beszélink kauzilis . o ) )
L , h 1. , Figure T Parameters for k-spline in the immersed cross section of

vagy projektiv médszerrdl. A kauzilis médszerek az e boat
€ boa
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idésorokat haszndljdk fel, a multbol (mint egyetlen vizsgalt valtozébol) indulnak ki, azt vizsgiljak, majd pedig
annak felhaszndldsival prébdlnak a jovére vonatkozé prognézisokat adni. Mig a projektiv médszerek egyik
csoportja szerint elfogadhaté minden elére elrendelt determinisztikus id8sor elemzés, addig mas médszerek
szerint nem elegendd a tendencidk automatikus jovére valé kivetitése, mint példdul a kiegyenlitd eljards, szto-
chasztikus id&sor elemzés AR, MA, ARMA modellek (Bajcsay 2012).

A spline-ok felhasznildsa a determinisztikus trendszamitisban a hagyomanyos fiiggvényformdk illesztését
helyettesiti, a polinomidlis trendekkel szembeni ismert elénye miatt (2. dbra) (Polgarné 2011).

Az idéjaris, vizillas-elSrejelzés tertiletén a tézsdei vizsgdlatokhoz hasonlé kobos spline illesztéssel tortén-
nek a becslések, elsédlegesen simité spline-okkal.

Vasutépités, hibalokalizdlds sordn a vasuti pélyatervezésben hdrom klasszikusnak nevezhets {8 tervezési
gorbét alkalmaznak az dtmeneti ivekhez (egyenes és korives szakaszok dsszekotése): klotoid iv, koszinusz iv és
szinusz hiperolikusz iv. A mozgidsgeometriai jellemzdk vizsgilata a negyedrend momentumok folytonossigdig
és simasdgdig lényeges. A mozgisgeometriai jellemzéket a klasszikus derivildsi szabdlyokkal nem lehetséges
szdmolni (a harmadfoka klotoid iv a leggyakrabban alkalmazott megoldas) vagy csak numerikusan lehet koze-
liteni. A klotoid iv esetén nem lehet a harmad- és negyedrendd jellemzdket klasszikus differencidlgeometriai
moédszerekkel leirni, mivel a masodrendd jellemzé linedris gorbe, azaz a magasabb rendd jellemz8k szakaddso-
sak lennének, illetve szingularitassal rendelkeznek, mikézben ismeretes és feltételezheté a mozgds folyamatos-
siga. Ezért a vizsgilat a kit(izési pontokra illeszked6 6todfokd simité spline-ok segitségével torténik, ezéltal a
negyedrendd momentumokra is becslést lehet adni.

A spline-ok segitségével megoldhaté madsik fontos vizsgilat a hibalokalizilds. A vasuti sinek a hasznalat
sordn elmozdulhatnak. A nagysebességi palydkon a kis kitérés is sulyos problémat okozhat a szerelvények moz-
gasdban (kisiklds). A vizsgilt és elmozdult helyeket a simité spline-okkal torténd elemzéssel lokalizélni lehet,
illetve egyuttal meg lehet adni a hiba mértékét.

Faipari alkalmazasok

A gyors és eredményes tervezés érdekében — kihasznalva az informatika robbandsszer( fejlédését — rengeteg
cél- és segédprogramot, tervezdszoftverek seregét fejlesztették ki. A kovetkezSkben a spline-technika faipari
alkalmazdsdnak néhdny példija keril bemutatdsra, egy-egy, az adott témit érint8 program emlitésével.

Terméktervezés

Ha megsziiletett az dtlet és a dizdjnt szeretnénk bemutatni, akkor tokéletes vilasztis a CAD rendszerek
hasznélata. Torténetileg az els6 CAD szoftverek 2D rajzoléprogramok voltak. Tulajdonképpen egy intelligens
rajztabla funkci6jit toltik be. Legismertebb és vilagszerte leggyakrabban hasznélt képviselSjik az asztali szd-
mitégépekre készilt AutoCAD. A Bézier-spline-oktdl kezdve a NURBS-ig, az interpoldcié és approximacié
vélasztdsa altalaban be van épitve a programokba (3. és 4. dbra). A spline alkalmazisok a legtobb esetben a
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2.dabra  Otsdfokd trend (bal oldalon) és a harmadfoka spline (jobb oldalon) dsszehasonlitdsa (Polgdrné 2011)
Figure 2 Comparison of a fifth degree trendline (left) and third degree spline (right) graphs
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dijazn terén jelennek meg az tlébutorok esetében, igy a 3. és 4. dbran lithaté ivek tervezésénél hasznéltik a
spline figgvényeket.

Kiilon kiemelend6 egy soproni formatervezé mivész- és mérnokhallgaté sikere a spline-okkal torténd ter-
vezésben. Tari Attila, a NymE SKK volt hallgatéja hypo-Spline fantizianévvel egy ergonomikus kialakitisu
szamitégépes termindlt fejlesztett ki (5. dbra). Terméke a kényelem és funkeié pdrositdsa, mellyel 2008 6ta szd-
mos dijat elnyert. A termék célk6zonsége az irodai munkét végzsk csoportja, azok a felhasznalok, akik naponta

8-10 6rit hasznaljak a szamitégépet (Tari 2008).

Faszerkezetek mechanikai és statikai vizsgalata VEM segitségével (ANSYS)

Az utébbi évtizedek egyik legldtvanyosabban terjedd, nagy hatékonysagu szdmitdstechnikai médszere a véges-
elem-médszer (VEM). A mérnéki tervezé munkaban hatékonysdgdra valé tekintettel kitlintetett szerepet vivott
ki (Paczelt és tsai. 2007). Az informatikdban bedllé gyors fejlédés, a szamitogépek kapacitdsinak, sebességének

~

/
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y

3.abra Ulgbutorok tervezése NURBS, illetve spline segitségével (w4)
Figure3  Design of chairs

4,abra Lépesok tervezése és egy megvaldsitott modell
Figure4  Design of stairs and an implemented model
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5.abra A hypo-Spline szék terve és a tervez$ a megvaldsitott termék hasznilata kozben
Figure 5 The design of the hypo-Spline chair and the designer using the product

nagymértéki novekedése és a grafikai miveletek megszervezhetGsége a fizikai jelenségek kordbbi években még
nem litott bonyolultsigi modellezésére, gyors szamitdsokra, az eredmények sokoldald analizaldsdra adnak médot.

A VEM numerikus médszer parcidlis differencidlegyenletek (PDE) kozelité megoldasira alkalmas. Alapvetd-
en a linedris spline adja a szdmitdsok alapjit, de vannak magasabb (de nem nagy) fokszdmua modellek is. Els6 1épés-
ben a PDE rendszert energetikai egyenletté alakitja, majd egy diszkrét racson vett funkciondl minimalizalds utan,
a linedris algebra eszkozeivel nagyméret( linedris egyenletrendszer megolddsit teszi sziikségessé. A rdcson kapott
fuggvényértékekbdl ezutin egy geometriai modellt allit el§, szintén alapvetSen spline technikédval (altaldban kobos
vagy linedris). A VEM szdmos CAD/CAE tipusa program alapjit képezi, egyik neves képvisel6je az ANSYS.

Az ANSYS egy itfogé szimuldcids szoftvercsomag, mely a fizika minden teriletét dtoleli, lehetdséget biz-
tosit valamennyi, gyakorlatban eléfordulé mérnoki szimuldciéra, melyet a tervezési, fejlesztési folyamat megko-
vetel. A Szimuldcié Alapa Termékfejlesztés 4j szintre emeli a mérnoki szimulaciét — az ANSYS dltal nyujtott
lehet6ségek a benne rejlé tudasmélységgel és tuddsszélességgel, a paratlan kapesolt fizikai lehetéségekkel ki-
emelkeddek (w5). Az elényok kiterjesztik a miszaki tervezés lehetSségeit, fokozva ezaltal a hatékonysédgot és az
innoviciét, csokkentve a fizikai korldtokat, és biztositva olyan tesztek, kisérletek elvégzését is, melyek masképp
koltséghatékonyan nem lennének megvaldsithatéak.

A végeselem-programok nemcsak ldtvinytervet nydjtanak, hanem pl. statikai (és egyéb fizikai) szdmitdsokra
is alkalmasak. Az eredményt mind szimszerdien, mind grafikusan megjelenitik. A teherbirast a szinezés alapjin
konnyen ellendrizhetjik (5. dbra).

Hajotervezés

Végiil visszaérkeztiink oda, ahonnan a spline médszer fejlesztése elindult: a hajétervezéshez (6. dbra). Nap-
jainkban is legaldbb ugyanannyira fontos, hogy gyors, fordulékony, konnytszerkezetd, nagy teherbirdsa hajok,
csénakok késziiljenek, mint az elmult évszazadokban. A fibdl épitett konstrukciék ma is a legszebbek. Legjobb
példa erre Cudby 2008-ban kidolgozott spline elmélete és a segitségével megépitett csonakja. Nagyobb hajok
tervezésében a T-spline-ok kapnak kiemelt szerepet (7. dbra).

Osszefoglalas

A leirtakbdl kideriil, hogy immar szdmos teriileten alkalmazzék a kiilonféle spline médszereket, és az alkal-
mazdsi teriiletek szdma folyamatosan bévil. A faipari terméktervezésben, -fejlesztésben és -kivitelezésben is
szerepet kap kozvetlen vagy kozvetett médon a spline-ok alkalmazésa. Az elért sikereken felbuzdulva, korunk
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modern tervezési technikdinak és mddsze-
reinek megismerési lehet8ségét szem el6tt
tartva fontosnak tartjuk, hogy a felsGoktatds-
ban tanulé mérnok-, miivész- és informati-
kushallgaték képet kapjanak, kaphassanak a
spline-okrdl és azok alkalmazasi lehetdsége-
ir6l. Azonban a spline fiiggvények nem csu-
pan mint mérnoki eszkézok alkalmazhatéak, 1
hanem a tudomdnyos kutatdsban is megol-

dasi lehetdségeket kindlnak.
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projekt keretében, az Eurépai Unié timoga-
5.abra Hidtervezés ANSYS-szel (w5)

tisdval, az Eurépai Szocidlis Alap tdrsfinan-
Figure5 Bridge design by ANSYS (w5)

szirozédsaval val6sult meg.
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