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Spline fiiggvények torténete és faipari alkalmazasuk
. 1ész
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Kivonat

Tanulmanyunkkal szeretnénk bepillantdst adni a spline fliggvény felfedezésének torténetétdl a
jelenleg alkalmazott médszerekig. Elsé cikkink foglalkozik a spline fiiggvények feltaldldsdval és
az elmult évszazadokban tortént fejlédésiikkel. A litszolag szaraz matematikai képletekben meg-
jelend fiiggvények nagyon gyakorlatias megoldasok, éppen ezért a mai terméktervezés egyik £6
eszkozei. A kiilonbo6zd spline tipusokat mutatjuk be, mint a Bézier-spline, az interpoldciés spline,
a B- és a T-spline, valamint a NURBS feliiletképzési modszerek. Az elmult évtizedekben fokozé-
dé ipari verseny és az informatikai technolégidk fejlédése kedvezd kornyezetet biztositott a spline
fiiggvények fejlédéséhez és széleskort alkalmazasihoz. Jelen cikk megadja a spline fiiggvények
matematikai formuldit a hasznositds szimdra, a kévetkez8 cikk pedig az ipari alkalmazasba, ki-

emelten a faipari alkalmazdsokba ad betekintést.

Kulesszavak: spline, Bézier-gorbék, approximicid, interpoliciés spline

History of Spline Functions and Application in Wood
Industry

Part T

Abstract

In our studies we try to give an insight into the development of the spline functions and their
applications from the invention of this tool. This first paper explains the invention and development
of the spline functions during the past centuries. The seemingly abstract functions appearing in
the form of mathematical formulae are very practical solutions and are the main tool in today’s
product design. The different types of spline are shown such as the Bezier, the interpolations,
the B-spline, the T-spline and NURBS solutions for defining surfaces. The increasing industrial
competition and development of information technology provided a favourable environment
for development and wide utilization of spline functions in the last decades. This article gives
the mathematical forms of splines for utilization and the next article will show the industrial

utilization, especially the utilization in wood industry of spline functions.
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Bevezetés

A tudomidny szerepe az emberi tdrsadalomban az ismeretek megszerzése és bdvitése, tigabb értelemben
pedig ezen ismeretek alkalmazdsdnak lehetévé tétele, annak érdekében, hogy egészséges, élhetd és fenntart-
haté kornyezet alakulhasson ki. A tudomany egyik hajtéereje — az emberi kivancsisdgon feliil — a gazdasigi
fejlédés és manapsig egyre inkdbb a kdrnyezet megévisa. Ezen célok megvalésitisihoz jarulnak hozzd a
tudomdnydgak a természeti torvényszertségek felismerésével, azok leirdsdval és alkalmazdsaval.
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A spline fuggvény felismerése tobb évszdzada na-
gyon gyakorlatias céllal tortént, és hosszui ideig csak
csekély mértékben foglalkoztak vele, mondhatni alig
alkalmaztik. Az ipari igények novekedésével kertilt
Ujra felszinre és a spline fliggvények alkalmazasinak
kulonféle fajtdit dolgoztik ki és ma is folyamatos fej-
16dés jellemzi. A szamitistechnikai héttérrel timoga-
tott kozelitd eljardsoknak ma elengedhetetlen kelléke.
A spline fliggvények segitségével adott pontokon at-

mend vagy azokat a legjobban megkézelitd gorbéket

lehet rajzolni. Ezek a gorbék valamilyen cél szerint

idedlis gorbenek nevezhetdek vagy 1gyekeznek azt a 1.dbra A rekonstruilt Vasa hadihajé (Stockholm, Vasa Muzeum)

Figure 1 'The reconstructed Vasa warship (Vasa Museum,
Stockholm)

lehetd legjobban megkozeliteni. A spline hasznélata a
hajétervezésben és -épitésben kezdddott, még akkor,
amikor a csénakok, hajék és hadihajék fabol késziiltek.

Torténete egy balsikernek kdszonhetd, az un. ,svéd Titanic”-nak. A ,Vasa” hadihajo, II. Gusztav svéd ki-
raly megbizdsibdl készilt el, melyet a Balti-tengeri er6demonstracié miatt készittetett, az akkori klasszikus
hajéépitési szokdsoknak megfeleléen. Akkoriban ugyanis a hadi igényekhez igazitottik a hajék tulajdonsagait,
mint példdul a raktér nagysdga, és a tervek alapjin munkaltik meg az elkészitésre szant fit is. A kapacitds
novelésével a hajok lomhasdga is megnétt, igy hidba birt el tobb fegyverzetet, ha nem tudta megfelelden a
palyéjat korrigalni, esetleg billegett a nagy sulytol a fedélkozben vagy a fedélzeten. A , Vasa” (1. dbra) — kord-
nak legnagyobb fegyverarzenallal rendelkezd hajéja volt — méreteihez képest tl nehéz és instabil lett. 1628.
augusztus 10-én futott ki a tengerre, de 1300 méterre a partoktdl elstllyedt (wl). A kudarc okan a kiraly el-
rendelte egy modern hajéépitési eljards kidolgozdsit.

Az 4j technoldgia és eljards segitségével méretiikhoz képest fordulékony, gyors, nagy raktirkapacitdsu, és
legt6képp stabil hajokat hoztak 1étre. A technolégia alapotlete egyszert és zsenidlis: ne a hajé terve késziiljon
el el6szor és készitsiik el fabol, hanem elGszor vizsgaljuk meg, hogy mit tud maga az épitSanyag — jelen esetben
a fa —, és ehhez igazitsuk a terveket. Igy taldltak fel a spline-t, a hajotervezési vonalzét. Ennek segitségével
tervezték meg az ives részeket. Az eszkoz kitaldléi nem is sejthették, hogy taldlmdnyukat tobb mint 300 év
mulva a jirmdipar fogja ismét felfedezni, Gjragondolni. A XX. szdzad kézepén a matematika és fizika igazolta,
hogy az eszko6z tobb szempontbdl is idealis.

Spline vonalzo

A spline az a segédeszkoz, ami rugalmas fdbél,
illetve az 1960-as évektdl kezdve acélszalbdl késziilt
(2. abra). Két végén rogzitett, kozepén sulyokkal
vagy kitimasztassal terhelt. Ezt a vonalzét hasznal-
tik csénak- és hajéépitésben. A spline fiiggvényeket
akkoriban még nem tudtik matematikailag leirni,
de érzékelték, hogy az ivesre hajlitott vonalzé a kii-
16nb6z6 gorbiileti iveket vagy gorbét egyenessel, t6-
réspont nélkil illeszti egymashoz. A mai matemati-
kai eszkozok és ismeret mar lehetévé teszi, hogy a
spline figgvényt egzaktul leirjuk és az informatika
segitségével a szdmitdstechnikdval timogatott ter-
méktervezésben alkalmazzuk. A szdmitégép mar
természetesen a fliggvény matematikai alkalmazd-

saval rajzolja ki a gorbét.

A kozegellendllas lekiizdésében nagy szerepet jat-
szanak a segitségével rajzolt gorbék, ezért napjainkban  2.dbra A spline vonalzé (w2)
a gépjarmugydrtisban is széles korben alkalmazzdk. Figure2 'The spline ruler (w2)
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A matematikai szdmitisokban és eljirasokban, az

informatikai programokban, tervezérendszerekben,

mérnoki feladatok és problémak megolddsaiban a

spline ugyanazt a szerepet tolti be, mint a hajokészi-

t8k esetében. Meghatdrozott feltételek mellett alkal-
o

masan illeszkeds, ,szépen simul6”, csatlakozé gorbe-
sereget ad eredményul.

Modern kor
A spline matematikai Gjbéli felfedezése Loba-

csevszkij nevéhez flzSdik, aki egy specidlis ese- 3 ibra Citroén DS 21 Pallas
tet vizsglt a XIX. szdzad mdsodik felében. Az €ls6  Figure3  Citrogn DS 21 Pallas
név szerinti emlités Schoenberg munkdssigdban
(Schoenberg, 1988) jelenik meg, aki statisztikai ada-
tok simitdsara hasznélta a specidlis masodfoku és har-
madfokd spline-jait. O vezette be a ,perfect spline”
fogalmat, azaz azon m-ed foku spline-ok osztilyit,
amelyek -ed rendd derivéltja a +1 vagy —1 a cso-
moépontokon (,knots”) és eldjelet vilt minden cso-
moépontndl. Napjainkban is hasznalt eljards széls6-
érték feladatok megolddsaiban (,extrenal problems”)
(Schoenberg 1971).

A spline népszertsége bs évtized elteltével ugrott

meg igazan, az autéiparban két egymadstol figgetleniil
dolgozé tervezének készonheten. Paul de Casteljau ~ 4.abra  1961-62 Renault 3

(matematikus, fizikus) a Citroén fejlesztjeként és  Figure4  Renault 3 1961-62

Pierre Bézier (mérnok) a Renault vezetémérnoke-

ként dolgozott ki egy, a sok alapponthoz illeszked§ grafikus eljarast. 1959-ben de Casteljau grafikus spline el-
jarast készitett, mely napjainkban is a nevével fémjelzett és haszndlt algoritmus (3. és 4. dbra) (Casteljau 1959).

Bézier a fuggvényanalizis eszkozeivel, a kontrollpontok konvex kombindcidjaval, kivinsdg szerinti m-ed
rendd gorbét hozott létre. Eljarasit mar 1960-ban alkalmaztik a tervezdasztalon, de a titkositisok miatt csak
két év mulva jelenhetett meg tudomanyos folyéiratban.

A spline a jelenleg hasznalt formdjit, bazistiiggvényeit Carl R. de Boor matematikusnak kdszonheti. De
Boor az 1960-as években a General Motors-ndl dolgozott, ahol talilkozott de Casteljau és Bézier mun-
kassdgaval. Felfedezte a két eljards kozotti rokoni kapcsolatot, és megalkotta a neves B-spline-okat. 1965-
ben Garrett Birkhoff matematikussal (Harvard) kozos cikkiikben a ,Picewise polynomial interpolation and
approximation” cimmel jelent meg (Birghoff és Boor 1965) a B-spline alap polinomok és azok Bernstein
polinommal valé leirdsa. 1966-t6l kezdve olvashatunk 6ndllé fogalomként haszndlva, ,spline”-os cikkeket.

A spline-ok tipusai

Spline alatt szakaszosan polinomokkal leirt gorbesereget vagy fliggvényt értiink. Az m-ed foka spline-ban
legteljebb m-ed foku polinomok csatlakoznak egymdshoz. Az esetek tobbségében nemcsak a folytonossdgot
irjuk el8, hanem akér az (m-1)-szeri folytonos differencidlhatésdgot is. Gyakran hasznalt tipusai a szakaszon-
ként elséfoka (linedris) és harmadfoku (k6bos vagy kubikus) spline-ok. Ritkdbban hasznalatosak a masodfoka
(kvadratikus) és otodfoku spline-ok.

Mozgisok vizsgilata esetén a spline fizikai értelmezése megtfelel annak, hogy ne csak a palya legyen foly-
tonos, hanem a sebesség és gyorsulds értékei is folyamatosan véltozzanak. Mechanikai, statikai vizsgalatok
esetén ugyanez mondhaté el a fesziiltségvizsgilatra, mérnoki-grafikus tervezéseknél a gorbiletvéltozasra.

A célfeladatok megoldasai mellett leggyakrabban a szdmitogéppel segitett tervezésben (CAD rendszerek)
és a szamitégépes grafikiban hasznéljak. Pontossaga, stabilitdsa és konnyd algoritmizalhatésdga miatt bonyo-
lult formdkat is j6l lehet kozeliteni vele.
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A spline-okat a grafikus dbrdzolds mellett interpoldciéra, approximaciéra és robusztus becslésekre is alkal-
mazzik. A szakaszonként illesztett kisebb fokszdmu polinom sereg rugalmasabb médosithatésigot tesz lehe-
t6vé, a kapott gorbék és feliletek meglehetSsen simék.

Feladattdl fiigg6en vélaszthatunk globdlis vagy lokélis viltozast figyelembe vevd spline-okat. Lényeges elem
a médszer haszndlatakor a peremfeltételek megaddsa. Tudnunk kell, hogy zért gorbérsl vagy esetleg periédusos
problémardl van-e sz6. Nem zdr6dé gorbék esetén a fokszdam és a folytonossigi igények fiiggvényében megfe-
lel§ zarasi teltételeket kell valasztanunk.

A tovibbiakban réviden bemutatjuk a spline-ok hdarom leggyakrabban hasznalt tipusit. E16sz6r a klasszikus
Bézier-gorbéket, amelyek els6ként kertiltek alkalmazasba, mint gérbeapproximaciok. Mésodjira az interpold-
ci6s spline-okat targyaljuk, majd pedig érinteni fogjuk a statisztikai médszerek és spline-ok 6sszefonddasat.

Bézier-gorbék

A gorbeapproximéciok a szamitégépes grafika nagy fejezetét jelentik. Az approximacidk alapfeladata, hogy
adott pontokhoz legjobban kozelits gorbét taldljunk. A gorbének nem kell feltétleniil dtmennie a megadott
pontokon, vagy olyan igény is felmerilhet, hogy a fiiggvény ne érintse a megadott pontokat vagy a lehetd leg-
kevesebben menjen at.

A figgvény approximécickndl egy valédi fuggvény kozelitését keressiik, melynek csupan néhdny pontjit
ismerjiik. Altaldban a fliggvény azon értékeit keressiik, melyeket pont nem ismeriink, vagy ismert pontok mé-
rési pontossdga nem ismert, illetve akdr mindkét szempont figyelembe vétele is lehetséges. Minél tobb pontot
ismeriink a figgvénybdl, nyilvinvaléan anndl pontosabb lesz az approximaécio.

Az approximicié Bézier-gorbékkel torténd megvaldsitisinal feltételezziik, hogy ismert a P, P, ..., P, ké-
zeliteni kivint z+1 darab pont és legyen t € [0,1]. A kontrollpontokhoz kézelité gorbét ekkor az

r@® =) PO 1]
i=0

osszefliggés adja meg, ahol a B]*(t) fiiggvények a Bernstein-polinomok:
B = () e -om 2]
A Bézier-qdrbe f6 tulajdonsdgai:

— globilisan valtoztathaté gorbe. Ha lokdlisan véltoztathat6vd kivanjuk tenni, akkor t6bb csoportba kell bon-
tanunk a kontrollpontokat és a csatlakozasi feltételek ismeretében kisebb fokszdmu gorbékkel kozelithe-
tiink. Ekkor a csoporton beliil globélisan viselkedik egy kontrollpont megvaltoztatisa, de az Gsszes pontra
nézve lokilis lesz a médosulds.

— (n-1)-szer differencidlhaté;

— a gorbének 7 (0) a kezds- és 7 (1) a végpontjiban megadott érintdi, melyek darabolds esetén a kapcsolédas
miatt sziikségesek
7(0) = nP, Py 7(1) = nP,_4P, [3]

— linedris precizitdssal bir;

— affin invaridns, azaz a kontrollpontok affin transzformacidja ugyanazt a gérbét eredményezi, mint a gorbe
pontonkénti affin transzformaciéja;

— nem hagyja el a konvex burkit.

A Bézier-gorbékkel kapcsolatban két £6 probléma meril fel:

so s v

2. egyenes és ,parabolaiv” modellezhetd vele, de nem tudunk kért vagy ellipszist rajzolni.
Egy lehetséges megoldas erre a raciondlis (sulyozott) Bézier-gorbe hasznilata.

A racionalis Bézier-gorbék tovabbi silyokat adnak a fliggvényekhez abbél a célbol, hogy pontosabban kozelitsék a
kivant alakot. A szimldl6 stlyozott Bernstein formaju Bézier-gorbe, a nevezd pedig Bernstein-polinomok stlyo-
zott Osszege. A raciondlis Bézier-gorbék tobbek kozott kipszelet szakaszok pontos megjelenitésére hasznalhatok.
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A w stlyok megvilasztisival van lehet8ség szabélyozni a gorbének a kontrollpontoktdl valé tavolsdgit vagy
kozelségét. Definiciéja szerint:
2 i—oWiPB[" (t) [4]

o= j=oW;B/" (t)

A szamitisokban pozitiv stlyokat szokds haszndlni, elkeriilve eziltal a szingularitdsokat.

Erdemes néhany gondolat erejéig megéllni az 7-ed fokd Bernstein-polinomok tulajdonsagainal, mivel 4l-
tala konnyebben megérthetjiik a de Casteljau-algoritmust, ami a Bézier-gorbe szerkesztésének 1épéseit irja le
a rajzasztalon.

A Bernstein-polinomok 6 tulajdonsdgai:
— B}*(t) egy n-ed foku polinom;

— n-ed foku polinomtér bazisit alkotjak, s6t normal bézis, azaz
n

B () =1 [5]
i=0 i
— minden B}*(t) polinomnak van egy maximuma a t = — helyen;
n

— n-ed foku tag rekurzivan elddllithaté az (n-1)-ed foku tagok komplex kombindci6jéval (5. dbra) (ez a leg-
fontosabb a de Casteljau-algoritmus és a Bézier-gorbék értelmezése kozott), azaz

BI'(6) = (1= OB (6) + tBI5 (6) [6]
A de Casteljau-féle szerkesztési eljards rekurziv rajzoléalgoritmusit a
PE() = (1 - PO + P (D) [7]

dsszefiiggés adja, ahol t € [0,1] mellett

— /arekurzié 1épésszamit mutatja (a £ 1-t6l n-ig megy);
— a krekurziés 1épésben i=1, ..., n-4, valamint

- Pjo ()= Pj, minden j=0,1, ..., n esetén.

Interpolacios spline-ok

Az interpolicié egy olyan matematikai médszer, amely egy fliggvény nem ismert értékeire az ismert
értékek alapjan ad kozelitést, vagy mas néven becslést. Kévetelmény, hogy az ismert pontokra illeszkedjen
az interpoldciés gorbe.

Legismertebb interpolciés eljardsok a Lagrange-féle, a Newton-féle és a Hermite-féle interpolacié. A
legnagyobb probléma veliik, hogy csak kevés pontra és legf6képp alkalmasan megvalasztott pontok esetén
adnak elfogadhat6é megoldast. Ha a fiiggvényrdl #+7 adat ismert, amik lehetnek fliggvény értékek és adott
pontbeli derivalt értékek is, akkor egy legfeljebb 7-ed foku polinomot adnak megolddsul.

Az alapfeladat kivdnalmait teljesitik a megoldasok, de sok probléma adédik velik. Tal nagy a kilen-

gésiik mar alacsony fokszdm esetén is, a médszerek

numerikusan instabilak, kis vdltoztatds esetén mdr Pl] P’

nagy eltérést mutat a két megoldas (6. dbra), rosszul P’ . P,
kondicionaltak.

Egy lehetséges moédszer a szakaszonkénti
polinomiilis interpoldcié haszndlata. Itt viszont | po
gondot jelent a csatlakozdsi feltételek teljesitése.

Gorbepont
Gondot jelenthet akdr magasabb fokszdm vélasztd- P ,
sa esetén is a flggvény elsé derivaltjanak szakadd- F,

sa, azaz a gorbén toéréspontok keletkezhetnek. Ha X o ) )
S, ; 5. abra Bézier-gorbe szerkesztése de Casteljau-algoritmussal

fontos a szdmitisban vagy tervezésben a folytonos
] ., ., , , L. t=1/3 esetén
differencialhatésag, akkor dltalaban a spline interpo- . ) ) ] )
L., j ol L j Figure 5 Construction of Bezier curve by using Casteljau
laci6 hasznalata vélik szikségessé. .
method in case of t=1/3
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6. abra Egyetlen pont megviltoztatdsinak hatdsa az interpoldciés polinomra

Figure 6 'The effect of changing one point on the interpolation polinom

A spline interpoléci6 alapja az, hogy az egész intervallumot részintervallumokra osztjuk, a részintervallumokban
pedig alacsony fokszdmu polinomokat hasznalunk. A megfelel eredmény érdekében még annak is teljestilnie kell,
hogy az intervallumhatiroknl a polinomok illesztése folyamatos legyen. Igy tobb alacsony fokszdmu polinombél
osszerakott fliggvényt kerestink ugy, hogy az adott pontokon valé dthaladds megkovetelése mellett a polinomok a
szomszédos intervallumok csatlakozdsi pontjaiban el6irt differencidlhatésagi feltételnek is eleget tegyenek.

A spline interpolacié tovibbi bemutatdsdhoz tételezziik fel, hogy a vizsgilt és keresett f{x) figgvényrél adott

[a, b] intervallum ismertek az
a=xy<x<...<x,=b [8]

felosztis melletta P; = P(x;, y;) értékek, minden i=0,1, ..., n esetén. Feltételezziik egyben azt is, hogy minden
i esetén fenndll y; = f(x;) Osszefliggés. A spline fiiggvény legyen S(x), ami az Gsszes | részintervallumon
értelmezett figgvény darabokbdl dll, amelyeket §,(x)-vel jeloliink. A spline fuggvényeknél szokdsjog alapjan
illik megjeldlni a fokszamot, ekkor az S™(x) = S(x), ahol 7 jeldli a fokszamot. Ertelemszertien hasznlt az
SM(x) = S5;(x) jelolés is.

Néhany specidlis esetben (pl. nagy tiréshatir mellett) hasznaljuk a linedris spline-okat, ami tulajdonképpen
a megadott pontokat adott sorrendben torott vonallal koti 6ssze. A bazisfliggvényei (az tn. kalapfiiggvények)

nagyon egyszerden felirhatdk:
X, — X X — Xp,

Uuy(x) = Xg, U,(X) =——mx,,_ [9]
0( ) X1 — Xg 0 n( ) Xy — Xp—1 n-1
X =X Xit1 — X
u(xX)=——x; 1+t ———x; [10]
Xi — Xi-1 Xig1 — X

minden i=7, ..., n-1 esetén,

Ekkor a linedris spline figgvény (,dongafiiggvény”)
n

S0 = ) i) 1]
i=0

alakban irhato fel.

Leggyakrabban a kobos spline-okat hasznéljak. A gorbék siman, szépen illeszkednek.

Kivinalmak a kébos spline-nal szemben:

— S(x) haladjon 4t a megadott pontokon, azaz S(x;) = y;. Ezzel egyidejtileg teljesiil a folytonossdg feltétele
is, azaz $; (X;) = Si1(X;)

— torésmentes legyen, azaz folytonosan differencidlhato, tehdt
§1() = 841 (x0) [12]

— folytonos legyen a gorbiilete, vagyis S”; (x;) = S, 1 (%)

- nem utolsé sorban eleget tesz a
Xn

(9" (x))?dx - min [13]

X0
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varidciés feladatnak, ami j6 kozelitéssel az 6sszgorbiilet minimumadnak keresésével egyenértéki, vagyis a legsi-
mébb gorbét adja. A varidciés feladatban g(x) fuggvény jeloli az f{x) figgvény interpolaciés fiiggvényeit, a va-
ridciés feladat pedig ezen figgvények koziil a minimum keresésre vonatkozé legjobb g(x) fiiggvény keresésével
foglalkozik, ami esetiinkben az §%(x) spline-t adja (természetes peremfeltétel esetén).

Az egyértelml megolddshoz sziikség van még két egyenletre, amiket a peremfeltételek valamelyikébdl kap-
hatunk meg. Ezek koziil a nevesebbek:

— természetes: S"l(a) = S"n(b) =0 [14]
— Hermite (clamped): S'1(a) = f'(a) és S',(b) = f'(b) [15]
— periodikus: S (a) = Sy(b) és S" 1 (a) = S, (b) [16]

B-spline-ok, NURBS, T-spline

Az el6z6ekben mér emlitést nyert a raciondlis Bézier-gorbe, ami képes megoldani kipszeletek approximacio-
jat. Az informatika fejlédésével minél gyorsabban szeretnénk eredményeket kapni és produkalni. Lényegessé vilt
a gyorsasig mellett, hogy kénnyen algoritmizédlhatd, j6l kondicionilt, stabil mddszerek kertiljenek kidolgozasra.

Az els6 nagy lépést Cox és de Boor matematikusokrél elnevezett médszer adta. De Boor javasolt egy algo-
ritmust arra, hogy B-spline gérbe pontot allitsunk el rekurzivan, linedris miveletek segitségével, ezzel kikertil-
ve a rosszul kondicionaltsigot. Alapjat a de Casteljau elve adja, de a Bernstein-polinomok helyett a normalizalt
B-spline alapfiggvényeket hasznaljak. A £-ad fokd B-spline gorbe definiciéja

n

P = ) PNEw) 17

alakra médosul, ahol P, -k tovibbra is a kontrollpontokat jelentik. A B-spline figgvények felirdsihoz meg kell
vélasztanunk a spline rendjét az 1 < k < n feltétel mellett, ami (%4-1)-ed foku kozelitést jelent, illetve meg
kell adnunk az uy < uy < - < Uy = Upyq = =+ = Upgpeq csomoértékeket (knots value). A normalizélt
B-spline alapfiggvények definicié szerint

1 hau; u < u;
1 _ ) 4 +1
N () = {0, egyébként,
: u—u; . Ui — U B
Ni’ (w) = —lNij 1(u) + HJ—Ni’ill(u) [18]
i+j-1 — Ui Uivj = Uit
ahol:
=2, ...k,

alaktak (0-val torténd osztds esetén 0-nak kell venni az érintett tagot).

A B-spline gdrbe tulajdonsdgai:

— lokilisan valtoztathatd, azaz a P, kontrollpontnak csak az [u;, U; 4+ | részintervallumra van hatasa;

— a B-spline gorbe (szemben a Bézier-gorbével) tartalmazhat egyenes szakaszt akkor is, ha nem minden
kontrollpontja kollinedris;

— egy (k-1)-ed foka B-spline gorbe barmely pontja a gorbe legfeljebb 4 darab kontrollpontjanak konvex bur-
kiban van. Ez a konvex burok tulajdonsag jéval szigortibb, mint a Bézier-gorbe esetén, mivel itt a gorbe a
konvex burkok uniéjdban halad;

— affin varidns;

— a gorbe legalabb annyiszor metsz egy hipersikot (2D-ben egyenest), mint a hipersik a kontrollpoligont
(variation-diminishing property).

A jelenlegi tervezési rendszerekben a nem uniform racionalis B-spline gorbék, amelynek szokdsos roviditése
NURBS (nonuniform rational B-spline), biztositjak a legtobb szabadsigot, és a legtobb alakvaltoztatasi lehe-
téséget a tervezdk szamidra. A fent emlitettek alapjdn teljesen analég médon megadhatjuk a raciondlis Bézier-
gorbéhez hasonldan a racionéli; B-spline gorbét is, melynek alakja

Y oWiPiN{(u
'F(u) — S(u) — =0 [ 2 2 ( )

19
oWy NF () )
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A w, sulyokat a szingularitisok elkeriilése végett
pozitivnak szoktak vélasztani, mivel ebben az esetben
nem csak a nem raciondlis B-spline gorbék kedvezd
tulajdonsdgait tartja meg (lokalitds, konvex burok,
folytonosan differencidlhatésdg), hanem még uGjabb
alakvéltoztatasi lehet6séghez is jutunk. A raciondlis
Bézier-gorbéhez hasonléan a w; silyokat alakpara-
métereknek nevezzik.

Kétdimenziés feladatok (feliiletek meghatdrozdsa)
esetén feltételezziik, hogy adott koordindtarendszer-
ben a vizsgilt téglalap ricson ismertek a P; kontroll-
pontok, illetve az u és v koordinatdk szerinti csoméér-

ték. Ekkor a B-spline feliiletet, vagy mds néven tenzor

szorzattal elélélli:r?tt B-spline feliiletet a NURBS - 4712, T-spline — 1109 kontrollpont
_ ks ks
S (u' 1]) - Z Z P ij N, i (u)N] (U) [20] 7.abra NURBS é¢s T-spline kontrollpontjainak 6sszehasonliti-
i=0 j=0 sa (David et al 2004)

képlet adja. Természetesen itt is értelmezziik a racio-
nilis esetet, illetve a NURBS feltleteket.
A legtjabb irdny a spline-ok torténetében a

Figure 7 Comparison of T-spline and NURBS control points
(David et al 2004)

T-spline. A NURBS feliiletekhez képest ez annyi valtozast jelent, hogy optimalizalva van a ricspontok szdma.
A T-spline nem mds, mint hidnyos rdcs struktirdn lefuttatott NURBS-nak megfelels algoritmus, melyen T-el-
agazasok keletkeznek.

Osszefoglalas

A kezdetleges spline vonalzé 6tletébdl kiindulva napjainkra kiilon tudomdnyos részteriiletté nétt a mate-
matikan belil a spline-ok elmélete. Kénnyt algoritmizalhatésdga ellenére sokdig nem tudték alkalmazni, mivel
nagy mennyiség( szdmitdst igényel. A szdmitistechnika utobbi évtizedekben torténd robbandsszert fejlédé-
sével lehetSség nyilt a Bézier-gorbék programozasitdl eljutni a jelenlegi legmodernebb eljarasok (NURBS,
T-spline) programozisdig, amelyek a hardverek fejlédésének koszonhetéen gyors szdmitist eredményeznek.
Megjésolhatatlan, hogy holnap hol talalkozunk egy Gjabb varidciéval, mivel a spline-ok a tudomany egy nagyon
dinamikus tertiletét jelentik.
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