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Az általános és négy különös Pascal-hatszög configuratiója. 
J)r. Klug Lipót kolozsvári tud.-egyetemi magántanártól. 

Előszó. 
E sorok czélja teljes és könnyen áttekinthető képet nyújtani a 

PASc«iL-hatszöggeI kapcsolatos conflguratiókról és így annak tanul­
mányozását előmozdítani, újabb kutatásokra serkenteni. 

Tudomásom szerint az utolsó nagy értekezés tárgyunkról 
VERONESE-től származik e czímen : »Nuovi teoremi suli' hexagram-
muni mysticum<', Reale Accademia dei Lincei, anno.CCXXIV. (1876—• 
1877). Értekezése felöleli a különböző folyóiratokban, akadémiai érte­
kezésekben és tankönyvekben e tárgyra vonatkozó tananyagot, de 
legnagyobb része egészen új vizsgálatokat tartalmaz. Azonban a tőle 
használt jelölés nem elég áttekinthető, úgy hogy müvének tanulmá­
nyozása nem kis fáradsággal jár. 

Jelen értekezésemben a syntheticus geometria kárára korán 
elhunyt SCHRÖTER tanárnak a »Theorie. der Kegelschnitte* czímű 
művében használt jelölést alkalmaztam, de a kis-betűket nagy­
betűkkel cseréltem lel. 

Ez a jelölés a configuratiót áttekinthetőbbé és azt is lehetővé 
teszi, hogy az itt előforduló nagyszámú pontot és egyenest tetszé­
sünk szerint kezelhessük. 

Értekezésem azonban új dolgokat is tartalmaz, melyek VERONESE 
értekezésében nincsenek meg. 

Először is a VERONESE-ÍŐI Y-nal jelölt négyoldalakat, de külö­
nösen az y-nal jelölt négyszögeket vizsgáltam meg részletesen köl­
csönös helyzetükre nézve. 
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Egészen újaknak tekintendők azok az i[Vv] conflguratiók, melyek 
a VERONESE [VV]Í configuratióival (ő [Zz]rvei jelölte) bizonyos tekin­
tetben duálisan állíthatók szembe. 

Újak egyszersmind a tizenöt D háromszögről szóló vizsgálatok, 
mely D háromszögek a VERONESE A háromszögeinek duálisan felel­
nek meg. 

Az általános PAscAL-hatszög képezte configuratiónak tárgya­
lását még kiegészítettem négy különös VAscA\,-hatszög helyzeti 
viszonyának megvizsgálásával. E hatszögeknél egyszer négy, kétszer 
négy, háromszor négy és egyszer három, végre háromszor négy és 
egyszer hat PAscAL-egyenes és ugyanannyi KIRKMAN pont egy-egy 
egyenessé, illetve ponttá egyesül. 

Ügy tudom, hogy e különös hatszögek felismerése és reájuk 
•vonatkozó vizsgalataim is egészen újak. 

Kolozsvárt, 1897 júl . 27-én. 
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I. AZ ÁLTALÁNOS PASCAL-HATSZÖGRŐL. 

Bevezetés. 
A PAscAL-hatszöggel kapcsolatos configuratiókkal számos kiváló 

geometer foglalkozott e században. STEINER1 volt az első, a ki ama 
hatvan PASCAL-egyenes helyzetét megvizsgálta, a melyeket a teljes 
PASCAL-hatszögból származó hatvan egyszerű PASCAL-hatszög nyújt, 
és azt találta, hogy : a teljes PASCAL-hatszög hatvan PAscAL-egyenese 
egymást hármasával húsz pontban, az úgynevezett húsz STEINER-
pontban metszi. 

PLÜCKER 2 kimutatta, hogy a húsz STEiNER-pont négyesével 
tizenöt egyenesen, úgynevezett STEINER-egyenesen fekszik. 

A húsz STEiNER-pont és tizenöt STEiNER-egyenes HESSE 3 szerint 
egy (154, 20s) configuralio, vagyis olyan coníiguratio, a melyet 
három, páronként ugyanegy középpontra perspectivás helyzetű három­
szög a szögpontokat vetítő három sugárral és a három collineatio-
tengelylyel együtt képez. 

HESSE,* GROSMAN5, STAUDT ° és BAUER ' különböző úton bebi-
1 Annales de Gergonne, T. XVIII, 1828. és »Systematische Entwicke-

lung ete.« 311. lap. 
2 »Ueber ein neues Princip der Geometrie«. CRELLE 'S Journal , Bd. V. 

P . 275. 
3 »Eine Bemerkung zum PAscAL'-schen Theorem«. CRELLE 's Journal , Bd. 

XLI . P . 269. 
4 »Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid«. CBELLE 'S 

Journal , Bd. X X I V , p. 40. 
5 »Ueber eine neue Eigenschaft der S'rEisER'schen Gegenpunkte«. CRELLE 'S 

Journal , Bd. LVI I I , p. 174. 
6 »TJeber die STEiNER'scken Gegenpunkte etc.« CRELLE 'S Jonrnal , Bd. 

LXII , p . 142. 
' >Ueber das PAscAL'sche Theorem«. Abhandl. der k. bayer. Akad. d. 

W. Bd. XI, 3. Abth. 1874. 
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zonyították, hogy a húsz STEiNER-pont tíz pár kapcsolt pólus arra 
a kúpszeletre vonatkozólag, a mely a FAscAL-hatszög körül írható. 
E tíz pontpárt HESSE elnevezte SimNKR-ellenpontok nak. 

Az eddigelé említett német geometerek vizsgálatait KIRKMAN, 
CAYLEY és SALMON angol tudósok újabb tételekkel egészítették ki, 
melyek olyanoknak tűntek fel, mintha az előbbiekből a dualitás 
elve szerint következnének. KIRKMAN ugyanis azt találta, hogy a 
hatvan FAscAL-egyenes egymást a húsz SxEiNER-ponton kivűl még 
hatvan pontban, úgynevezett KiRKKAN-pontban, metszi. CAYLEY 1 

kimutatta, hogy e hatvan KiRKMAN-pont hármasával húsz egyene­
sen, a húsz CAYLEY-egyenesen, íekszik ; s végre SALMON 2 bebizo­
nyította, hogy a húsz CAYi.zy-egyenes négyesével tizenöt ponton 
megy keresztül, melyeket jelenleg ÜAiMON-pontoknak neveznek. 
A húsz CAYLEY-egyenes és a tizenöt SALMUN-pont egy (20s, Í54) 
configuratio, mely duális alakzata a (154, 203) configuratiónak, s 
melyet három, páronként ugyanarra a collineatio-tengelyre perspectivás 
háromszög képez. 

Ámde a KiRKMAN-pontok, GAYLEY-egyenesek és SALMON-pontok 
nem polaris-reciprocus alakzatai a pAscAL-egyeneseknek. STEINER-POU-
toknak és STEINER-egyeneseknek a FASCAL-hatszög körül írt kúpszeletre 
vonatkozólag, sem egy más kúpszeletre vonatkozólag, a mint azt 
HESSE8 gondolta..Sőt kimutatható, hogy a KiRKMAN-pontok és PASCAL 
egyenesek még az általános reciprocus vonatkozás, a correlatio eseté­
ben sem lehetnek egymásnak megfelelők, mint SCHRÖTER * gyanítá; 
mert kimutatható, hogy négy, egymást egy pontban (FAscAL-pontban) 
metsző PAscAL-egyeneshez oly négy KJcmMAN-pont tartozik, a mely 
nem fekszik ugyanegy egyenesben. 

A teljes PAScAL-hatszögnek eddig említett tulajdonságai még 
mindig nem nyújtanak áttekinthető képet a PAscAL-egyenesek és 
KiRKMAN-pontok kölcsönös helyzetéről, mert a configuratiónak csak 
igen kis részéről szerzünk tudomást, ha azt látjuk, hogy három 

1 »8urquelques tháoremes de la geometrie de position«. CRELLE's Journal 
Bd. X X X I . und X X X I V . 

2 SALMON-FIEDLER, Analytische Geometrie der Ebene . 
3 »Ueber die Reeiprocitat der PAscAL-STEiNER'schen und KÍRKUAS-ÓAYÍKY-

SALiios'schen Satze ete.« CRELLE 'a Journal, Bd. L X V I I I , p. 193. 
* Theorie der Kegelschnitte. 1876. 218. lap. 
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PASCAL-egyenes egy Si-EiNER-ponton megy keresztül, és három KIRK-
MAN-pont egy CAYLEY-egyenesen fekszik. Ámde BAUER » kimutatta, 
hogy »tíz PAscAL-egyenes és tíz hozzájuk tartozó KIRKMAN-pont egy 
DESARGVES-configuratiót (103, 103) képez, és hogy a hatvan PASCAL-
egyenes és hatvan KiRKMAN-pont hat ily DESARGUEs-configuratióra 
bomlik«. E hat DESARGUES-configuratio pedig következő módon csatlako­
zik a STEiNER-pontokból és egyenesekből, valamint a CAYLEY-egyenesek-
bőlésSALMON-pontokból képezett HEssE-configuratiókhoz, a H = (154, 
203) és H' = (203, 154)-hez: »A H configuratio felbomlik hat teljes 
ötoldalra, melynek oldalai és szögpontjai.STEWER-egyenesek és STEINER-
pontok; hasonlókép a H' configuratio felbomlik hat teljes ötszögre, 
melynek szögpontjai és oldalai SALMON-pontok és CAYLEY-egyenesek. 
A PASCAL-egyenesekből és KIRKMAN-pontokból álló hat DF.SARGUES-
configuratio mindenike amaz ötoldalak egyike körül és amaz öt­
szögek egyikébe van beírva*. 

VERONESE 2 végtelen sok oly configuratiót [Vv]; talált, mint 
a PASCAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló, melyeknek min­
denike hatvan vi egyenest és hatvan Vi pontot tartalmaz. Mindezen 
configuratiókban a Vi-pontok hármasával a ÜAYLEY-egyeneseken fek­
szenek, és a vi-egyenesek hármasával a STEiNF.R-pontokon mennek 
keresztül, s végre mindenike e [Vv]i-configuratióknak hat DESARGUES-
configuratióra bomlik. 

A [VvJi-configuratiók azonban abban különböznek a PASCAL-
egyenesek és KiRKMAN-pontok képezte configuratiótól, hogy az utób­
biakban a hatvan PASCAL-egyenes egymást négyesével negyvenöt 
pontban (G-vel jelölendő PAscAL-pontokban) metszik, holott a [VvJi-
configuratiók vi-egyenesei ezt nem teszik. 

A végtelen sok [Vv]j-configuratión kivül van azonban még más 
végtelen sok, melyeket i[Vv]-vel jelölök és melyeket tudtommal 
még eddig nem vizsgáltak. A i[Vv]-configuratiók szintén hatvan 
iV pontból és hatvan ív egyenesből állanak, melyek hármasával 
a CAYLEY egyeneseken fekszenek, illetve a STEiNER-pontokon mennek 
keresztül, és ugyancsak mind hat DESARGUES configuratióra bom­
lanak. 

i Lásd a 103. old. 7. jegyzetét. 
2 Nuovi teoremi suli' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia elei 

Lincei, vol. COLXXIV. (1876—77.) 
Orv.-term.-tud. Értesítő. 1897. 8 
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E configuratiók elsejének, t. i. 0[Vv]-nek az a tulajdonsága, 
hogy a PAscAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló configura-
tióval bizonyos tekintetben duálisan szemben állítható. Ugyanis a 
hatvan 0V-pont itt négyesével negyvenöt egyenesen, 0g egyenesen, 
fekszik úgy, a mint a hatvan PAscAL-egyenes egymást négyesével a 
negyvenöt G pontban metszi. 

A negyvenöt 0g egyenes tizenöt D háromszögnek oldala, me­
lyeknek csak tizenöt szögpontjuk van úgy, a mint a negyvenöt G 
pont tizenöt A háromszögnek szögpontja, a melyeknek csak tizenöt 
oldaluk van; az utóbbiak egyszersmind a teljes PASCAL-hatszögnek 
tizenöt oldala. 

A tizenöt D háromszög a tizenöt A háromszöggel a SALMON-
pontokra és a STEiNER-egyenesekre, mint collineatio-középpontra és 
tengelyre, perspectivás ; a megfelelő oldalpárok egymást negyvenöt Y 
pontban metszik, és a megfelelő szögpontpárok összekötő egye­
nesei negyvenöt y egyenest adnak. 

Már VERONESE észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye­
nesek a [Vv]i-configuratiókkal szorosan összefüggnek, a mennyiben 
mindenik Y-ponton két egyenes megy keresztül, a melyen két V2i 
és két Vai+j fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a 
melyekben két v2i+1 és két v2Í+2 egyenes egymást metszi. 

Ugyanez mondható egyszersmind a i[Vv]-configuratiók pontjai­
ról és egyeneseiről is, t. i.; két 2Í+1V és két 2Í+2V pont mindig 
ugyanegy egyenesben fekszik egy Y ponttal, és két 2iv, valamint 
két 2i+1v egyenes egy y egyenesen találkozik. 

A következőkben szándékunk a PAscAL-hatszöggel kapcsolatos 
configuratiónak itt tömören előadott tulajdonságait kimutatni és a 
nyert tételeket négy nevezetes különös PASCAL- hatszögre alkal­
mazni. 

Az. utóbbi hatszögek szögpontjai a kúpszeleten egy-, két-, 
három- vagy négyfélekép képeznek involutiót. Látni fogjuk, hogy 
ezekhez az involutiókhoz tartozó involutio-tengelyek és középpontok 
mindig többszörös PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-pontok; továbbá, 
hogy azok a [Vv]j, j[Vv] configuratiókban is többszörös egyenesek 
és pontok lesznek. 
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1. P a s c a l t é t e l e . 

1. PASCAL műveiben1 olvasható a következő tétel: 
»Ha két, egy kör síkjában fekvő pontból M és S-ből szelőket 

húzunk a körhez, melyek azt a K, P, illetve a Q, V pontokban 
metszik, és ha az MV, SK egyeneseknek második metszőpontjai á 
körrel az 0 , N pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy-
ponton mennek keresztül. A tétel akkor is igaz marad, ha a kört 
egy kúpszelettel helyettesítjük«. (5. ábra.) 

PAscAL-nak e híres tételét jelenleg a következőkép szokás 
kifejezni: 

Egy kúpszeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egy­
mást három, ugyanegy egyenesen fekvő pontban metszik. 

A kúpszeletbe írt hatszöget PAscAh-hatszögnek, azt az egye­
nest, a melyben a hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, 
PAscAL-egyenesnek nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kúp­
szeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, VERONESE-
vel PAScAh-pontok-nak fogjuk nevezni. 

A tételt, melynek bizonyítása PASCAL műveiben nem található, 
STEINER szerint legegyszerűbben bizonyíthatjuk be, ha a kúpszeletet 
két általános helyzetű projectiós sugársor képződményének tekintjük. 
Ha a kúpszeletbe írt hatszög szögpontjait ABCDEF betűkkel (2. 
ábra), az AB, DE ; BC, EF; CD, FA ; ED, AF; CD, EF egyenes­
párok metszőpontjait L, M, N, I, Kegyel jelöljük, akkor 

C (EFDB) A A (EFDB)-ből 
(EFKt M) 7\ (EIDL). 

Minthogy az EF, ED egyeneseken fekvő projectiós pontsorok 

EFKa M . . . , EIDL . . . 

perspectivás helyzetűek, mert E-ben megfelelőleg közös pontjuk van, 
az FI, KiD, ML egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA, 
CD, ML egyenesek egymást egy pontban metszik. Minthogy azonban 
FA, CD a hatszögnek két szembe fekvő oldala, az M, L pontok 
pedig a BC, E F ; AB, DE szemben fekvő oldalaknak metszőpontjai, 

1 Essai sur les coniques. — Oeuvres completes. (1640.) 
8* . 
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következik, hogy az ABCDEF hatszögnek szemben fekvő oldalai egy­
mást egy egyenesen fekvő pontokban metszik. 

A tétel meg is fordítható, t. i.: Ha egy hatszög szemben fekvő 
oldalainak metszőpontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak 
szögpontjai egy kúpszeletnek (vagy egy egyenespárnak) pontjai, mert 
közűlök négy szögpont a másik kettőből projectiós sugarakkal pro-
jiciálható. 

Ugyanis az előbbi jelölést megtartva, ha 

(EFKi M) A (EIDL), 
akkor egyszersmind 

C (EFDB) J\ A (EFDB). 

2. Ha az ABCDEF teljes PASCAL-hatszög alább felsorolt olda­
lainak metszőpontjait következőkép jelöljük: 

(BC, ED) = IS, (BC, AF) = Il5 
(AB, FE) = K2, (AB, CD) = K, 

akkor látható, hogy az 
íTi'I,', KKjK2 

háromszögek perspectivásak, mert megfelelő oldalainak II,, KKX; lx I2, 
Kx K2; I21, K2 K metszőpontjai N, M, L, egy egyenesen fekszenek. 
Minthogy a meg nem felelő oldalaknak metszőpontjai az ABCDEF 
pontok, mondhatjuk: Ha két háromszög akkép van egymásra vonat­
koztatva, hogy az egyik háromszög oldalainak a másik háromszög­
nek bizonyos oldalai felelnek meg és ha a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy kúpszeleten fekszenek, akkor a háromszögek 
perspectivásak, és így a megfelelő oldalaknak metszőpontjai egy 
egyenesen lesznek és fordítva: 

Ha.két háromszög perspectivás, akkor a meg nem felelő 
oldalak metszőpontjai kúp 
szeleten fekszenek. 

szögpontokat összekötő 
egyenesek egy kúpszeletnek 

^^^^ érintői. 
3. Hat általános helyzetű pont egy síkban hat szögpontja egy 

teljes hatszögnek, mely hatvan egyszerű hatszögre osztható fel. Ha 
ezen egyszerű hatszögek közül egynek szemben fekvő oldalai egymást 
egy egyenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszögnek szögpontjai 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 109 

egy kúpszeleten fekszenek és így a többi 59 egyszerű hatszögnek 
szemben fekvő oldalai egymást szintén egy-egy egyenesen metszik, 

STEINER volt az első, a k;. a teljes PASCAL-hatszögből szár­
mazó hatvan egyszerű PASCAL - hatszög PASCAL - egyenesei 
helyzeti viszonyának megállapítását tűzte ki vizsgálata 
tárgyául. 

2 . A S t e i n e r - e l l e n p o n t o k r ó l . 

4. Jelöljük SCHRÖTER * szerint egy PASCAL-hatszögnek szög­
pontjait 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 számjegyekkel (1. ábra). Az 12 3 4 5 6 egy­
szerű hatszögnek szemben fekvő oldalai 

12, 4 5 ; 2 3 , 5 6 ; 3 4, 6 1 

egymást egy PAscAL-egyenesben metszik, melyet mi p"-vel, vagy 
12 3 4 5 6-tal (tehát 

p " = 1 2 3 4 5 6 
-tal) jelölünk. 

Ama 1 2 3 4 5 6 hatszögnek egymásra nem következő oldalai 
12, 3 4, 5 6 ; és 2 3 ; 4 5 , 6 1 ; valamint főátlói 14, 25 , 36 , három 
háromszögnek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-közép-
pontra perspectivásak. 

Ugyanis az 
12 3 4 56 
4 5 6 1 23 
3 6 2 5 14 

háromszögek közül a két első perspectivás, minthogy megtelelő olda­
lainak metszőpontjai a p11 = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyenesen fekszenek, 
és a megfelelő szögpontoknak összekötő egyenesei 

7tIV = (l 2, 3 4) (4 5, 61) 
TIV = ( 1 2 , 5 6) (4 5, 2 3) 
TIVI = ( 3 4 , 56) (6 1, 23) 

egymást a II collineatio-középpontban metszik. 
Ámde 

a z 1 6 3 4 5 2 PASCAL-liatszSg miatt (h 2 , 3 6 ) p o n t a TCIV egyenesen fekszik, 

az 1 2 3 6 5 4 » » (3 6, 1 4) pont a TZY 

az 1 4 3 2 5 6 » » (1 4, 2 5) pont a TI;VI » » 

i L. a 104. oldalon id. m. 133. oldalát. 
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és így a harmadik háromszög a két első iránt szintén perspectivás. 
A származó két új collineatio-tengely p m = 1 4 3 6 5 2, p1 = 1 6 3 2 5 4, 
a pn collineatio-tengelyt egy P pontban metszi. 

Megjegyezhető még, hogy az 

12 45 36 
56 23 14 
34 61 52 

háromszögek szintén perspectivásak, még pedig a P collineatio-közép-
pontra; a collineatio-tengelyek a %IV, nY, KYI egyenesek, és a szög­
pontokat projiciáló sugarak a p1, p11, p i n egyenesek. 

E szerint mondhatjuk: 
»Ha egy PAscAL-hatszög szögpontjai 1,2,3,4,5,6, akkor az 

1 2 3 4 5 6 
1 4 3 6 5 2 
1 6 3 2 5 4 

és az 
1 2 3 6 5 4 
1 6 3 4 5 2 
1 4 3 2 5 6 

egyszerű PAscAL-hatszögeknek PAscAL-egyenesei egy P, illetve egy II 
pontban metszik egymást«. 

E két P és II pontot együttesen egy pár STEINER-ellenpont­
nak vagy egy ^>^mm.-ellenpontpárnak, külön-külön pedig STEINER-
pontnak nevezik. 

Ha szemügyre vesszük az előbbi hat PAscAL-hatszöget, azt 
látjuk, hogy a páratlan helyen álló szögpontok 1, 3, 5, mind a 
hat hatszögnél ugyanazok ; ellenben a páros helyen levő szögpontok 
2, 4, 6, az első csoportnál előrehaladólag, a másodiknál visszafelé 
haladólag vannak cyclicusan felcserélve. Ugyancsak ezeket a hat­
szögeket nyerjük akkor is még, ha a páros helyen levő szögpon­
tokat hagyjuk változatlanul, és a páratlan helyen levőket cserél­
jük fel előre- és visszafelé haladólag cyclicusan. 

Minthogy hat elemből három elemet húszfélekép lehet kivá­
lasztani : egy teljes PASCAL-hatszögből tíz pár STEiNER-ellenpont szár­
maztatható le, vagyis: 
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Egy teljes PAscAL-hatszög hatvan PAscAL-egyenese egy­
mást hármasával húsz SvEmER-pontban metszi, mely tíz pár 
SrEmER-ellenpontot képez. 

5. Egy pár SjEmER-ellenpont kapcsolt poluspár arra a 
kúpszeletre vonatkozólag, mely a PASCAL -hatszög körűi 
írható. 

E tételt HESSE Í állította föl és egy stereornetriai tétel segélyé­
vel bizonyította be. 

Vegyünk fel három egyenest gx g3 g6-öt, melyek közül egyik 
sem metszi a másik kettőt és legyen h2 h4 h6 három egyenes, mely 
amazok mindenikét metszi. Jelöljük a gi, hj egyenesek metszőpontját 
(gjhj)-vel, a gi, hj-n keresztül menő síkot [gihj]-vel. 

A (gi nj)> (gk ni) pontok összekötő egyenese és a [gj h j , [gk hj] 
síkok metszővonala ugyanegy egyenes, vagyis 

(gihj) (gkhi) éá [fthj [gkhj] 
és a 

(gihj) (gkhi) (gmhn), [gihj] [gkhi] [gmhn] 

sík és pont egymásnak polárissíkja, illetőleg pólus a g, g3 g6 h2 h4 h6 

egyeneseken keresztül menő cp másodrendű felületre nézve. 
Ha 
(gi h,) (A b.) (g, h2) = p' [gl h4] [g, h6] [gB h2] = R' 
(gi h„) (g, b.) (g, h4) == p" [gl h,] [g, h2] [g6 h4] = R" 
(gi h2) (g, h4) (g6 h0) = p" [gl h2] [g, h4] [g5 h6] =-- R" 
(gi h6) (g, h4) (g5 h2) = a' [gl h0] [g3 h4] [g. h,] == S' 
(gi h4) (g, h2) (g8 h.) = a" [gl h4] [gs h2] [g6 h,] = S" 
(gi ha) (gs K) (gB h4) == d" [gl ha] [g, h6] [g6 h4] = S"' 

kimutatható, hogy az R' R" R " pontok a a' a" a'" síkok metszővona­
lában és hasonlókép az S'S"S'" pontok a p'p"p'" síkok metszövo-
nalában fekszenek, a miből mivel R, p'; R", p"; . . . pólus és 
polussík következni fog, hogy az 

s s n i f n = a a a , r = b n b = p p p 

egyenesek reciprocus-polárisok a cp felületre nézve. 

1 TJeber das geradliniege Sechseck auf dem Hyperboloid. CKELLE 'S Jou r ­
nal, Bd. X X I V , vagy SCHRÖTBB : >Theorie der Oberflaehen II. Ord.« 117. old. 
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Ugyanis 
az W pont a [gl h4] [gs hé | = (gl h„) (g8 h4) egyenesen, 
az R" » a [g, h,] [g6 h4] == (gs b4) (g6 h2) 
az R'" » a [g5h,] [glha] = (g5h3) (glb6) 

fekszik, mely utóbbiakon és így az R'R"R"' pontokon a a' sík 
keresztül megy. Hasonló egyszerű úton kimutatható, hogy a", a" 
sík is keresztül megy az R'R"R'" pontokon és a p'p"p'" sík az 
S'S"S'" pontokon. 

•A gi ga g5 h2 h4 h6 sugarak a következő hat hatlapot határoz­
zák meg: 

gi K gs h4 g6 h8 g! h2 g3 hG g6 h4 

gi \ gs h6 g6 h2 gi h6 gs h4 g6 h2 
gi K gs h2 g6 h4 g\ h4 g3 h2 g5 he, 

melyek közül az első háromnak és az utóbbi háromnak szemben 
fekvő lapjai (mint [gx h2], [h4 gB]) egymást megfelelőleg a p p" p'", 
illetve a a W " síkokban metszik. 

Ezek után kimondhatjuk a következő segédtételt: 
»Három egyenes, mely egymást páronként nem metszi, és 

három egyenes, mely az előbbieket metszi, hat rajtuk keresztül 
menő hatlapot határoz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsága 
van, hogy a szemben fekvő lapjaik metszővonalai egy síkban fek­
szenek. E síkok közül bármelyik három és a másik három egymást 
egy-egy egyenesben metszi, a mely egyenesek reciproeus-polárisok a 
hat felvett egyenesen keresztül fektetett II. r. felületre nézve«. 

Ha ezután a g1 g8 g6 h2 h4 h6 egyenesen keresztül menő 9 II. r. 
íelületet, ama hat egyenest és a tőlük meghatározott hat hatlapot 
egy £ síkkal metszük, akkor e-nak metszése .cp-vel egy k kúpszelet; 
a gt g3 • • . . egyenesekkel az 13 5 2 4 6 pont, mely k-n fekszik; 
a hat hatlap lapjaival, az 

12 3 4 5 6 12 3 6 5 4 
14 3 6 5 2 1 6 3 4 5 2 
1 6 3 2 5 4 1 4 3 2 5 6 

PASCAL-hatszögeknek oldala; azokkal a p' p" p" da"a'" síkokkal, a 
melyekben a hatlapok szemben fekvő lapjai egymást metszik, ama 
PASCAL-hatszögeknek r'r"r" s's"s'" PAscAL-egyenese ; végre azokkal 
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az r, s egyenesekkel, a melyekben a p' p" p'" és a' a" a'" síkok egy­
mást metszik, az r' r" r'" és s' s" s"' PAScAL-egyeneseknek R és S met­
szőpontja, melyek egy STEiNER-ellenpontpár. Minthogy az r, s egye­
nesek reciprocus-polárisok a cp felületre nézve, az R, S STEINER-
ellenpontpár kapcsolt poluspár lesz a k kúpszeletre vonatkozólag. 

6. A tételnek egy másik bebizonyítása STAUDT-ÍÓI J származik 
és a következő : 

Ha két kúpszeletet collinearisan akarunk egymásra vonat­
koztatni, akkor az egyik kúpszelet három pontjának megfelelő három 
pontot a másikon tetszés szerint, vehetünk fel, s ez által az egyik 
kúpszelet minden pontjának egy határozott pont felel meg a másik 
kúpszeleten.2 

Vonatkoztassuk az 12 3 4 5 6 PASCAL-hatszög körül írt kúp­
szeleletet önmagára az által, hogy az 1 3 5 pontjaihoz a 2 4-6 pon­
tokat rendeljük. Tudvalevőleg megfelelő pontoknak érintői a collinearis 
vonatkozásban szintén megfelelők, valamint megfelelő egyeneseknek 
metszőpontjai is. Ebből pedig az következik, hogy annak az x egye­
nesnek, melyben az 1 3 5 pontok érintői az 1 3 5 háromszög 3 5 5 1 
13 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a 
2 4 6 pont érintői a 2 4 6 háromszög 4 6 6 2 2 4 oldalait metszik. 
Ennélfogva az x és y megfelelő egyeneseknek képzetes metszőpontjai 
X, X1? illetve Y, Yx szintén megfelelők. 

Minthogy 
, 1 3 5 XXX A 2 4 6 YY l5 

azért az 
(14, 2 3), (3 6, 4 5), (16, 2 5), (XY„ X, Y) 

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.8 De az első három pont a 
p1 = 1 6 3 2 5 4 PASCAL-egyenesen van; ennélfogva a p1 egyenes 
keresztül megy a 

P = (XY1, XtY) 
ponton. 

Ha ellenben a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy­
másra, hogy az 1 3 5 pontoknak egyszer a 4 6 2, másszor a 6 2 4 

1 Über die STEiNER'schen Gegenpunkte. CKELLE 'S Journal, Bd. L X I I . 
2 STATIDT : Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal. 
8 KLUG : Projectiv geometria 102. oldal, 84. pont. 
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pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, Xi ; Y, Yt 
pontok változatlanok maradnak, tehát ismét 

í.3'5 XX, A 462 YY, 
1 3 5 X X , A 624 YY, 

és a p" = 1 2 3 4 5 6, p™ = 1 4 3 6 5 2 PASCAL-egyenesek szintén 
keresztül mennek a 

P=*(X%, XXY) 
ponton. 

Ha folytatólag a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk 
egymásra, hogy az 13 5 pontoknak a 2 6 4 vagy 6 4 2, végre a 
4 2 6 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 2 4 6 pontokkal ellen­
kező értelmüleg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg­
felelők maradnak, de az X, Xt pontoknak az Yl5 Y pontok felel­
nek meg. 

Ennélfogva 
135 XXi A 264 Yx Y 
1 3 5 X X Í A 0 4 2 Y 1 Y 
13 5 XX, A 4-2 6 Yt Y, 

a miből, mint előbb, következik, hogy a 

T C V I = 1 4 3 2 5 6 , n : v = 1 2 3 6 5 4 , T C I V = 1 6 3 4 5 2 

PASCAL-egyenesek a 
II = (XY, XjT,) 

ponton mennek keresztül. 
Ámde a p Ip I Ipm és TLVITCV7IIV PASCAL-egyenesek egymást a P, 

II STEiNER-ellenpontpárban metszik, mely mint a k kúpszeletbe írt 
XXjYY, képzetes négyszögnek átlóspc 'árja, k-ra vonatkozólag 
kapcsolt poluspár. 

A tétel még a következő segédtétel alapján is bebizonyítható: 
£l<x> cl/5 

X X , YY5, ZZX, UU, 

pontpárok kapcsolt polasok egy kúpszeletre nézve, akkor a 

v = (xY, zu), yj = (Xj ult Y1 z,) 
W = (X ü, Y Z), W, = (X, Yi, Z! Uj) 
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pontpárok egyidejűleg vagy kapcsolt pólusok, vagy nem 
kapcsolt pólusok a kúpszeletre nézve. 

Ennek kimutatása pedig következőkép történik: 
Ha x y z u v w egyenesek az X Y Z U V W pontoknak polárisai, 

akkor az x y v és a zuv egyenesek egy-egy pontban találkoznak, 
mivel az XYV és ZUV pontok egy-egy egyenesen fekszenek. 

De az x y z u egyenesek az X Y Z U pontokhoz kapcsolt pólu­
sokon Xj Y1 Zx Uj-en mennek keresztül és a szerint, a mint Vl5 V 
kapcsolt poluspár, vagy nem az: a Vx pont a v egyenesen fekszik, 
vagy nem fekszik rajta. 

Az első esetben az 
x y lXjY, | 
lí 2f: j Üí %i j 

háromszögek a Vx collineatio-középpontra vonatkozólag perspec-
tivásak, tehát a 

W1 = (X1Y1, í3tZt) 
pont az 

I (xu), (yz) | 

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az | XU | , | YrA | egye­
nesek pólusán megy keresztül s, mint ilyen, a 

W = (XU, YZ) 

pontnak polárisa w; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes 
keresztül megy a Wren, és így a W, W1 pontok kapcsolt pólusok 
lesznek. 

Visszatérve az 12 3 4 5 6 PAscAL-hatszöghez, legyen 

X==(14, 23), Y = (23, 56), Z = (45, 12), U = (36, 45) 
X1 = (12, 3 4), Y1==(3 6, 2 5), Z 1 = ( 2 5, 14), ü1 = (3 4, 5 6), 

tehát 
XY = 23, X1U1 = 34, X ü ^ p 1 , X 1 Y 1 = TÍIV 

UZ = 45, Yx 7̂  = 25, YZ = ^\Z1\]1=%^. 
Minthogy 

(XY, UZ) = (2 3, 4 5), ( X ^ , ¥ ^ 0 = ^ ( 3 4, 2 5) 

kapcsolt poluspár, egyszersmind 
(xu , Y Z ) = (P IP I I) = P, (Xxíi, 7 ^ ) = 0 ^ 7 ^ = 11 

kapcsolt poluspár lesz. 
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A következőkben a STEiNER-ellenpontpárokat P, II; A t ,Aj; A2, 
A2; A„ As; B„ B t ; B2, B2 ; B„ B3 ; C1; I\ ; C4, T2; C„ Ps betűkkel 
fogjuk jelölni; továbbá azokat a PAscAL-egyeneseket, melyek egymást 
e S-TEiNER p̂ontokban metszik, .ugyanilyen kis-betűkkel jelöljük s meg­
különböztetésül még ellátjuk felső mutatókkal. (Lásd az I. láblát). 

3. A Kirkman-pontokról. 
7. A teljes PAscAL-hatszög hatvan PAscAi^-egyenese egy­

mást hármasával a húsz SrEmER-ponton kivűl még hatvan 
úgynevezett KiRKMAN-pontban metszi. 

Egy teljes hatszög 123 4-5 6 oldalainak száma (|) = 1 5, t. i. 

12, 13, 14, 15, 16, 2 3, 2 4, 2 5, 2 6, 3 4, 3 5, 3 6, 4 5, 4 6,5 6. 

Ha ezek közül az oldalak közül SCHRÖTER * szerint kiválasz­
tunk oly hatot, a melyek egy egyszerű PASCAL-hatszöget képeznek, 
akkor a megmaradt kilencz oldalból csak három oly egyszerű hat­
szöget alkothatunk, a melyek a teljes PAscAL-hatszögben előfordul­
nak ; ez utóbbiaknak PAScAL-egyenesei egymást egy Kirkman-pontban 
metszik. 

Ha pl. a fentebbi tizenöt hatszögoldalból az 
1 2 3 4 5 6 

hatszög oldalait kiválasztjuk, akkor a megmaradt kilencz oldalból 
a következő hatszögek és csakis ezek, alkothatók: 

1 3 5 2 6 4 
3 5 1 4 2 6 
5 1 3 6 4 2, 

mint a teljes 12 3 4 5 6 hatszögnek egyszerű hatszögei. 
Ha e hatszögek szemben fekvő oldalainak metszőpontjait követ­

kezőkép jelöljük: 
(13, 26) = L3, (35, 64) = M3! (5 2, 4 1) = N8 
(3 5, 4 2) = L2, (5 1, 2 6) = MS, (14, 6 3) = N, 
(13, 4 2) = L15 (51, ö4) = M„ (3 6, 5 2) = ^ 

akkor látható, hogy ama hatszögek PAScAL-egyenesei: 
L8M8N8, L2M2N2, fetJ&jíí. 

i L. a 104. oldalon id. m. 217. oldalát. 
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Ámde az MjMaMs, N1N2 N3 háromszögek oldalai közül 

M tM3, NiNa egymást az (51, 6 3) pontban. 
M2M.„ N2NS » » (2 3, 14) 
M3MX, N3NX » » (6 4, 5 2) 

metszik, melyek, az 15 2 3 6 4 PAscAL-hatszög szemben fekvő oldalai­
nak metszőpontjai lévén, egy egyenesen b2

r = 15 2 3 6 4-en feküsznek. 
Az MjMalVL,, NjNjjNij háromszögek tehát perspectivásak, s a 

megfelelő szögpontokat összekötő M8 Ns, M3N2, M, N, egyenesek, 
vagyis ama három PASCAL-hatszög PASCAL-egyenesei: 

p8" = 1 3 5 2 6 4 
p2" = 1 4 2 6 3 5 
flj1 = 1 3 6 4 2 5 

egymást egy KmuMAvi-pontban, P11 = (f̂ 11 fig11 f3s
n)-ban metszik. 

E KiRKMAN-pontról, melyben az 1 2 3 4 5 6 hatszöggel közös oldalt 
egyet sem tartalmazó 13 5 2 6 4, 3 5 1 4 2 6 , 5 1 3 6 4 2 PASCAL-hat-
szögek PAscAL-egyenesei egymást metszik, azt mondjuk (SCHRÖTER 

szavait használva), hogy a p n = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyeneshez van 
rendelve. Minthogy pedig ilyenformán minden PAscAL-egyeneshez van 
egy KiRKMAN-pont V rendelve: a KmKMAx-pontok száma hatvan. 

4. A P a s c a l - e g y e n e s e k b ő l és K i r k m a n - p o n t o k b ó l 
á l l ó Desargues -conf igurat iók . 

8. Az egymást KiRKMAN-pontban metsző három PASCAL-

egyeneshez rendelt KmKMAN-pontok abban a PAscAL-egyenes-
ben feküsznek, a melyhez az előbbi KIRKMAN-/?O»Í ren­
delve van. 

E tétel legegyszerűbben úgy bizonyítható be,1 hogy előbb fel­
írjuk azokat a PASCAL-egyeneseket, melyek egy PAscAL-egyeneshez 
rendelt KiRKMAN-ponton mennek keresztül és aztán azt a kilencz 
PAscAL-egyenest, melyek egymást a három PAscAL-egyeneshez rendelt 
három KiRKMAN-pontban metszik, vagyis, hogy felírjuk a következő 
táblázatot: 

1 L . VKRONESE-nek a 101 . o lda lon id. m u n k á j a 17. o lda lá t . 
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= 12 3 4 5 6 

í a,I1[ = 15 6 342 
3 s

n = 1 3 5 2 6 4 { p n = 5 6 1 2 3 4 
! c,n = 6 1 5 4 2 3 

( a2
n = 3 1 2 5 6 4 

j33" = 3 5 1 4 2 6 I p I I = 1 2 3 4 5 6 
l c2

n = 2 3 1 6 4 5 

' a,n = 5 3 4 1 2 6 
j V ^ ö 1 3 6 4 2 ' 

l 
hol 

pir = 3 4 5 6 1 2 
c 1

n = 4 5 3 2 6 1 , 

a 33
1 Z 3 2

Z I j ^ 1 1 PASCAL-egyenesek a pn-hez rendelt KIRKMAN-ponton P n - n , 

aza^o 1 1 c," i (38
n i » » B3

ir-n, 
» 3," » » » B,n-n, 

~ n 

. I : p n Cj11 

aza 2
n p n c2" 

_ i i „ i i „ ii a i P cx aza^p11
 Cl

n » 3 ^ » » » B ^ 
mennek keresztül. 

Ebből látható, hogy a (^"rV'fts11 PAscAL-egyenesekhez rendelt 
B1

IIB2
I1B3" KiRKMAN-pontok a p" egyenesen feküsznek.1 

A fentebbi táblában tíz PASCAL-egyenes íordúl elő, a melyet 
mind meghatároz a pn egyenes. De ama tíz PAscAL-egyenes bár­
melyike ugyanazon módon, mint pn, meghatározza a többi kilenczet, 
a mit a következő táblázatból láthatunk: 

; ( c a
n = 1 6 4 5 2 3 

a3
IT = l 5 6 3 4 2 t S3

n = 6 4 1 3 5 2 
c1

II = 4 1 6 2 3 5 

3 3 "=1352 64 

( 

= 5 6 1 2 3 4 
Px11 5 1 3 6 4 2 

- 1 3 5 2 6 4 
" = 3 5 1 4 2 6 

." = 6 5 2 1 3 4 
c3" = 6 1 5 4 2 3 33" = 5 2 6 4 1 3 

a1
n = 2 6 5 3 4 1 . 

í a, 

1 HESSE úgy vélte, hogy azok a PASCAL-egyenesek, melyek a g,n pan ps« 
PAscAL-egyenesekhez rendelt KjRKMAN-pontokon mennek keresztül, egymástól 
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E szerint a 
P n Pi I I P í

n P. n a 1
n a s

n a . n c 1
n c s

n c , n 

PAscAL-egyenesek mindegyikén három KiRKMAN-pont fekszik, és e 
KiRKMAN-pontok mindegyikén három pAscAL-egyenes megy keresztül. 
E tíz PAscAL-egyenes tehát egymást a következő tíz 

P " TJ n Ü « n n & ii a n a ii r n r ii r ii r ts1 xí2 xís ÍVL A2 A3 J-I i 2 i 8 

KiRKMAN-pontban metszi s így egy ÜESARGUES-configuratiót (10a, 103) 
képez, melynek minden egyenese PAscAL-egyenes és minden pontja 
KiRKMAN-pont. 

9. Induljunk ki egy másik PASCAL-hatszögből, pl. az 16 3 2 5 4-
ből, melynek p1 PAScAL-egyenese az előbbi tíztől különbözik, s mely 
tehát ismét még új kilencz PAscAL-egyenest határoz meg. Ugyanígy 
lehet a p i n uIV uv uVI PAscAL-egyenesekkel kapcsolatos kilencz-kilencz 
PAscAL-egyeneset is meghatározni, vagyis az összes PASCAL-egyene-
seket tízesével hat csoportba osztani, mint azt az I. táblázat a 
120-ik oldalon mutatja. 

E táblázatban a PAscAL-egyenesek akkép vannak hat csoportba 
osztva, hogy, ha bármely csoport első PASCAL-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjük, akkor a következő három PAscAL-egyenes vetítő­
sugara ama perspectivás háromszögek szögpontjainak, a melyeknek 
oldalait a következő három-három PAscAL-egyenes képezi. 

Kimondhatjuk tehát a következő tételt: Egy teljes P^SCAL-
hatszögnek hatvan PASCAL- egyeneséből (v) és hatvan KIRK-
MAtt-pontjából (V) álló [Vv]-confíguratio hat DESARGUES-
configuratióra (103, . \-ra oszlik. 

10. Minden SrEmER-ellenpontpáron keresztül menő hat 
PASChh-egyenes egy-egy DESARGVEs-confignratióhoz tartozik. 

Ez kitűnik a 121-ik oldalon következő II. táblázatból, melyet 
a 4. pont értelmében az I. táblázatból képeztünk. 

különbözők (CREIXE 'S Journal, Jahrg. 1868, p . 193), a miért is nem ta lá lhat ta 
meg azt a h a t ÜEsAKGUES-configuratiót, a melyre a hatvan PAscAL-egyenes 
felbomlik. 
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5. A Cayley-egyenesekről. 
11. Az előbbiek meggyőzhettek arról, hogy a hatvan PAscAL-egyenes 

hármasával a húsz STEiNER-ponton és hatvan KiRKMAN-ponton megy 
keresztül, továbbá hogy a hatvan KiRKMAN-pont hármasával a hat-

1. 

P T = 1 6 3 2 5 4 
<hJ = l 2 6 4 3 5 
02' = 1 3 5 6 4 2 
a 3 I = 1 3 4 2 6 5 
b 1

1 = 1 4 2 5 6 3 
b 2

I = 1 5 2 6 3 4 
b3

J = l 2 5 3 6 4 
0^ = 1 6 5 4 2 3 
c 2

I = 1 5 4 3 2 6 
c 3

T =l 6 4 5 3 2 

IV. 

7cIV=l 6 3 4 5 2 
a / v = 14 6 2 3 5 
b / ^ 1 3 2 4 6 5 
0 ^ = 1 3 56 24 
a 2

I V =l 6 5 2 4 3 
P i I V = 1 6 2 5 3 4 
T2IV = 15 2 3 4 6 
« 8

I V =12 4 5 6 3 
p 3 « ' = 1 4 5 3 62 
T31V = 1 5 4 6 3 2 

ll. 

p" = l 2 3 4 5 6 
p 1 "= 1 3 6 4 2 5 
^ " = 1 4 26 3 5 
P3

IT=1 3 5 2 6 4 
C l

i r = 1 4 5 3 2 6 
e 2 "= 1 6 4 5 2 3 
c 3 " = 1 5 4 2 3 6 
a 1

I I = 1 2 6 S 3 4 
as

H = l 2 5 6 4 3 
a3" = l 5 6 3 4 2 

V. 

TCY = 1 2 3 6 5 4 
a 2

v = l 3 5 2 4 6 
b 2

v = 16 2 4 3 5 
c 2

v = 1 3 4 6 2 5 
«3

V= 15 4 3 6 2 
[33

v=l 2 5 4 6 3 
Y . v = l 2 4 5 3 6 
0 ^ = 1 5 6 2 3 4 
(3^=14 6 5 2 3 
T l

v = l 65 3 24 

lll. 

pIIT = l 4 3 6 5 2 
Yim = l 3 5 4 2 6 
T 2 m = 13 26 4 5 
T 3 w = l 6 4 2 3 5 
a 1

, I I = 1 5 6 4 3 2 
a2

i n = 16 5 3 4 2 
a 3

w = l 2 6 5 4 3 
b 1

i n = l 5 2 3 6 4 
b 2

m = 14 2 5 3 6 
b 3

m = 1 4 5 2 6 3 

VI. 

T C V I = 1 4 3 2 5 6 
a 8

V I = l 3 6 2 4 5 
b 3

V I = 1 3 5 4 6 2 
cs

VI = 1 2 4 6 3 5 
a i

T I = l 4 6 5 3 2 
(3/*= 1 5 6 3 2 4 
T l

V I = 1 4 5 6 2 3 
a 2

V I = 1 2 5 3 4 6 
p 2

V I = 1 5 2 4 3 6 
72

VI = 16 2 5 4 3 

(I. táblázat.) 

van PASCAL-egyenesen fekszik. Vizsgáljuk most meg, vajjon a hat­
van KIRKMAN-^OÖÍ nem fekszik-e szintén hármasával még 
más húsz egyenesen? 
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A P STEiNER-pontban egymást metsző p1, pTI, p111 PASCAL-egye-
nesekhez rendelt P1, P11, P m KiRKMAN-pontok metszőpontjai a következő 
pAscAL-egyeneseknek: 

P,n = 13 642 5 
pV: = l 4 2 6 3 5 
p3" = l 3 5 2 6 4 

0 ^ = 1 2 6 4 3 5 
x,*=í 3 5 642 

r i
i n = 1 3 5 4 2 6 

T 2
m =13 2 6 4 5 

% • ! = 1 3 4 2 65 Y»IU = 1 64 2 3 5. 

STE1NEÍI-
pontok, 

a rajtuk keresztül menő 
PASCAL-egyenesek 

P 
Ax 
B1 

Ct 
A2 

B2 

^ 2 

A3 

B3 

Ga 

De az 

pT\ p n i 

P IV „ I II 

a Y s» n a J T I 

" 2 ) " 2 , " 2 
V, V T-, III U I 
U 2 5 ü 2 5 D 2 
p V „ I i i 
Q VI „ II - I I I 
d 3 ! d 3 ) d 3 
k VI U III r í 
u 3 , ü 3 l D 3 

STEINEE-
pontok, 

a rajtuk keresztül meni! 
PASCAL-egyenesek 

n 
A, 

A2 

B2 

r2 
A3 

B3 

r8 

í r 

hX\ V , ÍV 
Ti 
a,1 

Ti Yiv, 

ÍV1, 
Y21 1 1 , 

fV1, 
Y31 1 1 , 

Ts . V 

ÍV V , ps 
Y I V 

13 1 X% 

(II. táblázat.) 

"iWV11, ^pVV" -Vp'.'V 
háromszögekről bebizonyíthatjuk, hogy azok páronkint perspectivásak. 

Ugyanis 
aZ ( « ! fij ) ( a a f32") szögpontokat összekötő egyenes a C 3

T I PASCAL-egyenes 

a (Pin Y1111) (pV Y2111) * » > a s -
a (Yi111^1) (Ys111^1) » » > bs

VI 

mert ezek az egyenesek a megfelelő (5 i, 6 4), (3 5, 4 2), illetőleg (1 3 , 
4 2), (5 1, 2 6) és (3 5, 2 6), (13, 6 4) PAscAL-pontokon mennek 
keresztül. 

Minthogy az utóbbi PAscAL-egyenesek egymást abban a n v i 

KiRKMAN-pontban metszik, mely a TEVI PAScAL-egyeneshez van ren­
delve: az VpY 1 ^ 1 1 1 , a ^ p y ^ 1 1 1 háromszögek megfelelő oldalainak 
metszőpontjai, azaz a 

Orv.-term.-tud. Értesítő. 1897. 9 
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KiRKMAN-pontok ugyanegy p egyenesen fekszenek. 
Ebből folyólag a következő tételhez jutunk: 
Egy STEINER-Ponton keresztül menő három pASCAL-egye-

neshez rendelt három KIRKMAN-/?O/2£ egy egyenesen fekszik, 
melyeta. STKiNm-ponthozrendelt CAYLEY-egyenesnek neveznek.1 

Minthogy a teljes PASCAL-SZÓ^ húsz STEiNER-pontot határoz meg, 
a GAYLEY-egyenesek száma szintén húsz. E szerint: 

A hatvan KiRKMAK-pont hármasával a húsz CAYLEY-

egyenesen fekszik. 
Jegyzet. Mi a következőkben a CAYLEY-egyeneseket ugyanazon, 

de kis betűkkel jelöljük, mint a SxEiNER-pontokat, a melyekhez ren­
delve vannak, és azokat a CAYLEY-egyeneseket, melyek egy-egy STEINER-
ellenpontpárhoz rendelvék, CAYLKY-ellenegyenesek-nek nevezzük. 

12. Az előbbiekből következik, hogy az a^ jV1 Ti™) 'Vft^Ya1"* 
0C3I Ps11 Y3111 háromszögek páronként a 

p = ( F P " P " i ) 

CAYLEY-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozólag páronként 
perspectivásak ; a vetítő sugarak az a ^ b1

IV c ^ , a2
v b2

v c2
v, a3

VI b 3
V I c8

VI 

PAscAL-egyenesek; a három collineatio-középpont a n GAYLEY-egye-
nesen fekvő 

ÍFr±(flí
trWrcl*r)l I P = ( a / b 2

v c 2
v ) , n v i = (a3

VIb3
VIc8

VI) 

KlRKMAN-pont. 
Ennélfogva: 
Ama kilencz PAscAL-egyenes, mely egy CAYWt-egyene-

sen fekvő három KIRKMAN ponton megy keresztül, három, 
páronként perspectivás háromszögnek oldalait szolgáltatja. 
E háromszögek szögpontjait vetítő kilencz sugár PASCAL-
egyenes; a három collineatio-középpont KiRKMAvs-pont; a raj­
tuk keresztül menő egyenes az a CAY-L-EY-egyenes, mely a 
felvett CAYLRY-egyenessel együtt egy ellenegyenespárt képez. 

E configuratio egy CAYLEY-eilenegyenespárból, hat KIRKMAN-
pontból és tizennvolcz PASCAL-egyenesből áll. A teljes PASCAL-hatszög 
tíz ilyen configuratióra oszlik; minden PASCAL-egyenes három ilyen 

i CKELLE 'S Journal, XLI. 
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configuratióban fordul elő; ellenben két ily configuratiónak négy 
közös PAscAL-egyenese van. (Lásd a III. táblázatot.) 

13. Minden GpauKv-egyenes keresztül megy azon a 
STEINER-£>OÍ2ÍO/2, mely a CAYuzv-egyeneshez rendelt STEINER-

pontnak fiTEmER-ellenpontja. 

£1 
a rajtuk fekvS KIRKMAN-pontok 

<*2 

as 

bx 
b2 

b3 
Ci 

c2 

c3 

7C 

«X 

«a 

«8 

Pi 

Ti 

Ys 

P 1 

A 2
V : 

A3
V I: 

B.7., 
B3

VI: 
C!IV: 
G2

 : 

C3
VI: 

IPV = 

Ax( = 

v = 
Bx ű : 
B 2 " : 
B 3 " : 
iyn= 
r i i i -
x 2 -
r n i . x

3 -

-K1 «í*V) 
= (<x3

v a / rcv) 
= ( a i

V I
a 2

I V T C V I ) 

= ( P , I V P . I V 0 

K P l ^ P ^ * 1 ) 

=(r2
ivra

iv^ iy) 

nTiVIT2VI^VI) 
^ c / p 1 ) 
Kb^c^p í ) 

^ ( c ^ a ^ p 1 1 ) 
= ( c a

n a a
n p n ) 

= ( c , n a 8
H p n ) 

= ( á i n t b 1
n I 2 i n ; 

K a ^ b ^ p 1 1 1 ) 
: ( a , m b r

i n " n r PHI) 

P11 

A , " 
A 2 " = 
A 3 " 
B 

l) 

" 8 

C i ! 

(c3
n

Cl"p2") 

-(a2" Ia3
I I I

T l
1 1 1 ; 

: _ f0 ni Q ni „ nr 

^ ( V b x 1 ^ 1 ) 
C31 =(b1

Ib2
I«3

I) 
I P = ( a / b / c 2

v ) 
A 1

v = ( P r 
A 9

V I VI . — 

BS
IV = 

iy = 
F VI . i 2 

^IWa/1) 
:(!VvY2IvaxIV) 
(T3V«3

vb2
v) 

:(YiVI«!VIb3
TI) 

(Y2IV«2
Ivb1

IV) 
(«3VP3

vc2
v) 

(«iVIPiVIc8
VI) 

KIvíVvca
IV) 

A1
nr = ( b 1

m b i n , r i
i n ) l 

A ^ ^ í b á ^ b ^ y ^ 1 ) 

(C2
T Cg' O t / ) 

(Ce1 c^ a2
T) 

(c^ c2
J a,1) 

(a2
aa3»p i

11) 
( a ^ a i í W 1 ) 

(a3
VIb3

VIc3
VI) 

(§2VIY2VIa3
VI) 

(P^Ya^a^) 
(P/YiW) 
(Y2VI«2

VIb8
VI) 

( Y i ' ^ V * ) 
(Yiv«!vb2

v) 

A 3
n i = 

Bx1 = 
B,1 = 
B,1 = 
p 11 _ 

P I I 
V J 2 

c3" = 
n v i = 

A 2
I V : v = 

B 2
I V , 

r iv_ 
J-2 -
V v _ 
Ls -

') 
= («,IVP.ITc1

r0 
'(«LTfcTV) 

(III. táblázat.) 

Vagy, a mi ugyanaz: 

CAYL.uY-ellenegyenespárok váltakozva keresztül men­
nek a hozzájuk rendelt SrEmuR-ellenpontpárokon. 

9* 
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• Ugyanis az 

háromszögek perspectivás helyzetűek, mert 

«hn) («2
nP2") = c3

I V=124 6 3 5 
&=«") Í&B*V)~(3 6, 5 2) (14, 3 6) = 3 6 
Ot1^1) (TIV«2

I) = (3 4, 12) (5 6, 12) = 12; 

a megfelelő oldalak metszőpontjai tehát egy egyenesben fekszenek. 
Ennélfogva a II — (nlv TEV TCVI) SiEiNER-pont a PI = (a1

Ias
Ia,1) és P n = 

(Pi11 ÍV1 Pa11) KiRKMAN-pontokat összekötő CAYLEY-egyenesen p-n fekszik. 
Ebből még az is kitűnik, hogy a 12. pontban leírt configura-

tiók bármelyike valamennyi Si'EiNER-ellenpontpárt magában foglalja, 
t. i. egy STEiNER-ellenpontpár a CAYLEY-ellenegyenespáron, a többi 
kilencz pár pedig a configuratióban szereplő tizennyolcz PASCAL-
egyenesen fekszik. 

14. Vizsgáljuk már most meg, hogy egy P STEiNER-pont és a 
hozzá rendelt p CAYLEY-egyenes nem pólus és polaris-e a PASCAL-
hatszög körül írt kúpszeletre nézve ? 

Ha kimutatható, hogy van egy a P-hez kapcsolt pólus, mely 
a p egyenesen kivül fekszik, akkor a p egyenes nem lehet polárisa 
a P pontnak, mert a p polárisa az összes P-hez kapcsolt pólusokat 
tartalmazza. 

A P ponton keresztül menő p n = 1 2 3 45 6 PASCAL-egyenesnek 
pólusa (m, n) metszőpontja a p"-őn fekvő (1 2, 4 5), (2 3, 5 6) pon­
tok polárisainak, m-nek és n-nek, mely (m, n) pont a P-hez 
kapcsolt pólus. Az m, n polarisok azonban az 124 5, 2 3 5 6 négy­
szögek révén az (1 5, 2 4), (1 4, 2 5), illetve (2 5, 3 6), (3 5, 2 6) ponto­
kon mennek keresztül. 

Ha az (m, n) pont a p egyenesen feküdnék, akkor az 

(14, 2 5), (2 5, 3 6), P* '=(Í I*g 8
n p,m) 

(15,2 4), (3 5 ,2 6), Pn i = (rin iYí l nrs i n) 

szögpontú háromszögek perspectivásak volnának, mert az első, 
második és harmadik oszlopban felírt pontok az m, n, p egyeneseken 
-vannak. 

Ámde e háromszögek megfelélő oldalainak, 
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a 2 5 és bx
v = 1 5 8 4 2 6 metszőpontja a (2 5, b / ) 

a § 3
n = 1 3 5 2 6 4 és y 3

m = 1 6 4 2 3 5 * a (3 5, 6 4) 
a ^ " = 1 3 6 4 2 5 és T l

m = 1 3 5 4 2 6 » a (1 3, 4 2). 

E pontok közül a két utolsó az a j v = l 3 5 2 4 6 egyenesen, 
ellenben az első az a / egyenesen kivül fekszik, mert h^ a (2 5, 
1 6) ponton nem megy keresztül. 

Ama két háromszög tehát nem perspectivás, és a P ponthoz 
kapcsolt pólus (m, n) nem fekszik a p egyenesen. A p egyenes 
tehát nem polárisa a P pontnak, s ugyanazon oknál fogva 
a TC egyenes nem polárisa a II pontnak. 

Vizsgáljuk még meg, hogy a p, TI GAYLEY-egyenesek nem kap­
csolt polarisok-e a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeletre vonat­
kozólag ? 

Ha p. TI kapcsolt polarispár volna, akkor a p-nek pólusa 
P', mely az előbbiek szerint a P ponttal nem esik egybe, a TI egye­
nesen feküdnék. Ekkor azonban, minthogy II, P' és H, P (5. és 6. 
pont) kapcsolt pólus, a II pont polárisa a P P ' = TC egyenes volna, 
a mi az előbbi tétellel ellenkezik. E szerint 

A CAYLvv-ellenegyenespárok nem kapcsolt polarisok a 
PASCAL-hatszög körül írt kúpszeletre vonatkozólag.1 

6. A S t e i n e r - e g y e n e s e k r ő l . 

15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az 

12 3 4 56 
4 5 6 1 23 
3 6 2 5 14 

oldalú háromszögek a II collineatio-középpontra vonatkozólag per-
spectivásak; a vetítő sugarak és a collineatio-tengelyek a 7I1VTCVTCVI, 
illetve p1 p11 p m PASCAL-egyenesek, mely utóbbiak egymást a P STEINER-
pontban metszik. 

Ugyanígy kimutathattuk volna, a mi különben az előbbinek 
következménye, hogy az 

12 4 5 36 
3 4 6 1 25 
5 6 2 3 14 

1 V . ö. VEBONESE-nek a 1 0 1 . o l d a l o n id, m . 27 . o ld . 
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oldalú háromszögek a P collineatio-középpontra perspectivásak; a 
pipiipin^ ^IV^V^VI pASCAL.egyenese közöl az első három vetítő-
sugár, a többi collineatio-tengely, mely egymást a H pontban metszi. 

Ha akár az egyik, akár a másik csoport háromszögeit tekint­
jük, azt látjuk, hogy 

az 12, 61 , 14 meg nem felelő oldalak metszőpontja az 1 pont, 
az 12, 2 3, 2 5 » » * » » 
a 34, 23, 36 » » » » 
a 3 4, 4 5, 14 » » » » » 
az 5 6, 4 5, 2 5 » » » » » 
az 5 6, 6 1 , 3 6 > » » > '• * 

ellenben a megfelelő oldalak metszőpontjai a collineatio-tengelyeken 
feküsznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztül. 

Ennélfogva mondhatjuk: 
»Ha két háromszög akkép van egymásra vonatkoztatva, hogy 

az egyik háromszög minden 

a 
a 
a 
az 
a 

2 
3 
4 
5 
6 

oldalának a másik két három­
szög egy-egy oldala felel meg, 
és a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy PAscAL-hat-
szögnek szögpontjai, akkor a 
háromszögek ugyanegy colli­
neatio-középpontra vonatkozó­
lag perspectivásak, s így a meg­
felelő oldalak metszőpontjai há­
rom, ugyanegy ponton keresztül 
menő egyenesen fekszenek*. 

szögpontjának a másik két há­
romszögnek egy-egy szögpontja 
felel meg, és a meg nem felelő 
szögpontok hat egyenesen fek­
szenek, melyekegy kúpszeletnek 
érintői (egy BRiANCHON-hatoldalt 
képeznek), akkor a háromszögek 
ugyanegy collineatio - tengelyre 
vonatkozólag perspectivásak, s 
így a megfelelő szögpontok is 
hármasával oly egyeneseken fek­
szenek, melyek egymást hárma­
sával egy egyenes három pont­
jában metszik«. 

Ha ama két csoportban felírt háromszögeket tekintjük, azt 
látjuk, hogy az első, illetve második csoportban levő háromszögek 
oldalai az 13 5 pontok összekötő egyenesei a 2 4 6, 4 6 2, 6 2 4, 
illetve 26 4, 64 2, 426 pontokkal. Továbbá mindegyik háromszög­
nek oldalain rajta fekszenek a PAscAL-hatszögnek szögpontjai. 
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Kérdés: Hány ily A háromszög található az egész con-
fíguratióban, és hányfélekép lehet ezeket hármasával a fen­
tebbi módon csoportosítani? 

16. Az 12 3 4 5 6 pontnak tizenöt összekötő egyenese van. 
Minden ily egyenes, a négy másik pontot összekötő három egyenes­
párral egy-egy háromszöget képez, a melynek oldalain rajta tekszik 
mind a hat pont. Ama tizenöt egyenesnek tehát, bármelyike három 
A-háromszögnek oldala, s így ezeknek száma 15.3:3 = 15. 

A 15 A-háromszögnek 45 szögpontja mind PAScAL-pont, a 
melyeknek mindegyikén négy PAscAL-egyenes megy keresztül. így: 
az (12, 4 5) PASCAL-ponton keresztül'mennek a 

P n = 1 2 3 4 5 6 , a 8
n i = 1 2 6 5 4 3 , b 3

Y I =126453 , c,J= 1 2 3 5 4 6 

PAscAL-egyenesek, tehát: a teljes PAscAh-hatszög hatvan PASCAL-
egyenese egymást négyesével a tizenöt A háromszög negy­
venöt szögpontjában metszi; mindenik PASCAL-egyenesen 
három ily szögpont (PAScAh-pont) fekszik. (4.45 = 3.60). 

A mi pedig ama csoportok számát illeti., a melyekre a tizenöt 
A-háromszög hármasával osztható oly módon, hogy minden csoport 
háromszögei páronként perspectivásak legyenek: az 1 2 3 4 5 6 pont 
közül kiválasztunk hármat és ezeket a megmaradt hárommal, vala­
mint ezeknek, cyclicus felcserélésük által nyert, complexióival össze­
kötjük; a nyert összekötő egyenesek az ily háromszög-csoportok­
nak oldalai. Ennélfogva: 

A tizenöt A-háromszög hármasával húsz oly csoportba 
osztható, hogy mindegyik csoport háromszögei ugyanegy 
collineatio-kőzéppontra vonatkozólag perspectivásak; a húsz 
collineatio-középpont, valamint a coUineatio-tengelyek húsz 
metszó'pontja a húsz STEINER-J>OÖ£ 

17. Mindenik A-háromszög négy csoportban fordul elő; pl. az 
12 3 4 5 6 oldalú A-háromszög, melyet [12 34 5 6]-lal akarunk 
jelölni, fellép a következő csoportokban : 

[12 34 56] [12 34 65] [12 34 56] [12 43 65] 
[45 6 1 3 2 ] [64 15 32] [53 16 42] [45 62 13] 
[36 52 14] [35 62 14] [46 52 13] [63 15 42]. 

E perspectivás háromszögekhez tartozó coUineatio-tengelyek 
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p " = 1 2 3 4 5 6 a i
m = l 2 3 4 6 5 a 2

m = l 2 4 3 5 6 a 3
m = l 2 6 5 4 3 

p n i = 1 4 3 6 5 2 8i ü = 1 4 3 5 6 2 a2
n = 1 3 4 6 5 2 a3

n = 1 5 6 3 4 2 
p1 = 1 6 3 2 5 4 a1

IV = 1 5 3 2 6 4 a2
v = 1 6 4 2 5 3 a2

VI = 13 6 2 4 5, 

melyek egymást a P Aj A3 A3 betűkkel jelölt STEiNER-pontokban 
metszik. 

E perspectivás háromszögekhez tartozó vetítősugarak: 

•K1V = 1 6 3 4 5 2 ad? = 1 2 6 4 3 5 a2
VI = 12 5 3 4 6 «3

V = 1 5 4 3 6 2 
7tv = 1 2 3 6 5 4 a / 1 = 1 4 6 5 3 2 « / = 1 3 5 6 4 2 a3

IV = 12 4 5 6 3 
7tVI = 1 4 3 2 5 6 a2

v = 1 5 6 2 3 4 a2
IV = 1 6 5 2 4 3 <%? = 1 3 4 2 6 5. 

Egymást a II A! A2 A3 SxEiNER-pontokban metszik, melyek az 
előbbieknek megfelelő STEiNER-ellenpontjai. A A = [1 2 3 4 5 6] három­
szögnek ez utóbbi tulajdonságát a következőkép fejezhetjük ki : 
»A A = [12 3 4 5 6] szögpontjaiból kisugárzó tizenkét PASCAL-
egyenes egymást a IIAjAaA,, SxEiNER-pontban metszi«. (9. ábra.) 

Ámde a tizenkét PASCAL-egyenes egymást hármasával még 
négy KiRKMAN-pontban: 

F = (a1
Ia2

Ia3
I) , A™ = (a2

IV a3
IV uIV), A„V = ( « 3

V < ^ ) , 
A/^Co^V.^) 

metszi, melyek a p1, a1
IV, aa

v, a3
VI PAscAL-egyenesekhez vannak 

rendelve. Ennélfogva: 
Minden A-náromszóg szögpontjaiból kisugárzó tizenkét 

FASCAh-egyenes egymást hármasával négy STEINER- és négy 
KiRKMAN-pontban metszi. 

18. Vegyük most az 
5 6 3 4 1 2 
a1

II = 1 4 3 5 6 2 a2
n = l 3 4 6 5 2 a . m = i 5 6 3 4 2 

a i i a = 1 2 346r5 a 2
I U = 1 2 4 3 5 6 a 3

n r = 1 2 6 5 4 3 

oldalú háromszögeket tekintetbe. 
Ezeknek elseje a második és harmadik háromszöggel perspectivás, 

mert a megfelelő oldalak metszőpontjai a p m = 1 4 3 6 5 2, illetve 
p n = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyenesben fekszenek. Ennélfogva az első és 
második, valamint az első és harmadik háromszög meg nem felelő 
oldalainak metszőpontjai (2.) egy-egy PAscAL-hatszögnek szögpontjai, 
Ámde e szögpontok mindkét esetben ugyanazok, mert 
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a2
u, a3

m és 5 6 metszőpontja (5 6, 13) 
a3

n, a^11 és 3 4 » (3 4, 15) 
aV1, a3

ni és 12 » (12, 5 3) 
a3

IX, aa
m és 5 6 » (5 6, 2 4) 

a2
n, a/11 és 1 2 * (12 ,6 4) 

a,.11, a8
in és 3 4 i (3 4, 2 6); 

tehát a második és harmadik háromszög meg nem felelő oldalainak 
metszőpontjai egy PAscAL-hatszögnek szögpontjai, s így e két utóbbi 
háromszög egy Fj1 collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivás, 
vagyis a megfelelő 

„ I I „ I I I . „ I I „ III . p I I Q H l 
" 2 i " 1 i d 2 ) <*2 ) " 3 ) d 3 

oldalak metszőpontjai egy egyenesen fekszenek. (S. ábra.) 
De ha három háromszög meg nem felelő oldalainak metsző­

pontjai, egy PAscAL-hatszögnek szögpontjai, akkor (15.) a három­
szögek ugyanegy collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivásak 
és a collineatio-tengelyek egymást ugyanegy pontban metszik. Ebből 
pedig az következik, hogy a 

nii „in „ n „in „ ii „ ni „ n„ ni 
P P ) dl d ) d 2 a 2 ) d 3 d 3 

PAscAL-egyeneseknek metszőpontjai, azaz a P, At, A2, A8 STEINER-
pontok ugyanegy egyenesben fekszenek. Oly egyenest, a melyen 
négy STEiNER-pont fekszik: STmm.R-egyenesnek neveznek. 

Miután a teljes PASCAL-hatszög tizenöt A háromszöget határoz 
meg és e háromszögek mindegyike, mint láttuk, egy SxEiNER-egyeneshez 
vezet, a STEWEK-egyenesek száma tizenöt. Ennélfogva: 

A húsz STEiNER-po/2*; négyesével tizenöt STEINER-egye-öe-se.0 
íekszik; minden STEINER-JSOŰÍOŰ három STEINER-egyenes megy 
keresztül (15.4 = 20.3).1 

A tizenöt STEINER-egyenesből és húsz STEWER-pontból 
álló (15t, 203) conüguratio, három, páronként ugyanegy col­
lineatio-középpontra, perspectivás háromszögből származtat­
ható le; e háromszögek oldalai, a collineatio-tengelyek és 
vetítősugarak, a confíguratio egyenesei. 

1 PLÜCKEK : »Ueber ein neues Princip der Geometrie«; CRET.LE 'S Journal , 
V, kötet ; vagy SCHRÖTEK : »Theorie der Kegelschnitte* 28. §. 



130 DR. KLUG LIPÓT 

Ezt a configuratiót HESSK-configuratiónalc nevezzük és H-val 
jelöljük, mert HESSE ismerte fel a STEiNER-pontok és egyeneseknek 
a tételben kiíejezett helyzetét.1 

Jeygset: 1. Azt a két II. és III. ÜEsARGUEs-configuratiót, melyek­
nek egyeneseit felhasználtuk annak a tételnek bebizonyításánál, 
hogy a P Aj A2 A3 STEiNER-pontok egy SxEiNER-egyenesen fekszenek, 
továbbá a A = [12 3 4 5 6] háromszöget a | PAjAaAj | STEINER-
egyeneshez »rendelt«-nek nevezzük. 

2. A STEiNER-egyeneseket általában a-val, a | P Ax A2 A3 [ STEINER-
egyenest an> m-mal, az [12 3 4 56] háromszöget An< m-mal jelöljük, 
a mely jelölésben a mutatók a hozzárendelt DESARGUEs-configura-
tiónak mutatói. 

3. A 17. pontban kimutattuk, hogy a on>UI= j PA^AgA8 | 
SxEiNER-egyeneshez rendelt A">IU háromszög szögpontjaiból kisugárzó 
tizenkét PASCAL-egyenes egymást hármasával a PAjA 2 A 3 STEiNER-
pontok ÜAjAaAg ellenpontjaiban és a P1 AX

IV As
v A3

VI KIRKMAN-
pontokban metszi. A IIAjAaAj. valamint a P1 Ax

lv Aa
v A3

VI négy­
szöget és a p1 a2

IV a2
v a3

VI négyoldalt a o11-111 STEiNER-egyeneshez 
rendeltnek nevezzük és rövidség kedvéért S"> I n Vn> n i , illetve vö> m 

betűkkel jelöljük. Az egész configuratióban tizenöt ily S és V négy­
szög, valamint v négyoldal van, melyek az egyes a STEiNER-egyenesek-
hez vannak rendelve. 

• 7. A Salmon-pontokról. 

19. A a11' m STEiNER-egyenesen fekvő PAX A2A3 STEiNER-pon-
tokhoz a p a j a 2 a 3 GAYLEv-egyenesek vannak rendelve, melyekről 
kimutatható, hogy egymást egy 2n< m pontban, úgynevezett SALMON-
pontban metszik. Azokat a a"- IH Si'EiNER-egyeneshez »rendeltek«-
nek nevezzük. 

Ugyanis az 
a x

I V =l 5 3 2 6 4 b n n = 1 5 2 3 6 4 c ^ 1 6 2 3 5 4 
a 2

v = 1 3 5 2 4 6 b a
m = l 4 2 5 3 6 c 2

n = 1 3 2 5 4 6 
a 3

V I =13 6 2 4 5 b 8
n i = 1 4 5 2 6 3 c 3

n = 1 5 4 2 3 6 
PAScAL-egyenesek közül az 1-ső, 2-dik és 3-dik sorban felírtak egy­
mást a (2 3, 1 4), (2 5, 1 6), (5 4, 3 6) pontokban metszik, melyek 
a p1 = 1 6 3 2 5 4 PASCAL egyenesen fekszenek. 

1 OBELLE 'a Journal ; XLI . kötet. 
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Ebből pedig következik, hogy az 

d i d 2
 d 3 > ÜJ D 2 Ö3 ) Cp. G2 C3 

háromszögek a p1 collenatio-tengelyre vonatkozólag páronként per-
spectivásak és így e perspectivás háromszögekhez tartozó collineatio-
középpontok egy egyenesben fekszenek. 

Ámde az 1-ső és 2-dik, 1-ső és 3-dik, 2-dik és 3-dik három­
szöghöz tartozó projiciálósugarak 

rí111 r 2
m r 3

m , éi=ft.= Pin. a i a a a s . 
mert 
n v m egyenes ösz- A n i ru III u Iii\ KIRKMAN- fi Q , n\ _ / v _ v i \ _ n T l t n t a T i szeköti az A x

 1 = ( D 2 " 1 D 3
1 ) pontot és az ( 1 á , 4 , 4 ) — ( a 2 a 3 ) pontot, 

a T2111 » A , 1 1 ^ ^ 1 1 1 ^ 1 1 1 ) » (15, 2 6) = (a3
VI

ai
IV) » 

a T3
m » A8

i n=(ba™b2w) » (3 5, 64)=(a 1
I v a a

v ) » 
4 " - A^1 = ( c s

n c3") » (13, 4 2) = (a2
v a3

VI) * 
4 / 1 - A a ^ = ( c 8

n O » (15, 2 6) = (a3
VIaJ

IV) » 
a p s n » A3

I[ =(Cl
TI c2") i (3 5, 6 4) = (a1

I va2
v) » 

azax » A/ 1 és Aj.111 » 
aza2 » A2

n és A2
m » 

aza3 » A3
n és A8

in 

Ennélfogva az a-, a2 a3 GAYLEY-egyenesek egymást a P111 = 
(Ti™ T2111 T3ni)> P I I = (PiII^2IiP31I)KlRKMAN-pontok összekötő egyenesén, 
vagyis a p CAYLEY-egyenesen metszik. 

E szerint: Egy STEINER-egyen e-sea fekvő négy STEINER-
ponthoz rendelt négy CAYLEY-egyenes egymást egy SALMON-
pontban metszi; minden CAYLEY-egyenesen három SALMON-
pont fekszik. 

A húsz CAYLKY-egyenes és tizenöt SAiMOT<i-pont egyH' = (203, 
löt) configuratiót képez, mely az előbbi 
H=(15i, 20s) confígarationak, s három, páronként ugyanarra 
a collineatio-tengelyre perspectivás háromszögnek oldalaiból, 
a közös collineatio-tengelyből és a collineatio-középpontokat 
tartó egyenesből áll. 

20. Más úton is kimutatható, hogy a p aj a2 a3 GAYLEY-egye­
nesek egymást egy pontban metszik. Ugyanis az 

A ^ A / A / 1 

(3 4, 1 2) (1 2, 5 6) (5 6, 3 4) 
A j A J A 3 
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háromszögek (9. ábra) közül az első kettő perspectivás, mert az 
oszlopokban fekvő szögpontok a Klvnv%YI egyeneseken vannak. Ennél­
fogva a meg nem felelő szögpontok összekötő egyenesei a1

va1
VI 

a2
VIa2

Iva3
IV«3V egy kúpszeletet burkolnak be (2.). De ez utóbbi 

egyenesek a harmadik háromszögnek szögpontjain is keresztül men­
nek ; miért is (15) a harmadik háromszög az előbbi kettővel per­
spectivás és a collineatio-középontok egy egyenesben fekszenek. 
Ámde az 1-ső és 3-ik, valamint a 2-ik és 3-ik háromszög megfelelő 
szögpontjai az ax a2 a3 CAYLEY-egyenesen, illetve az aj1 a2

x a/ PASCAL-
egyenesen vannak, minek következtében az a1 a2 a3 egyenesek egy­
mást a P I = (a1

I«2
Ias

I) KIRKMAN pontnak és II STEiNER-pontnak ösz-
szekötő egyenesén, a p = (IIP1 P n P m ) CAYLEY-egyenesen metszik. 

21. Az imént leírt configuratióban előfordul négy CAYLEY-
egyenes p a : a2 as, melyek egymást egy 2IT< m SALMON-pontban metszik; 

a p CAYLEY-egyenesen fekszik a ü STElNER-pont és a P 1 KIEKMAN-pont, 

az a! » Aj » Aj I V » 
aza2 » A2 » A2

V » 
aza3 » A3 » A3

VI » 

mely utóbbiak az Sn< I n = I I A/AsA,,, V**< " ^ P 1 A1
IVA2

VA3
VI négy­

szögeknek szögpontjai. E négyszögek a An> I n = [l 2 3 4 5 6] három­
szöggel perspectivás háromszögekre bonthatók; a collineatio-közép-
pontok a Vir< m és Sn> m négyszögek szögpontjai. Ennélfogva: 

Egy 2 SALMON-ponton keresztül menő négy GAYLEY-egye-
nesen egy-egy STEINER-/?O/ZZÍ fekszik, melyek egy S-négy szögnek 
szögpontjai. E négyszög négy háromszögre bomlik, melyek 
ugyanegy k-háromszöggel' perspectivásak; a collineatio-közép-
pontok ama GAYLEY-egyeneseken fekvő oly KIRKMAN-pontok, 
a melyek egy V négyszögnek szögpontjai; a projiciáló suga­
rak e KiRKMAN-pontokból kisugárzó PASCAh-egyenesek. 

Jegyzet. A IV. táblázat első oszlopában a STEiNER-egyeneseken 
cr-n fekvő SiEiNER-pontok; a 2-ikban egy SALMON-pontban 2-ban 
egymást metsző ÜAYLEY-egyenesek; a 3-, 4- és 5-ikben az ezekhez 
rendelt V, v és A négyszögek, négyoldalak és háromszögek szög­
pontjai, illetve oldalai; végre a 6-ikban- az ezekhez rendelt DESAR-
GUES-configuratiók jelző számai találhatók. 
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8. A D e s a r g u e s - és ü e s s e - e o n f i g u r a t i ó k k ö l c s ö n ö s 
h e l y z e t e . 

22. Kimutattuk a 13. pontban, hogy minden CAYLEY-egyenes 
a hozzárendelt. STEINER-pontnak ellenpontján megy keresztül. Ebből 
pedig az következik, hogy a H = (154, 203) és H' = (20s, 15J HESSE-
konfiguratiók összefüggnek egymással, még pedig: 

A $>TEWER.-egyenesek és pontok képezte H—(15i, 30a)-, 
és a CAYLEY-egyenesek és SALMOHpontok képezte H' = (203, 15,) 
ÜEssE-conüguratiók együtt egy (35t, 35^ configuratiót alkot­
nak. Ennek 35 egyenese és 35 pontja a 15 STEINER- é s 20 
CAYLEY-egyenes, illetve a 20 STEINER- é s 15 SALuon-pont. Mind­
egyik SíÉíNER-egyéhesetí négy STEINER-/?ont, mindegyik CAYLEY-
egyenesen három SALMON- és egy SrEWER-pont fekszik; mind­
egyik ÜTEWER-ponton három STEINER- és egy CAYLEY-egyenes, 
mindegyik SALMon-ponion négy CAYLEY-egyenes megy keresztül. 

E configuratio nem egyéb, mint három, páronként ugyanegy 
collineatio-középpontra perspectivás tetraéder éleinek és szögpontjai­
nak, továbbá a megfelelő lapok- és élek metszővonalainak és pont­
jainak, végűi a projiciáló sugaraknak és a collineatio-síkok közös 
metszővonalának központi vagy parallel projectiója egy síkra. 

A (354, 354) configuratio a következő módon szerkeszthető meg: 
a sík egy P pontján keresztül négy egyenest: PAjAuAg, P B ^ B , , , 
P Q C2 C3 és %-t húzunk. Ezután három négyszöget rajzolunk, me­
lyeknek szögpontjai amaz egyeneseken íeküsznek, oldalaik: Ai Bi, 
Bi Ch C; Ai; «i; fa -fi. Az («i fij YÍ) szögpont a % egyenesen 
fekszik és i = l, 2, 3. E három négyszöget négy, a P pontra páron­
ként perspectivás háromszögre bonthatjuk, melyeknek oldalai: Ai Bi, . 
Bi Ci, Q A i5 Ai Bi, «i, pi-; Bi Ci, foyi; ( j Ai; yj, *i (> = !, 2> 3).' 
A collineatio-tengelyek | Aj Bj I\ | , aj, bi, c; (i = l, 2, 3), melyek 
egymást a p egyenesen fekvő II, (% a2 a3), (bx b2 b3), (% c2 c3) colli-
neatio-középpontokban metszik. 

23. Vizsgáljuk most meg, hogy mily helyzetű egy (103, 103) 
DESARGUEs-konfiguratio a két H, H' HEssE-konfiguratio irányában. 

A II. DESARGUEs-konfiguratio tíz egyenese közül 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 135 

p" ax
n a2

n as
n megfelelőleg a P Aa A2 A3 STEiNER-ponton 

P ^ J B ^ C , ? » a P C ^ C , 
c/1

 a i " &1 p3" » a C ^ B . B , 
c2

TI a2" p8" p!n » a C . A ^ B Í 
c3

IIa3
Iipi

IIp2
11 » a 0 ^ 3 6 ^ , 

megy keresztül; e STEiNER-pontok pedig egy-egy olyan egyenesen 
feküsznek, melyek egy teljes ötoldalt képeznek. (6. ábra.) 

Minthogy a ÜESARGUES-configuratiónak tíz egyenese ennek a 
teljes ötoldalnak tíz szögpontján megy keresztül, a DESARGUES-con-
figuratio az ötoldal körül van írva. 

Amaz ötoldal és a ÜESARGUES-configuratio együttvéve egy (154, 
203) configuratiót képez; a három perspectivás háromszög pl. 
a,11 a2" a3", c/1 c2" c3

n, BtBgB,; a projiciáló sugarak: ^ &1 %n ; 
a collineatio-tengelyek : pn, a"> n I = | P A, A2 A31, a1- n = | P Gx G2 C31 . 

A II. DESARGUES-configuratiónak tíz KiRKMAN-pontja közül 

P" Aj" A2
n A3

n megfelelőleg a p a-L a2 a3 CAYLEY-egyenesen 
PIIC1

IIC2
IIC3

11 i a p C l c 2 e 3 

C ^ A ^ B ^ B , 1 1 » a c ^ p , 
C ^ A ^ B , , 1 ^ 1 1 » a c2a2p3px 

C í
n A a

n B 1
n B s

n . a c 3 a 3 ^ 2 

fekszik; ezek egy-egy SALMON-ponton mennek keresztül és egy 
teljes ötszögnek szögpontjai. (7. ábra.) 

Minthogy a DESARGUES-configuratiónak tíz KiRKMAN-pontja a 
teljes ötszögnek tíz oldalán fekszik, a ÜESARGUES-configuratio az 
ötszögbe be van írva. 

Amaz ötszög és a DESARGUEs-configuratio együttvéve egy (20s, 
15á) configuratiót képez ; a perspectivás háromszögek pl. ax

n a2
IJ a3

u, 
Cj11 c2

n C311, ^ p2 pa; a collineatio-tengely p11; a collineatio-közép-
pontok: P ^ a V ' i W 1 ) , 2". m = (pa i a 2a3) , 2?. n = (pc lC2 c,). 

A nyert eredményeket ezek után a következőleg fejezhetjük ki: 
A STEWTs.n-egyenesekbó'1 és pontokból álló H=(15i> 203) 

conüguratio és a GAVLEY-egyenesekből és SALMcm-pontokból 
álló H' = (203, 15J conüguratio hat teljes őtoldalra, illetve 
hat teljes ötszögre bontható. A PASCAL- egyenesekből és KIRK-
MAN-pontokból álló hat (103, 10%) DESARGUES-conüguratio min-
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degyike egy ily ötoldal körül, illetve ötszögbe be van írva. 
Ugyanegy DESARGVEs-configuratióba írt, illetve körűi írt öt-
oldal és ötszög oldalai és szögpontjai, valamint szögpontjai 
és oldalai egymáshoz rendelt STEINER-egyenesek és SALMON-
pontok, illetve STEINER-/?O/?ÍO£ és CAYLEY-egyenesek. 

így pl. a II. ÜESARGUES-configuratio a aT- " a11' m a11' lv 

a". v a"- YI ötoldalba be van írva és a ÍS1- " 2"> m 2F< IV 

2n> v ^n, vi ötszög körűi van írva. 
24. A P" KiRKMAN-ponton keresztül menő fii11 (32

n p3
XI PASCAL-

egyeneseken a 23. pontban tekintetbe vett KIRKMAN- és STEINER-
pontokon kivűl még három-három lJASCAL-pont fekszik, t. i.: 

PAen fekszenek az Ai11 Cj11 Bi (15, 4 6), (13, 2 4), (2 5, 3 6) pontok 
P,n-en » az A2" C2" B2 (2 4, 3 5), .(1 5, 2 6), (1 4, 3 6) » 

.p3
n-en » azA3

I IC3
I IB3 (13, 2 6), 3 5, 4 6), (14, 2 5) » 

melyek a P n középpontra perspectivás: Ax
n A2

n A3
II = c 1 "c 2

n e 3
n , 

L.x L-2 dg = 3j a2 a3 , B]l52l>3, c1 c2 c3 , ax a2 a3 , A • = 
[14 2 5 3 6] háromszögeknek szögpontjai. 

E háromszögek közül: 

fl.IYa„va,VIlá« 
^=inivnvnvii „ I I „ II „ I I 1 g.fc 

d j d 2 d 8 ) ft.ö 
„ IV „ V „ VI 1 
ax a2 a3 
„ ii n n n i i l 
« 1 « 2 a 3 C » 
Bi B2 B3 j 
p i i „ i i „ n i 
u l ^ 2 u 3 
d l d 2 d 3 > » 

[14 25 36]j 

n l l 1 TJ II TJ II T> II | 
P — j ű j iJ2 ±}3 | 

1 P A1A2 A3 | ; 

pJ = l 6 3 2 5 4 : 

> „ ív ,, v p vi j s . s 
l ' l ^ 2 ^ 3 ) S « 
p IV p V p VI 1 
L/j U2 l/g 

p II p II „ I I \ 
(S/j 0 2 C 3 j> » 

Bt B2 B3 ) 
p II „ II j , I I 'l 
dl d 2 d 3 j 
p IV p V p VI ( 

[14 25 36]j 

r L^ L>2 ^ 3 

p m = l 4 3 6 5 2 

collineatio-tengelyre, melyek egymást a P STEiNER-pontban metszik. 
A KIRKMAN-pontok számának megfelelőleg hatvan ily configu-

ratio van, melyek azonban egymást részben elfödik. 
A p CAVLEY-egyenesen a P" KiRKMAN-ponton kivül még a P1, 

P m KIRKMAN-pontok feküsznek; az ezekből levezetett configuratiok 
az előbbit még a következőkkel egészítik ki: 1. a P1, P™ pontokból 
kisugárzó a^a^osj1, Yi™ y2

UI y8
ni PAscAL-egyenesekkel; 2. a P*pT 

és P m p m collineatio-középpontra és tengelyre perspectivás b^ b2
: b3

I, 
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c^ c,1 Cj1; a x
m a2

in a3
IU, b^11 b2

IIJ b3
IIX háromszögekkel; 3. a b ^ b 2

v b3
VI 

háromszöggel, mely a c1
I vc2

vc3
V I és a1

I va2
va3

V I háromszöggel a 
P1, n és P111, u-re vonatkozólag perspectivás ; 4. a A11' m = [l 2 3 4 5 6], 
A1'11 = [16 3 2 5 4] háromszögekkel, melyek egymás között és a 
A1 ' In háromszöggel a II pontra és a p1 p n p m collineatio-tengelyekre 
vonatkozólag perspectivásak; végre 5. az AjAaAj, I \ r 2 F3 három­
szögekkel, melyek egymás között és a Bt B2 B3 háromszögekkel a 
n pontra és a | P Ax A2 A3 | , | P Bx B2 B3 | , j P C1 C2 C3 | tenge­
lyekre vonatkozólag perspectivásak. 

E configuratio (új egyenesek hozzáadása nélkül is) magába fog­
lalja már valamennyi SxEiNER-pontot és egyenest, 39 PASCAL-egyenest 
és 33 KiRKMAN-pontot, 3 A-háromszöget és a rc, p CAYLEY-egye-
neseket. 

9. A V, Veronese-pontok és két Desargues-
configuratio kölcsönös helyzete. 

i n 

25. Ama tétel bebizonyításánál, hogy négy STEiNER-pont egy 
egyenesen fekszik (18.) az [ 5 6 3 4 1 2], tfr, a,n a3", aj™ a2

m a, 
háromszögekből indultunk ki, melyek páronként a P / collineatio-
középpontra és a p"1, p", Q^™- j PAX A2 A3 | collineatio-tengelyre 
vonatkozólag perspectivásak. De ép így kiindulhattunk volna (8-
ábra) az 

[56 12 34] [34 56 12] [12 34 56] 
p n a s

n a , n p ^ a , " pPa^a,11 

pZIIa2™8Ls™ p i n ^ i n ^ m p H i ^ m ^ , 

háromszögekből is, melyek az 

A l t
IV collineatio-középpont és a/" , a/1, a".UI collineatio-tengelyekre 

A2.V » » a2
m, a2", a"-111 

A 3 , V I ». » as
UI, a3", a11."1 

vonatkozólag perspectivásak. 
A négy collineatio-középpont megannyi szögpontja egy 

Y / . ÍR. = rjy Au" A2J A3l
VI] = [F A™ A/ Aa% 

négyszögnek, melynek átlósháromszöge An,I1I = [12 3 4 5 6]. 
E négyszög mindegyik oldalán két KiRKMAN-pont és a A11'111 

háromszögnek egy-egy szögpontja fekszik, még pedig: 
Orv.-term.-tud. Értesítő. 1897. I Q 
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P1 AX
1V | , oldalon a G^1, B^11, (3 4, 1 2) pontok fekszenek, 

P1 A2
V | , > a C2

n, B2
i n , (1 2, 5 6) 

P1 A3
VI j , a C3

n, B3
m , (5 6, 3 4) 

A2
V A3

YI | í , a B/ 1 , IV", (3 4, 1 2) 
A3

VI A™ | , » a 'B,11, i y n , (1 2, 5 6) 
AX

ITA2
V | , » a B3", r3™, (5 6, 3 4) » 

Minthogy a teljes PASCAL-hatszög tizenöt Si-EiNER-egyenest szol­
gáltat, a Vj-négyszögek száma is ugyanannyi. A Vj-négyszögeket 
az illető STEiNER-egyenesekhez rendeljük és hatvan szögpontjukat 
V^VERONESK-pontoknak, vagy röviden V1-pontoknak nevezzük. 

A mi a hatvan V^pont különös jelölését illeti, megjegyzendő 
a következő: Egy STEiNER-egyenes négy STEiNER-pontjából 1. egy 
v-négyoldal négy oldala, mint négy PAScAL-egyenes és 2. még négy pár 
PAscAL-egyenes sugárzik ki. Az utóbbi PASCAL-egyenespárok közül 
három-három két, a STEiNER-egyenesre, mint collineatio-tengelyre, 
és egy Vj pontra, mint collineatio-középpontra, vonatkozólag perspec-
tivás négyszöget képez. Ezt a Vx pontot, mint a v négyszög egyik 
oldalához, ahhoz a PASCAL-egyeneshez rendeljük, mely a negyedik 
STEiNER-ponton megy keresztül, és a PASCAL-egyeneshez rendelt 
KiRKMAN-pont jelző-betűjével látjuk el, melyhez megkülönböztetésül 
még egy v< mutatót függesztünk. Ugyanahhoz a PAscAL-egyeneshez 
rendelt KIRKMAN- és YVpontot egymáshoz rendeltnek fogunk nevezni. 

26. A Vj-pontról VERONESE J kimutatta, hogy: 
Egy STmtJER-ponton keresztül menő három ¥AscAL-egyenes-

hez oly három V^-pont van rendelve, mely a STKwm.-ponthoz 
rendelt GAYLEv-egyenesen fekszik. 

Ugyanis az 

„ ii „ ii Q n _ p ii p ii p ii „ ni „ in „ ni E> in D in r> in 
"•1 d 2 "3 — u l ^ 2 u 3 ) d l "2 "3 — D l D 2 D3 ) 
v. n i K in y, ni _ A l n A ln A n l ,i i i r> i i r> " — A n A u A n 

"l u 2 u3 — Al -"2 -"3 ) u l u 2 ^8 — -"1 -"2 -"-i 

háromszögek közül az 1-ső és 2-ik, a 2-ik és 3-ik, a 3-ik és 4-ik, 
a 4-ik és 1-ső perspectivás ; a collineatio-középpontok és tengelyek : 

P,1, | A,A2A3 | ; PIII = (Tl
IIIT2IIIT3m), P m 5 S n . r a = (a1 a2 a3), p1 ; 

Pn=(p1
np1

np,n), P11; 

1 VERONESE : id. m. 36. old. 
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és, mert a collineatio-tengelyek egymást a P STEiNER-pontban metszik, 
a négy collineatio-középpont ugyanegy egyenesen fekszik.1 Ámde 
a három utolsó pont a p CAYLEv-egyenesen fekszik, minek követ­
keztében a p egyenes a IV ponton megy keresztül. 

Ugyanígy kimutatható, hogy a p egyenes a ty 1 és Pj"1 ponton 
is keresztül megy, vagyis hogy a P STEiNER-pontból kisugárzó 
pipiipin pASCAL-egyenesekhez rendelt V1 pontok a P-hez rendelt p 
CAYLEY-egyenesen íeküsznek. 

A tételből még az is következik, hogy a on> m = | P A j A a A ^ 
STEiNER-egyeneshez rendelt V ^ " ^ [ P 1 A2

IV A2
V A,VI]t négyszög szög­

pontjai a p a± a2 a3 CAYLEv-egyenesekben feküsznek, mely utóbbiak 

1 »Ha a Aj A2 A3 A4 háromszögek közül A4 A2, A2 A3) A3 A4, A4 Aj 
a t12, 0 1 2 ; t28, 023 ; t34, 0 3 4 ; t41, 041 collineatio-tengelyre es közép­
pontra vonatkozólag perspectivás és a négy collineatio-tengely egymást 
egy T pontban metszi, akkor a négy collineatio-középpont egy o egye­
nesen fekszik «. 

Bizonyítás: 
Ha azt a háromszöget, mely a A1A2 háromszögekkel a t12 ten­

gelyre, a A3 A4 háromszögekkel a t34 tengelyre vonatkozólag perspec­
tivás, AB-tel jelöljük; továbbá azt a háromszöget, mely a Aj A4 három­
szögekkel, a t41, a A2 A3 háromszögekkel a t23 tengelyre perspectivás, 
A0-taI jelöljük, akkor 

a Aj A2 A6 háromszögek a t12 tengelyre és 012 026 016 középpontokra 
B f f f , a t34 » és 0 3 4 0 4 B 0 3 4 
a f f f > a t „ » és 0 4 1 0 4 6 0 1 6 
a A* As Ao * a t23 » és 02, 036 026 

vonatkozólag perspectivásak, miért is az egyes sorokban levő közép­
pontok egy egyenesen feküsznek. 

Miután a A, A4 A5 háromszögek a t41, 0 4 1 ; t12, 0 1 6 ; t34, 046 
collineatip-tengelyekre es középpontokra vonatkozólag perspectivásak, 
és a feltétel szerint a t4 1 t1 2 t3 4 egyenesek egymást a T pontban met­
szik, az 041 016 045 pontok egybeesnek, még pedig az 041 pontban. 

Ugyanígy kimutatható, hogy az 02B 08B 023, valamint az 026 012 O l e 
és az 0 3 4 0 3 6 0 4 6 pontok az 02!, 012, illetőleg 034 ponttal egyesülnek. 
Ennélfogva 

I 01 202 B01 B | s | 0 1 3 0 2 3 0 4 1 | , | 03 404 B03 B | = | 0 3 4 0 4 1 0 2 3 | , 
i 04 i0 4 6 0 1 6 | e | 0 4 1 0 3 4 0 2 4 | , | 0 2 3 0 3 6 0 2 6 | = | 0 2 3 0 3 4 0 1 2 | , 

a miből már következtetni lehet, hogy az 012 023 034 041 pontok egy 
egyenesben feküsznek. 

10* 
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egymást a a"> I n STEINER egyeneshez rendelt 2n> W SALMON-pontban 
metszik. Ennélfogva: 

Egy 'arEmvR.-egyeneshez rendelt Vx négyszög szögpontjai 
azokon a CAYLEY-egyeneseken feküsznek, melyek egymást a 
STEmER-egyeneshez rendelt SALuovs-pontban metszik. 

27. Két DESARGUEs-configuratiónak kölcsönös helyzete ezek-
után a következőkép állapítható meg. 

A a"> m = | P Ax A2 A3 | STEiNER-egyeneshez a 2F> HI = 
(p at aa a3) SALMON-pont, a v"> III = pI aiIV a2

v a3
VI négy oldal, a Wjn> m = 

[P1 AX
1V A2

V A3
VI], négyszög és a II. és NI. ÜESARGUEs-configuratio van 

rendelve. 
E DESARGUEs-configuratiókat egy-egy négyszögre és négyoldalra 

bonthatjuk: 

p11 a*n a," a3
n = G / C2" ( y P B x

n B 2
n B,11, 

P11 A,n A2" A J
n = c , n c2" ctf PJP pY1 py1, 

„III „ III „ III „ III D III R III TI III fi III TI III p III 
p aj aa a3 — r>! t>2 03 11 A 2 -13 > 

P111 Aj111 Aa
n i A3

m = b 1
i n b 2

m b 3
i n

 T l
m y2

m y3
in. 

A négyoldalaknak 
„ I I „III . „ II „ III . _ II „ III . Q II „ III 
p , p , d j . d-i , d 2 , <X% , d3 , d 3 

oldalain rajta feküsznek a P, A,, A3, A3 STEiNER-pontok, és a négy­
szögeknek 

p H p i n . A II A III . A II A III- A II A III 

pontjain a p, ax, a2, a3 CAYLEv-egyenesek mennek keresztül. 
A négyszögek 

„ I I l. III. „ II U III. „ II V. III. 0 II „ III . v II v III . O II „ H l 

oldalai egymást a v11- m = p Ia1
I va,.va3

V I négyoldal szögpontjaiban met­
szik, miért is ama négyszögeket négy pár a v"< m négyoldal olda­
laira, mint collineatio-tengelyre, perspectivás háromszögre bonthatjuk; 
ellenben a négyoldalak 
P II D III . p II p III . p II p III . T> II p III . TJ II P III . Ti II p III U j , -Dj , \j2 , D 2 , V 3̂ , J33 , Dx , J.J , U 2 , A2 , XJ3 , i 3 

szögpontjai páronként a V , n ' III = [PI A / v A2
V A3

VI]j négyszög oldalain 
feküsznek (25.), és e négyoldalak szintén négy pár a V11' m négy­
szög szögpontjaira vonatkozó perspectivás háromszögre bonthatók. 
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Továbbá az 

ái° a2" a3" p n a2" a3" p11 a3" a," p " ax
n a2" 

a^ 1 a 2
m a3

M p ^ a ^ a , 1 1 1 p m a3
IU a,111 p m a,"1 a,111 

háromszögek, melyekre a p11 a / 1 a2" a3
u, p m a^11 a2

m a3
nI négyoldalak 

bonthatók, perspectivásak a 

[A/v A J A3
VI]U [P1 A2

V n [P1 A3
VI Á^l, [P1 A ^ A / ] , 

háromszögekkel, melyekre a ¥t
n' m négyszög oszlik; a kimaradt 

oldalak és szögpontok 

p11, p1", F™ • a i " , a,™, AX)
IV; aa« a2

m, A,,; a3", a3
ra, A3l

VI 

a collineatio-tengelyek és középpontok. 
Ugyanekképen az 

V 1 A2» A3
n P11 A2" A3

n P n A3" Ax" P? V 1 A, n 

A1
IIIA2

IIIA8
I» P ^ A ^ A / " F 1 1 ^ " 1 ^ " 1 P m A 1

m A a
i n 

háromszögek, melyekre a P n A 1
n A í

n A , n , P m Aj"1 A s
m A3

ra négy­
szögek bonthatók, perspectivásak a v"> M=fi^ a3

v a3
VI négyoldalból 

leszármaztatható 
ti IV ,, V o VI „ I „ VQ VI n i o VI „ IV n I „ IV „ V 

ax aa a3 p a2 a3 p a3 ax p &x d2 

háromszögekkel; a kimaradt 
p i l p i l l n I . A II A III „ IV . A II A III Q V . A II A III „ VI 

szögpontok és oldalak a collineatio-középpontok és tengelyek. En­
nélfogva : 

Minden STEmER-egyeneshez két DESARGUES conüguratio van 
rendelve, melyek egy-egy négyoldalra és négyszögre bonthatók. 

A két négy oldal, melynek 
oldalai a SiEmER-egyenesen 
fekvő STEINER-pontokon men­
nek keresztül, négy perspec-
tivAs háromszögre oszlik; a 
collineatio-tengelyek a STEI-
NER-egyenesben feküsznek, a 
collineatio-középpontok pe­
dig a STEWER-egyeneshez ren-

A két négyszög, melyeknek 
szögpontjai a STEiNER-egye-
neshez rendelte AiMo^-ponton 
keresztűlmenő CAYLEY-egye-
neseken feküsznek,négy per-
spectivás háromszögre osz­
lik; a collineatio középpon­
tok a ÜALMON-pontban egye­
sülnek, ellenben a collineatio-
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delt Vx négyszögnek szög-
pontjai* 

E háromszögek még azok­
kala háromszögekkel is per-
spectivásak, a, melyekre a V1 
oszlik; a Hegyoldalaknak és 
a négyszögnek kimaradt 

oldalai és szögpontjai a col-
lineatió-tengelyek és közép­
pontok. 

tengelyek a '&tEm-Es.-egyenes-
hez rendelt v négyoldalnak 
oldalai. 

E háromszögek még azok­
kal a háromszögekkel isper-
spectivásak, a melyekre a 
v négy oldal oszlik; a négy­
szögeknek és a négy oldalnak 
kimaradt szögpotjai és ol­
dalai a collineatio-közép-

pontok és tengelyek. 
hogy a 28. A 25. pontban kimutattuk, 

B^iy* B3
niy", B*T™, B ^ C , * B^G&F, py^c," 

KiRKMAN-pontok a V ^ m négyoldalnak 

IV'A^I, , IPA^I As A3 F A , F A , 

oldalain feküsznek. Amaz egyenesek azonban a következő hat V 
négyszögnek 

yv, ív = n v i A i : B i n j,mf V
V I , IV = n v Aj 1 B„n A"1 , 

w> v=írTiA3
lB !

nrí í tJ, 
V1- Tr^Bt

m"Cl
nAl

rlAt'r1 V1' V = B2
IIIC2

IIA3
IVA1

VI, 
V1- VI = B3

niC3
IIA1

vA3
IV 

egy-egy oldalát képezik, valamint fordítva is a.F» m- • r Ü X X Í 3 « s 
IV A V A VI 

•"2 A3 
négyszögnek oldalai egyszersmind a VJ> TI, V ^ IV, %*. IV, V^ \ 
Yi1' TI négyszögeknek egy-egy oldalával egyesülnek, úgy hogy a 
tizenöt Vj négyszögnek 90 oldala a tizenöt V négyszögnek 90 olda­
lával egybeesik. 

Az V. táblázatban a tizenöt Vj, négyszög, valamint az azoknak 
oldalain'fekvő KiRKMAN-pontok vannak felírva. Ezeket az oldalakat vagy 
egyeneseket általában goi-gyel jelöljük, két oly egyenest pedig, melyeken 
egymáshoz rendelt KIRKMAN- és V;-pontok feküsznek g01, g'oi-gyel. 

29. Mielőtt vizsgálatainkat folytatnék, még az ugyanegy STEINER-
egyeneshez rendelt A háromszög és v nőgyoldal közötti összefüggést 
akarjuk bemutatni. Legyenek azok:' 

án< m = [12 3 4 5 6] és vn< III _ „ I „ IV ,, V „ VI 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 

A p1 = 1 6 3 5 4 2 PAScAL-egyenesen íekvő 

; ü s z n e k 

yi iy i 
V[ Ay1 

V^B,1 

Vf A3
V 

V A , V I 

^ A 2
1 V 

V ff* 
V A > 
V B3

IV 

V1 i y 
V A,v 

V" Bjv 

yi p vi 

V A2
VI 

Yjn B avi 

'P,1 A2l
Y B,111 C2

n 

' P y B2 l
v C / A 2

m 

T . P C , * Aa
KB8? 

' n y B U
U B2

VI B3
V 

'11/ B2 l
n B3

IV B / 1 

' I i y B8 l
n B / B2

IV 

T II A VI p I D IV 
W j A 2 i ^ 3 D i 
' A y " B 2 y A y r y 
'Hy r2l

V] B8»' A:
IV 

'C2l
n A:]

lv Gj1 B / 
'A,,111 B3l

lv A/1 IV 
' IV r y v B,"1 A / 
'C3l» AV (V B / 1 

'A8l
m B y A.y iy* 

%* YV B2
m A/'1 

'P,1 A3y B3™ C,n 

'Py B3y C,1 A 3 -
'Py1 C3y A3" B3< 
'TT ív r m r " r v 
l x l J- 11 L 2 x 3 'TT V p III p IV Ti VI 

'TT VI p III 11 V Ti IV 1J-1 ^81 J l X 2 
V A3 l

v G/ B3
I V 

'A,,"1 B 3 l
v A s" T™ 

'R J V v R n i A IV 

V II A VI p I r> V 

'A2l
ni B y 1 A,n r y 

'B2l
IFu

VIB3
IJIA1

v 

'C3y A 2 y cy By1 

'A3l
m B3)

IV A,11 r2
V! 

'By r 2 y B™ A / 1 
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v/> 
V/" 
V / 
VíIi 
V/ ' . 
V/v. 
v/> 
V/1-
V/". 
v/> 
V/'-
V/"> 
v/< 
V/1' 
V in, * 1 

I I I 

1 I 

I I 

V I 

I V 

V 

I V 

I V 

I V 

V 

V 

V 

V I 

V I 

V I 

^PAVA/AgVi^ 
:[P'B/VB2VB3

V']1 
:[P"'C/VC/C3YI], 
^ J J ^ A / B / T / " ! 
^ I P A / B / T / " ] , . 
;[nv 'Ag'Bg"r3'"]1 
^ B / ' C / ' A / ' A g ^ 
= [C/A/"B/ 'B3V ] J 

^ A / ' B / l V T g ^ 
= [B/"C/'A3

1 VA/']1 

= fC2 'A/"B3»'B/ ' j1 

= [A2"B2T3'vr/ ' j l 

4B3
IIIC3"A/A2VI |1 

= [Cg'A3'»B/'B3"-l) 
^ ^ g ' ^ g T / T / V ^ 

A V A VI D II p III 
A 2 i A 3 i °1 Ll 
B v P VI Ti III A I 
n 2 j n 3 i Ll a l 
p V p VI A I TJ II 
>'2i ^3i A l Dí 

•A-Il B Í J C 2 Cg 

'A2/ B 2 / ' C3
VI CV 

'Ag/ Bg," C/V C2
V 

A 2 / ' A , / A/ ffv 

B , / 1 B 3 / B / 1 ffv 

IV1 r3/ r/" niv 

B 3 / v B , / 1 B2" I F 
r 3 / v rai

yi r2'" í r 
^ / A . / ^ A g 1 ^ 1 

B , / B 2 / v B 3 " n v I 

l i v v ív V i" TTVi 
1 l l X2i x 3 l x 

Ag/' Aj V B / T / " 
B3,VI B tV IV" A/ 
P VI p IV A I TJ II 
u 3 i "^íi A 2 r>2 

B , 11 T1 n i A v A vi 
3). - 1 ! ! -"2 ^3 

'Ba/1 r 2 / " AgVI A/v 
'•q 11 y i n A ív A v 
^Si J-81 Rl A 2 

B,/" Ca/' P A/v 

Cí.í A^"' P" B, 
A1(" Bx/ P " d 
Rs/n C2l" P A / 
C2/ A2/" P" R/ 
A2l" B2/ P " C / 
B3 /" C3J" P A3

V' 
C3/ A8/" P" B8

V' 
AS/L Bg/ P " CgVI 

IV 

IV 

A l y A v -R 11 "p in 
A I l A 2 i -£>3 L3 
B I y B y Y "i A 1 
D l l D2j x 3 -"-3 

C : /
v C2 / As' B3" 

T i / " A,/ B / B3
V' 

'Y Hl A I R VI R IV 

T g / " Ag/ B/V B / 
B , / " A , / ' Bg' P2'v 
C ' R vi p 11 A ív 
u l l •D2, ^3 A 2 
A II Y VI A III R IV 
•"ll i 2 j -"3 •D2 

R "i A 'v R 1 Y v 

D 2 t «- 3 l « , l g 
C ' R ív p 11 A v 
^2l -"Sí U l -"-3 
A 11 Y ív A "i R v 
A 2 i J-31 A l &3 

B8l '" A , / B / F / 1 

C3/ B , / C2" A / ' 
A3l" ] / / A2"' B / ' 

IV 

' p / A , / T B / " r / 1 

' ^ " B J V C V A / " 

'P/1 1 CU
IV A/' B / 

' n / v A,/ A2
VI A3

V 

' n / A,/ Ag'v A/ 1 

' 11 / ' Ag/ A/' A2 

' ^ ^ " A . / ' B / F g 
C,/ Bg/ C/' A3

IV 

Ala" r 3 / A2"' B / v 

B ^ ' A V M l / r / 
C2/ B a / ' Cg" A / 
A 2 / I r , / ' A 3 ' " B / 
B 8 / " A2/v B>rs

VI 

C ' R ív p n A vi 
v^3, J32, ^1 A 2 

A II P IV A l t i T> VI 
" 3 , M i rtl -t>2 

' P / A2 / B / " C/ ' 
'P111 B2l

v C/ A/" 
' P / " C V A 2 " B 2 ' 
' n / v B^" B2

VI B3
V 

' n / B2 l" B3 'v B / ' 
'11/ ' B3!" B / B2

IV 

T 11 A vi p 1 -R ív 
VlJ -"-21 ^8 •D2 

'A " ' R vi A " P ív 
A l l J52i -"3 J-2 

'B,/ r2/-' R8'" AV 
'C2l" A,/v C/ B / 
'A2l'" B 3 / v A/ ' IV 
'B2/ r 3 V B/" A3

V 

'Cg/' A x / C/ B / ' 
'Ag/" B 3 / A./' F / ' 
'Bg/ r 3 / B./" A/'1 

' p 1 A vi R i n p 11 
X l ^31 n 3 ^3 

' p II R VI P I A III 
r l n 3 i ^3 "S 

' P / " Cg/'' Ag" B3' 
'TT ív Y in P vi r v x i i í 11 x 2 x s 
'TT V f III P IV V VI 

'TT vi Y n i T v Y ív x i i -13i 11 x 2 
' p II A V p I T> IV 

'A in R v A 11 P ív 
•"ll •OSl rt2 Í 3 

'BV F , / B2'" A3
1V 

'C2l" A x / ' Cg' B / 
'A.2l'" B , / ' A3" IV 
'R ' r vi R ni A v 

n 2 i i l i n3 A l 
' p II A IV P I T> VI 
MJl " 2 i '-'I •D2 

' A 3 / " B 2 / v A / ' r / ' 
'B8/ I \ / v B / " A2

VI I 
(V. táblázat.) 

Jegyzet. A »'« jelek az egyes rovatokban azt jelentik, hogy ezek a g01 egyenesek / « jellel vannak ellátva. 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 14-3 

A p1 = 1 6 3 5 4 2 PAScAL-egyenesen fekvő 

(3 2, 4 1) pont polárisa a (3 4, 1 2) és (1 3 , 2 4) = (a2
v a3

VI) összekötő egyenese. 
( 16 , 2 5) » » ( 1 2 , 5 6 ) é s ( 1 5 , 2 6) = ( a 3

V I
a i

I V ) i 
(6 3, 5 4) » » (5 6, 3 4) és (3 5, 4 6) = ( a i

I V aa
v) 

E polarisok metszőpontja, mely a pT-nek polárisa, collineatio-
középpontja az [5 6 34 12], VI háromszögeknek. 

Ugyanígy kimutatható, hogy az a±
ÍY, a2

v, a3
VI egyeneseknek 

pólusai egyszersmind collineatio-középpontjai az 

[5 6 3 4 12], p ' a / ' a / ; [3 4 12 5 6], p ^ a / 1 ; 
[12 5 6 3 4], p ^ / a ^ 

perspectivás háromszögeknek. 
Kitűnik továbbá, hogy az [12 3 4 5 6] háromszög (3 4, 1 2) 

szögpontja az (14, 23) = (p1 a ^ ) , (13, 2 4) = (a2
vas

VI) pontoknak 
összekötő egyenese. Ennélfogva a (p1 a ^ ) , (a2

v a3
VI) pontoknak polá­

risai, melyek a p1, a^T! a-2V) &s 
VI egyenesek pólusainak összekötő 

egyenesei, egymást a (3 4, 12) pontban metszik. 
Látható tehát, hogy a 

A11- I n = [12 3 4 56] 
háromszög a 

v", m ^ a ^ a / a / 1 

négyoldal poláris alakzatának átlósháromszöge, vagy a mi ugyanaz: 
a v11' m négyoldal átlósháromszöge poláris alakzata a A11' m három­
szögnek a PASCAL-hatszög körül írt kúpszeletre vonatkozólag. 

E szerint: 
Egy STEmvR-egyeneshez rendelt v négyoldal oly négy 

háromszögre oszlik, melyek a STEINER- egyeneshez rendelt A 
háromszöggel perspectivásak; a collineatio középpontok a v 
négyoldal poláris négyszögének szögpontjai a V^scKL-hatszög 
körűi írt kúpszeletre vonatkozólag. A A háromszög poláris 
alakzata a, v négyoldal átlós háromszögének s így véle per­
spectivás. 



1 4 4 DR. KLUG LIPÓT 

10. Az Y-négyoldalakról. 

30 . A 20 . p o n t b a n két négyszöggel 
V n , m = P i A n v A a v A s w S n , in = n Ax A2 A3 

találkoztunk (9. és 8. ábra), melyeknek szögpontjai az egymást a 
Sn ' m SALMON-pontban metsző p a t a2 a3 CAYLEY-egyeneseken feküd­
tek. E négyszögek szögpontjainak összekötő egyenesei a Au> n i = 
[12 3 4 5 6] háromszög szögpontjain mennek keresztül, t. L 

9. J.JI A j ==' TC j A j XT ES ölj , A g **3 T"~ Ű5g j A g ü g — JP« 

egyenesek az (12 , 3 4) ponton, 
3, I I A2 — TC , A j -A3 — öCj , A 2 XT — ^2 ) **3 •**! I V - « 3 I V 

egyenesek az (5 6, 1 2) ponton, 
a I I A s v = 7tVI, A 1 A 2

v = a 1
v , A 2 A 1

I V = a1
IV, A s P ^ a , , 1 

egyenesek az (3 4, 5 6) ponton 
mennek keresztül. 

A V"' IU, S"< m négyszögek négy p á r h á r o m s z ö g r e oszlanak, 
melyek a Au> m háromszöggel perspect ívásak, e z e k : 

AX
IV AJ A3

VI P A2
V A3

VI 

Aj A3 A3 11 A2 A3 
(34, 12) (12, 56) (56, 34) (12, 34) (34, 56) (56, 12) 

P1 A3
VI AiIV P1 AjIV A2

V 

n A3 Aj n AX Aa 
(56, 12) (12, 34) (34, 56) (34, 5 6) (56, 12) (1 2, 34); 

a collineatio-középpontok: 
jp, n i p i r i ) ^,^A±

iyA1: Wh mA2
vA3 , 2n> niA3

VIA3. 
Minthogy ez utóbbiak egy-egy egyenesben feküsznek, a colli-

neatio-tengelyek egy 
Yii ni v V V V V V — I 1 2 X 3 4 1 5 6 I í j I j 4 I 6 j 

négyoldalnak oldalai lesznek, melynek szögpont ja iban a m a négy­
szögek és a m a háromszög oldalai egymást me t sz ik , még pedig 
a z Y12 ban az "i A 2 , A j A 2 , l ú j 3Z I 12 ban a * A 3 , 11A 3 , 1 & 
az Y66 » A2

V A3
VI , A 2 A 3 , 5 6 ; az Y ' M » I ^ Á ^ , Ü A , , 5 6 

az Y3 4 » A3
V IA!1 V , A 3 A j , 3 4 ; az Y' 3 , » E * A / , H A , , 3 4 

oldalak. 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 1 4 5 

Az Y11' m négyoldalt a a11' m egyeneshez és a En> m pont­
hoz rendeljük. E négyoldal szögpontjai a An< m háromszög szög­
pontjaitól harmonicusan vannak elválasztva, minthogy az a három­
szög átlósháromszöge a szóban lévő négyoldalnak. 

A tizenöt a egyeneshez rendelt Y-négyoldalaknak csak 45 szög­
pontjuk van, mert kettő-kettő közülök mindig egybeesik. 

Ugyanis a PASCAL-hatszögnek mindegyik oldala három A-három-
szögnek oldala; pl. az O oldal a A"> 1H, AIV> v, A1- VI három­
szögeknek oldala, melyek a 

a 1 1 . " ^ |PA 1 A 2 A 3 ] , a I V > v = | n A 3 B 3 r 3 | , ^ ' V I - I B3 C3 Ax A2 | 

STEiNER-egyenesekhez rendelvék. 
De az imént úgy tapasztaltuk, hogy a a1' IV, aIV> v egyenesek a 

A11' n i háromszög 1 2 oldalát az Y13, Y'ia pontokban metszik, me­
lyek az (12, 3 4), (12, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elvá­
lasztva. Ugyanezen úton kimutatható, hogy a cP> m , a1' VI egye­
nesek a AIV> v háromszög f2 oldalát az Y"2, Y'12 pontokban, a 
tjp, m? aiv, v egyenesek a A1' VI háromszögnek T2 oldalát az Y"12, 
Y12 pontokban metszik, még pedig úgy, hogy az Y"12, Y'í2 pontok 
az (1 2, 3 6), (l 2, 5 4)-től, az Y"12, Y„ pontok az (1 2, 3 5), (1 2, 6 4)-től 
harmonicusan vannak elválasztva. 

Ebből az következik, hogy a 15 Y-négyoldal szögpontjai­
nak száma 45, melyek hármasával a ^-háromszögek olda­
lain feküsznek; továbbá a ^-háromszögek oldalain az Y 
pontok harmonicusan választják el a PAscAh-pontokat. 

31. A c"> m egyenes a An> m háromszög i~2 oldalát az Y"12 
pontban metszi. Ugyanígy a a"> m egyenes a A"> m háromszög­
nek 34, 56 oldalát az Y"34, Y"66 pontban metszi. Ennélfogva: 
a 45 Y pont hármasával a tizenöt STEiNER-egyane-sea, a 
tizenöt ^-háromszögnek negyvenöt oldalán és a tizenőt Y-
négyoldalnak hatvan oldalán fekszik. 

Az Y-négyoldalak hatvan oldaláról kimutatható, hogy 
hármasával a STEiNER-pontokon mennek keresztül. 

Ha ugyanis a helyett, hogy, mint előbb, a Vn> m , Sn> m , 
A11' m-ból, a om> r = | P B1 B2 B3 | STEWER-egyeneshez rendelt 

ym; i . j s i f f lBjWVB,^ S'". I = IIB1B?B3, A111' J = [ 1 4 36 52] 
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négyszögekből, illetve háromszögből indulunk ki, azt látjuk, hogy az 
Y111' x négyoldal Y14 YE2 Y36 oldala közös collineatio-tengelye a 

B ^ B ^ B , ™ B ^ B , , , (2 5, 8 6) (3 6.. 14) (14, 2 5) 

háromszögeknek. 
Ha továbbá meggondoljuk, hogy az 

Ax A2 As, (3 4, 1 2) (1 2, 5 6) (5 6, 3 4), 
(2 5, 3 6) (3 6, 1 4) (14, 25), B l B2 B3 

háromszögek közül 

az 1-ső és 2-ik a P1 és | Y12Y34Y66 | coll.-középpont-és tengelyre 
a 2-ik és 3-ik a LT és p i n » > » 
a 3-ik és 4-ik a P n és ] Y14 Y62 Y36 | » » » 
a 4-ik és 1-ső a II és | P Ct C2 C3 j » » > 

perspectivás, és hogy a collineatio-középpontok a p CAYLEY-egye-
nesen feküsznek, beláthatjuk, hogy a collineatio-tengelyek egymást 
ugyanegy pontban metszik.1 Minthogy a pIU és a | P C: C2 C3 | egye­
nesek a P ponton mennek keresztül, az | Y12 YS4 YS6 | és | Y14 YM YS61 
egyenesek és hasonlókép az | Y16 Y82 Y64 | egyenes is a P ponton 
fog keresztül menni. 

A mint az imént láttuk, az Y"> m négyoldalnak Y12 Y34 Y66 

oldala a a11- m = | P Aj A3 A3 | SxFiNER-egyenesnek P STEINER-
pontján megy keresztül. — Ugyanígy kell az Yn> ra négyoldal 
Y'ia Y'34 Y66, Y'13 Y'56 Y34, Y'66 Y'34 Y12 oldalainak, a a". m-nak A, A2 A3 

STEiNER-pontján keresztül mennie, vagyis: egy QTEWER-egyeneshez 
rendelt Y-négyoldalnak oldalai a SinnEK-egyenest a STEINER-
pontokban metszik. 

32. Térjünk vissza az előbbi configuratióhoz (9. ábra), a mely­
ben a VIT> I n , Sn- m , Yx1' m négyszögeknek szögpontjai a p ^ a2 a3 

GAYLEY-egyeneseken feküsznek (26.) és a V^1- m négyszögnek 
átlósháromszöge a A11' m háromszög 

A A11' m háromszög (3 4, 1 2), (1 2, 5 6), (5 6, 3 4) szögpont­
jaiban a Vx

n> m négyszög 

A / V ' l , , I P A ^ K ; |A 3
V IA^| i ; I F A / L ; 

oldalai egymást metszik, s azokon 
» 26. pont, jegyzetben. 
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B II p III D III p I I ' . TI II P I I I 13 III P II . T> II p I I I D III p I I 
1 x 1 ' • Dl W ) a% X 2 J ű 2 "^2 ; -"S J- 3 > D 3 <-"8 

KiRKMAN-pontok (27.) is rajta feküsznek. Ámde a felírt KIRKMAN-

pontok összekötő g01 egyenesei, mint a V-négyszögek oldalai, a hoz­
zájuk rendelt A háromszögek oldalait Y-pontokban metszik, még 
pedig: 
a 
a 
a 
a 
a 
a 

Vv, v i = n i v A i i B i n r i ™ ' 
yvi, ^ = nvA2iBaiip2in 

yiv, v ^ T v ^ i ^ n j y n 

V1- IV = B1
IIIC1

IIA2
TIA8

V 

yi, v = B a r a C a i i A 3 i v A i v i 
Vi, ív =B3

I I IC3
I IA1

vAa
I V 

B^IY 1 1 ' 
•D II P III 

M X > 2 -"-2 
a r> I I p i n 
.g1 - " 3 x 3 

«B 2
i n C 2

n 

p n i n i i 
t>3 ^ 3 

C8 

l 

Av-
AVI 

A,v 

A1' 
A1-
A1' 

VI 

IV 

V 

IV 

V 

VI 

5 6 
« 34 
1 12 
1 56 
1 34 

12 

Y 1 
S
 Y « 

1 V' 
3 56 
° v' 

1 34 
Y' 
1 12 

metszi. 
A fölsorolt Y-pontok azonban az Yn>ni négyoldalnak szögpontjai; 

tehát a V^1' m négyszög az Yn> I n négyoldal körűi van írva, s mert 
átlósháromszögük közös, azért az illető Y-négy oldalaknak olda­
lai a Fj négyszögek szögpontjainak harmonicus polárisai a 
hozzájuk rendelt A háromszögekre vonatkozólag. 

33. Az Yv> VI, YVI< IV, YIY> v négyoldalak szemben fekvő szög­
pontjai az 

V V " V V " V V " • V V " V V " V V " 
x 3 2 x 32) x 6 6 x 66) x 1 4 x 14 ) -"-16 x 16) 1 S 4 x 34) x 52 x 52 ) 

V V " V V " V V " 
x 5 4 J- 541 x 1 2 x 12) x 3 6 l 36 

pontok, melyek az 

Y Y Y nIl> m — P A A A — Y" • Y" Y" 
x 56 x 34 x 12) u - r a l * i a I - 1 56 X 34 X 12 

im> J = P Bj B2 B3 = Y"14 Y"62 Y"a6 
x 1 2 x £ 9 x 52 -"-361 

x 3 2 x 1 6 X 5 4 ) ° ' 
P P f1 C V " V " V 

• r u t u2 u3 — i s2 i 16 i 
egyenesekben (30, 31) feküsznek; ezek az egyenesek tehát invo-
lutiót képeznek. 

Ennélfogva: 
Minden STEINER-/?onton keresztül megy három STEINER-

egyenes, valamint három oldala azoknak az Y-négy olda­
laknak, melyek e S™NER-egyenesekhez vannak rendelve. E 
hat egyenes oly involutiót képez, melyben a mondott Y-négy-
oldalak oldalai a STEWER-egyenesekhez kapcsoltak. 

Az Yv> VI, YYI> IV, YIV' v négyoldalak AY> VI, AVI> 1V, AIY> v 

átlósháromszögei a P collinatio-középpontra és a TC1V, TCV, TZYI colli-
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neatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak (15.) lévén, követ­
kezik, hogy a négyoldalak is perspectivásak a P pontra és a TCIV, 
uv, nVI tengelyekre vonatkozólag. Tudjuk továbbá (32), hogy ama 
négyoldalak oldalainak harmonicus pólusai átlósháromszögeikre vonat­
kozólag a V / ' VI, V^1 ' IV, ViIV' v négyszögeknek szögpontjai; 
ezért e négyszögek is perspectivásak a P pontra és TCIV, UV, TCVI 

tengelyekre. 
Ennélfogva: 
Egy STmxER-ponton keresztül menő három STEiNER-egye-

neshez rendelt Y-négy oldalak, (valamint Vrnégyszögek), 
páronként perspectivásak; a SrEmER-ponton keresztül menő 
PASCAL-egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, a STEINER-
pont ellenpontja a collineatio-középpontot. 

Vagy: 
Úgy a tizenöt Y-négyoldal, mint a tizenöt V^négyszög, 

hármasával húszszor perspectivás a húsz STEmzR-pontra, 
mint collineatio-középpontra vonatkozólag; a collineatio-
középpontoknak, mint STEmER-pontoknak, ellenpontjain ke-
fesztül menő P\SCAL- egyenesek képezik a collineatio-ten­
gelyeket. 

E tételek szerint az Yn> m négyoldal perspectivás 

az Ym> ', YTI> r-gyel a II, p m , p11; 
az Y111' IV, Yn> IV-gyel az Al5 ax

m , a ^ ; 
az Ym> v, Yn- v-tel az A2, a2

ni, a2"; 
az Ym< VI, Yn> VI-tal az A,, a3

m , a3" 

pontokra és egyenesekre vonatkozólag; és ugyanígy a Vj11- m 

négyszög. 
Tehát: 
Mindegyik Y-négyoldal (V^négyszög) négy pár Y-négyoldallal 

(Vj-négyszöggel) perspectivás; a négy pár collineatio-tengely négy 
pár PAScAL-egyenes, melyek a felvett Y-négyoldalhoz rendelt STEINER-
egyenesen fekvő STEiNER-pontokban metszik egymást; a collineatio-
középpontok pedig a STEiNER-pontoknak ellenpontjai. A négy pár 
F-AscAh-egyenes két negyoldalt képez, melyek a STEiNER-egye-
neshez rendelt két DESARGUEs-configuratióhoz tartoznak. 
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34. Ha a (8. ábra) 

p11
 a i

n p111 tci™, p11 a2" p m a2
m, p n a,n p n i a3

in 

oldalú négyszögeket tekintjük, melyeknek két-két átlója 

P V Y Y Y' V Y • P Y Y Y Y' Y Y' • 
r -M2 • I S 4 J-Mi x 12 x 34 x 5 6 > r x 12 x 3 4 A 66> x 12 x 3 4 -"• 66 I 

PY Y Y Y Y' Y' 
r 1 1 2 1 3 4 x 6 6 l x 1 2 x 84 x 66 

az Yn ' I n négyoldalnak oldala, és 

B,11, (2 3, 5 6); B2", (1 6, 3 4); B , n , (5 4, 1 2) 

szögpontjai a p n oldalon feküsznek, következik, hogy e szögpont­
párok amaz átlóktól harmonicusan vannak elválasztva. Minthogy a 
p11 egyenes az Yn> m , Y"< ' perspectivás négyoldalaknak collineatio-
tengelye, mondhatjuk, hogy 

Mindegyik PASCAL-egyenes collineatio-tengelye két Y-
négyoldalnak; egy megfelelő oldalpár a VAScAL-egyenest a 
SiEiNKR-pontban, a többi három pár pedig más három pont­
ban metszi. Ez a STEINER-/>O.ÖZÍ harmonicusan választja el a 
három metszőpontot a YAsexL-egyenesen fekvő KIRKMAN- és 
PAscAlpontoktól; továbbá a STEINER-/?O/2Í ellenpontja a két 
perspectivás Y-négy oldalhoz tartozó collineatio-középpont. 

Ha ellenben a II STEiNER-pontra vonatkozólag perspectivás 

V ^ " ^ [ P ^ ^ A / A / 1 ] , , V ^ II = [PmC1
IVC2

vC3
VI]1 

négyszögeket tekintjük, melyeknek átlósháromszögei 

A11- m = [12 34 56], h n = [54 16 32], 
azt látjuk, hogy ezeknek megfelelő oldalai egymást az (12 , 5 4), 
(3 4, 1 6), (5 6, 3 2) PASCAL-pontokban, amazoknak megfelelő oldalai 
pedig egymást a p n egyenesnek 

B n t\ VA v p v p vi\ r> n _ / A vi A ív p vi p iv\ 
1 — ( , - " 2 ! - "31 ! ^ 2 i ' - S í h ?** — k - ^ S i - " l l ) U 3 i W , h 

B 3
I = (All A2l , C l t L2l ) 

KiRKMAN-pontjaiban és még három U pontban: 

( P ^ A , - , P ^ C ^ ) , (P^A. J , P , 1 1 1 ^ ) , ( P ^ A ^ 1 , P ^ C , ™ ) 

metszik. 
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A négyszögek harmonicus tulajdonsága következtében az U 
pontok a KiRKMAN-pontokat két PAscAL-egyenestől harmonikusan 
választják el. Ennélfogva: 

Mindegyik ¥~A$cAi,-egyenes kétperspectivás Vrnégyszög-
nek collineatio-tengelye; a collineatio-középpont a PASCAL-
egyenesen fekvő STEINER-/>O/2Í ellenpontja. A négyszögek meg­
felelő oldalpárjai egymást a collineatio-tengely három KIRK-
MAK-pontjában és más három U pontban metszik; ama 
négyszögek átlósháromszögeinek megfelelő oldalai pedig 
egymást a tengely PASCAlpontjaiban metszik. Két-két PASCAL-
pont egy KmKMAü-ponttól és egy U ponttól harmonikusan 
van elválasztva. 

Mivel mindegyik PAscAL-egyenesen három U pont fekszik, az 
U pontok száma 3.60 = 180; s mert mindegyik U pontban egymást 
két g01 egyenes, mint Vj-négyszögeknek oldalai metszi, azért mind­
egyik g01 egyenesen négy U pont van. így pl. a Pt

T AU
IV egyenesen 

rajta lekúsznék a 

(PAfi, P"Bfiju (PVV, P-C^X, (P'A^, A-T/),, 
(PAfi, A^BJ1), 

pontok, melyek egyszersmind pontjai a p n , p m , a^1, a^11 egye­
neseknek. 

. 35. Az Yn< m négyszög Y'Bo szögpontján keresztül mennek 
(9. ábra) a V11- ra, S11- m , ifi m négyszögeknek P 1 ^ , n A l 5 

| PIA1
IV | , oldalai, s az utóbbi oldalon még az (12, 3 4) PASCAL-

pont is rajta fekszik. Abból, hogy a P IA 1
I V I IA 1 négyszögnek átlós­

pontjai Y'66, £"< m , (1 2, 3 4), következik, hogy a 

P A ^ , Ü A i ; YpPfAj*', Y ' 6 6 S ^ ra 

egyenespárok s így a 
P1, n ; P^, S". ra 

pontpárok harmonicusan vannak elválasztva. 
Ugyanígy kimutatható, hogy a p GAYLEv-egyenesen a P11, I I ; 

Pi11, 2In> I és a P™, II ; P1
111, S1' n pontpárok harmonicusan van­

nak elválasztva. Ennélfogva: 
Mindegyik CA^LEv-egyenesen egy STEINER-, három KIRK-

MAN-, három SALMON- és három Vx-pont fekszik. A STEINER-
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pont és mindegyik KmKMAK-pont az utóbbiakhoz rendelt Vx-pon-
toktólés egy-egy SALMox-ponttólharmonicusan van elválasztva. 

E tétel alapján a hatvan V^-pont könnyen megszerkeszthető, ha 
a hatvan KIRKMAN-, húsz STEINER- és tizenöt SALMON-pont ismeretes. 
Pl. a p egyenesen íekvö P / , P/ 1 , IV11 pontok a 

(P^p^ s". m)=(Pnnp1
11 s™. i)=(Pnnp1

m s1. n)=—1 
relatiókból könnyen megszerkeszthetők. 

A fentebbi tételből (vagy az A^ A3
V At A2 négyszögből) követ­

kezik, hogy a Yj11' I n négyszög | A1
IVA2

V | oldalán a szögpontok 
az Y12, (3 4, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elválasztva. Vagyis: 
a goi egyeneseken fekvő VVpontpárok az Y pontoktól és a PASCAL-
pontoktól harmonicusan vannak elválasztva. 

36. Ha a 8-ik ábrában a p11 p111 a3
n a3

m négyoldalt tekintjük, 
melynek egyik átlóspontja és átlója Y12, ou> m, azt látjuk, hogy a 
piipin egyenespárok a a11' n i | PY12Y34YB6 | egyenespároktól, és 
hasonlókép az a3

n a3
m egyenespárok a a11' ™ | A3 Y12 Y'34 Y'B6 | 

egyenespároktól harmonicusan vannak elválasztva. Minthogy mind­
egyik STEiNER-ponton a tizenöt Y-négyoldal hatvan oldala közül 
három megy keresztül, kimondhatjuk, hogy 

Egy STEiNER-poflíoö keresztül menő három PASCAh-egye-
nes közül kettő-kettő harmonicusan választja el a STETNER-
egyenest a ST-EmER-egyeneshez rendelt Y-négyoldal három 
oldalától. 

Ha továbbá a p11 p™ a3
n a8

m négyoldalnak azt az átlóját 

B3
I ir3

I I 1 = (pIIa3
11) (p r aa3

i n) 

tekintjük, melyen az Au
iy, A2l

IV pontok íeküsznek, azt látjuk, hogy 
az Y12 pont és a an> m egyenes a B 8

n r a
n pontpárokat harmo­

nicusan választja el. így tehát: A g01 egyeneseken, mint a V^ 
négyszögek oldalain, fekvő KmKMAvi-pontok egy Y ponttól és a 
V-f négy szöghöz rendelt SrEWER-egyenestől harmonicusan van­
nak elválasztva. 

Ezt a tulajdonságot a 9-ik ábrából is kiolvashatjuk. Mert 
IIA3 Y12 átlósháromszöge az 

A^AJ (12, 5 6) (12, 3 4) 

/^..tt.„„í®\ 
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négyszögnek, s így az A^, Aa
v pontok az Y12 ponttól és a | IIA31 

egyenestől harmonikusan vannak elválasztva. De az A ^ A2
V egyenes 

egybeesik a | B3" r3
1IX |, egyenessel, mely a V ^ v = [IIVIA3 B3" r 3

n i] , 
négyszögnek egyik oldala, és n A 3 B 3 r 3 a aIV> v STEiNER-egyenes. 

A p11 p m a3
n a3

in, a!11 a^11 a2
u a2

ni Hegyoldalak végre azt is mutat­
ják, hogy az 

A1Ai pontpárok az Y"I2, | PIA3
VI | ,-től és a 

PA3 , az Y"12, hA-^Á^ | r t ő l 
harmonicusan vannak elválasztva, a mit a következőkép fejezhetünk ki: 

Egy STmNER-egyenesen fekvő négy STEmmL-pontot hatszor 
bonthatunk szét pontpárokká; e pontpárok mindegyikét egy 
Y pont és a SiEmER-egyeneshez rendelt V^-négyszög egy 
oldala harmonicusan választja el. 

Végezetül még a VI. és VII. táblázat megtekintésére kérjük 
fel az olvasót. 

11. Az y-négyszögekről. 
37. Tudjuk, hogy a tizenöt a SxEiNER-egyenes a hozzájuk rendelt 

A-háromszögeknek oldalait negyvenöt Y-pontban metszi. Ennek meg-
felelőleg a tizenöt S SALMON-pontot a hozzájuk rendelt A-három-
szögek szögpontjaival összekötő egyeneseket általában y-egyenesek-
nek nevezzük. Számuk szintén negyvenöt. A mi pedig az y-egyenesek 
különös megjelölését illeti, gondoljuk meg, hogy a a11'111 egyenes a 
An> m háromszög 12 34 5 6 oldalait az Y"12, Y"34, Y"66 pontokban 
metszi. Nevezzük tehát a Sn> m pont öszszekötő egyeneseit a 
A11' m háromszög (3 4, 5 6), (5 6, 1 2), (1 2, 3 4) szögpontjaival rendre 
y"iü, y"3i és y"56-nak. 

Ha ezek után ismét a 9-ik ábrához térünk vissza s azt látjuk, 
hogy az 

A^ A2 AxA-2, P A3 11A3 

négyszögek átlóspontjai 
2". m (3 4, 5 6) Y„; 5F? & (3 4, 5 6) Y'12; 

ennélfogva 
az A1

IVA1 = a, A2
vA2 = a2 egyenespárok az Y12, y"12-től; 

a P ^ ^ p , A3
IVA3 = a3 » az Y'12, y"12-től 

harmonicusan vannak elválasztva. 
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Ugyanennél az oknál fogva mondhatjuk, hogy 
az a2 a3 egyenes-párok Y60, y"B6-tól; a p ax egyenes-párok Y'e6, y"B6-től 
az a3ai » » Y34, y"S4-től; a pa3 » » Y'34, y"34-töl 
vannak harmonicusan elválasztva. Tehát: 

Egy SALMox-pontból kisugárzó négy CAYLEY-egyenes hat 
egyenespárra bontható; ezek az egyenespárok a SALMON-

Alábbi 
négy­

oldalaknak 

y n , in 
y i n , i 
y i , ii 
y v , vi 
yv i , ív 
yiv , v 
yi , ív 
y n , ív 
y m , ív 
y i , v 
y n , ' v 
y m , v 
y i , vi 
y n , vi 
y m , vi 

következő szögpontjaik vannak: 

Y Y Y Y' Y' Y' 
1-12 1-34 x 5 6 x 12 x 34 x 50 

Y Y Y Y' Y' Y' 
X3G -"-26 1-14 x 36 x 25 I 14 
J-64 J-10 J-32 J- 54 1-16 x 32 

V~ \ r V V " V" V" 
I-32 -156 x 1 4 x 32 x 50 -1 14 
Y Y V Y" Y" Y" 
x 1 6 x 3 4 x 6 2 L 10 x 34 x 52 

y y y Y~" Y" Y" 
x 5 4 1-12 J-36 x 54 x 12 x 86 V" V" V" V' V V' x 56 x 13 x 24 -' 66 x 13 x 24 
V" V V V' V" V" 

1 14 x 3 5 x 2 e x 14 x 85 f 20 V" V V' Vf V V x 32 x 46 x 15 x 32 x 46 x 16 
V" V" V" V' V' Vr 
x 34 x 26 x 15 x 34 x 26 x 15 

V" V V V' V" V" 
x 25 x 4 6 X I 3 x 26 x 46 x 13 

y" y y Y' Y Y 
x 16 x 24 x 35 x 16 x 2 4 x 3 5 

Y" V" V" V' V' Y' 
J- 12 J- 64 x 35 x 12 x 64 x 36 
V" V V V' V" V" 
x 63 x 2 4 x 1 5 x 63 x 24 x 15 

' 45 x 62 x 13 x 45 1-62 x 1 3 (VII. táblázat.) 

E táblázathoz megjegyzendő, hogy a négyoldalak első három szögpontja mindig 
egy egyenesben fekszik, a következő három pedig egy háromszögnek szögpontja. 

ponton keresztül menő egy-egy y-egyenestől és a SALMON-/)O«Í-
hoz rendelt Y-négyoldal szögpontjaitól harmonicusan van­
nak elválasztva. 

A a11- ni SxEiNER-egyenes a A"> m háromszög oldalait az 
Y"i2i Y"34, Y"B6 pontokban metszi, a A11- m háromszögnek szög­
pontjai pedig, mint mondottuk, a 2H< ™ SALMON-pontból az y"12, 
y"34' y"55 egyenesekkel projiciálvák. Ezért: 
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Egy STEiNER-egye/je.se.ö fekvő Y-pontok az illetőhöz ren­
delt SALuovs-pontból kisugárzó y-egyenesektöl involutiósan 
vannak elválasztva. 

38. A negyvenöt y-egyenes egymást hármasával a, 
tizenöt SALMON-ponton kivűl még hatvan pontban metszi, 
melyek hármasával a CAYLEv-egyeneseken feküsznek. 

Ugyanis az 
o III a H l n I I - , „ - , o IV „ V p VI 
« 1 <*2 <±3 , OCj « 2 a 3 , d j d 2 d 3 

háromszögek oldalai, az Aj, A2, A3 pontokon mennek keresztül, me­
lyek a on> m = J PAjAaAj j egyenesen feküsznek; a háromszögek 
tehát perspectivásak. A collineatio-középpontok, melyek az 1-ső és; 
2-ik háromszöghez tartoznak: 2m> I = (pbi b2 bs1, PIII = (yiIIIr2IIIT3111) 
a szögpontokat vetítő sugarak b ^ b , , , y,111 Y2111 Y3111! ennélfogva a 
2-ik és 3-ik perspectivás háromszöghez tartozó vetítő sugarak egy­
mást a 2ni; l, P m = p CAYLEY-egyenesen metszik. 

Ámde ez utóbbi háromszögek szögpontjai a 
S ^ i ^ c , . * , ^ S1- T (b2c2a3a,), S1- VI = (b8c3a lK2) 

SALMON-pontok és e SALMON-pontokhoz rendelt A1- IV, A1- v, A1- VI 

háromszögeknek 
(1. 3, 2 4) (1 5, 2 6j (3 5, 4 6) 

szögpontjai. Ennélfogva az a, a2aj, a,17 a2
v a„IT perspectivás három­

szögekhez tartozó vetítő sugarak az yrifj, y34, yí2 egyenesek, melyek 
egymást a p CAYLEY-egyenesen metszik. 

Ugyanezen az úton kimutatható, hogy 
az y14 = 2n> IV(35,26), y25 = 2n> v (13,46), v,e = 2n . VI(24, 15) 

és az y.. = 2 ^ l v(15,4 6),y18 = 2Im. v(35,24), y4B = Sm 'V I (13, 26) 
egyenesek egymást a p-egyenesen metszik. 

39. A negyvenöt y-egyenest tizenöt y-négyszög oldalának te­
kinthetjük és ezeket a tizenöt SALMON-ponthoz és tizenöt STEINER-
egyeneshez rendelhetjük. 

Láttuk az imént, hogy az y)2, y34, y56 egyenesek egymást a p-
egyenesen metszik, s ha 
2V> « (14, 3 2)sy'BB, 2VI> IV (16, 5 2) = y'ít, &*> v (36, 54)^ y ' 1 2 , 
ugyanoly módon kimutathatjuk, hogy az 

Yl2>y34! ^56 ! y 12' Y 341 YB6 ! y 12> YS4i-y 56 ) ^ I S I Y 3 4 ^ 5 6 

n* 
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egyenesek is megfelelőleg p, al5 a8,'a3 CAYLEv-egyeneseken metszik 
egymást. 

Ez oknál togva az y12, y3„ y56, y'12, y'3(t, y'56 egyenesek egy y11- m 

négyszögnek oldalai, melynek szögpontjai a 2F> I n pontból kisu­
gárzó p ax a2 a3 egyeneseken feküsznek. 

Ha tehát ezt az y"» m négyszöget a 2"> m ponthoz és <T"> In 

egyeneshez, valamint a többi hasonló y-négyszögeket a többi 2-
ponthoz és c-egyeneshez rendeljük, mondhatjuk: 

A negyvenöt y-egyenes tizenöt y-négyszöget képez, 
melynek 4.15 = 60 szögpontja hármasával a, húsz GAYLEY-
egyenesen fekszik, még pedig akkép, hogy mindegyik y-négy-
szögnek négy szögpontja azon H négy CAYLn.Y-egyenesen fek­
szik, a melyek egymást az y-négyszöghez rendelt SALMON-
pontban metszik. 

40. A 38. pontban tárgyaltak szerint az 

# (YiiJstYsili (YÍOY^YHI (YstYieYsz) 

pontok a p CAVLEv-egyenesen feküsznek, mely még a 

Síi, III i„" .," .," \ VIII, i / , , " , . " , . " \ vi, II /„" , , " . , " \ — (y 12 y 3*y SBA * • — (.y MY.25y uh &' — ÍY uY I&Y n) 
SALMON-pontokat is tartalmazza. 

Ámde , 
az y32,y"82; y56,y"6o; Yw fu ellenoldalpárjai az yj. VI négyszögnek, 
az y,6»y"ie; Yt*,fu; y62,y"52 » yVI- IV * 
az y54, y"B4; yi*; fu; y86, y"36 » ylv> v 

a minek következtében eme hat pontpár a p-egyenesen involutiót 
képez. Tehát: 

Mindegyik CAYLKY-egyenesen hat oly pont van, a me­
lyekben az y-egyenesek egymást hármasával metszik, t. i. 
három pont mint az y-négy szögeknek szögpontja és három 
e négyszögekhez rendelt SALMON-/3OŰÍ. E hat pont involutiót 
képez, melyben a SAhmon-pontokhoz a hozzájuk rendelt négy­
szögek szögpontjai kapcsolvák. (Összehasonlítandó a 32. pont­
ban foglalt tétellel.) 

41. Miután az f*> ni, Vjn< m négyszögeknek 

(yia Y3i y86) (y'12 y'S4 FM) (fu ys* fin) (yi2 f u fí§ 
p i A ív A y A v i • 
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szögpontjai a p, ax, a£, a3 egyeneseken feküsznek, kérdezhetjük, 
hogy nem perspectivás helyzetüek-e, vagyis, hogy a megfelelő oldalaik­
nak metszőpontjai nem leküsznek-e ugyanegy egyenesben ? 

Tudjuk, hogy 
y B e = ^ IV (13, 24)=(b l C la aa s ) (13, 2 4) 

és hogy a bj, Cj egyenesek a Bjm, Cj11 pontokon mennek keresz­
tül. Miután az y56 egyenes a bt, Cj egyenespárt a Bjm, Cj" egyene­
sen fekvő Y'66 ponttól harmonicusan választja el (37.), az (yB6, 
Bim, Cj11) pont is harmonicusan választja el a Bj111, C/1 pontokat 
az Y'66 ponttól. 

Ha ezután az a2
1Ia2

IIIa3
II'a3

111 négyoldalt (8. ábra) tekintjük, 
melynek szemben fekvő szögpontjai Bjm, Cj11; egyik átlóspontja 
Y'66; egyik átlója <7n> m = | PA3 A2 A3 | , beláthatjuk, hogy az (Y56, 
P^Ajj^) pont a i"> In egyenesen lekszik és az A2, A3 pontokat az 
Y"66 ponttól harmonicusan választja el. 

Ugyanezen az úton kimutatható, hogy az y"< m , Vjn> m négy­
szögek többi oldalai is a au> n egyenesen metszik egymást és a meg­
felelő oldalpárok 

(v66i " i -^íi )) (y 56i A2 i A 3 l ), (y34> P i A 2 l ), ( y s 4 , A 3 l A j , ), 

metszőpontjai az 
AjAa, PAX, A3 Aj, P A J , AJ A2, PA, 

pontpárokat az 
Y" Y " Y" Y" V" Y" 
1 561 l 561 x 341 l 341 x 12i 1 tS 

pontoktól harmonicusan választják el, és így ama négyszögek per­
spectivás helyzetűek. Ennélfogva: 

A tizenöt Vr négyszög a tizenöt y-négy szöggel perspec­
tivás helyzetű; a hozzájuk rendelt SAiMon-pontok és STEINER-
egyenesek a collineatio-középpontok és tengelyek. 

Vagy pedig: 
A STKINER-egyenesek a, hozzájuk rendelt y-négyszögek 

oldalait kilenczven pontban metszik; mindegyik metszőpon­
ton keresztül megy a kilenczven goi egyenes közül egy-egy. 
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Továbbá, tekintettel a 36. pont utolsó tételére : 
Egy SrEWER-egyenesen fekvő négy STEINER-/JOT2Í hat 

pontpárra bontható; e pontpárokat a íiTEmER-egyeneshez 
rendelt y-négyszög (úgyszintén Vt-négyszög) egy-egy oldala 
és egy Y-pont harmonicasan választja el. (Duálisan megfelel 
a 37. pontban levő tételnek.) 

E tétel a 9. ábrából is kimagyarázható, melyben az Ax A2 

pontpár az Y12, y"13-től és hasonlókép a '<?• V I = | B3 C3 Ax A2 | -n 
fekvő 

B3 C3, B3 Al5 C3Aa, B3 A2, C3 A! pontpárok, az 
Y12, f i a ; Y35, y'3B; YS6, y"36; Y46, y'49; Y46, y"46 ponttól és egyenestől 
harmonicusan vannak elválasztva. 

42. Az AX
1VAÍ

TA1A1, P x A 3
v i nA 3 négyszögekből látható (9. 

ábra), hogy az 
A2

vA1 = a1
v, A l

IVA3 = oc:i
lv egyenesek az Y12, y"12-től, és az 

A3
vin=TcVI, P jAg^a , 1 egyenesek az Y'12) y"18-től 

harmonicusan vannak elválasztva. 
Ez pedig a következőkép fejezhető ki: Egy A-háromszög mindegyik 

szögpontján négy PAScAL-egyenes és egy y-egyenes megy keresztül; 
e PASCAL-egyenesek közül kétszer kettő az y-egyenestől és egy a 
A-háromszög' ama szögpontjával szemben fekvő oldalon nyugvó Y-
ponttól harmonicusan van elválasztva. Vagy, miután a Vj11* I n = 
[ F A ^ A / A a * 1 ] , négyszög | A1

,VA2
V[1, | PJ-A,^|, oldalai az Y12, 

Y',2 pontokon mennek keresztül, mondhatjuk: 
Égy Vi négyszög átlós háromszögének, k-nak mind­

egyik szögpontjában a V1 négyszögnek két oldala, azaz két 
gOÍ egyenes, egy y egyenes és négy PASCAL-egyenes találko­
zik; mindegyik g01 egyenes az y egyenest két PAscAh-egye-
nestó'l harmonicasan választja el. 

43. Vegyük szemügyre a V / > ' ^ [ B j 1 1 1 d 1 1 A2
VI A3

V], négy­
szöget és annak A1- IV = [13 2 4 5 6] átlósháromszögét, mely egy­
szersmind átlósháromszöge az 

vi, ív v ' V V V" V" V" 
1 — 1 13 1 24. x 56 •'• 13 l 24 ' 56 

négyoldalnak is. A mondott átlósháromszögnek szögpontjait a 2X> 1V 

BALMON-ponttal összekötve, az y66, y13, y24 egyeneseket nyerjük. 
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A A1- IV háromszög (1 3, 2 4) szögpontján keresztűlmenő V/- IV 

négyszög oldala, y-egyenes és PAscAL-egyenesek közül a 

J'nB^CC^ I PA:" | ,y66 

harmonicusan választják el a 
P,« = | P^C^A:11 | T l

n i = | F ^ / ' - B ™ | 
egyeneseket. Minthogy azonban a 

P1, Gri.yj»yM>, P11, P111 

pontok a p-egyenesen feküsznek, azért a két első pont a két utóbbit 
is harmonicusan választja el. 

Hasonló úton, ha a V1
rt»1T

) Vj111- IV négyszögekből indulunk ki, 
kimutatható, hogy a p-egyenesen fekvő 

P11, (y14y25y36),Pm, P 1 és P" , (y23y16y«), P1, P11 

pontok harmonicus helyzetűek. 
Tekintve, hogy az (y12 y31 yB6), (y14 y26 y36), (jnlnYa) pontok 

az y n ' m , ym> I
) f> " négyszögeknek szögpontjai, mondhatjuk: 

Minden GAYLvy-egyenes három KiRKMAti-pontot és az y-
négyszögek három szögpontját tartalmazza, a mely hat pont 
involutiót képez. Két-két ily KIRKMAN-/JO/2Í a harmadik KIRKMAN-
pontot, az y-négyszögek egyik szögpontjától s így egyszer­
smind az y-négyszögek két szögpontja a harmadik szög­
pontot egy KmKMA^-ponttól harmonicusan választja el. 

Jegyéét. Ha e tételt a 36. tétellel a 151. lapon összehasonlítjuk, 
azt látjuk, hogy a PAscAL-egyenesek és az Y négyoldalak oldalai 
nem felelnek meg duálisan a KiRXMAN-pontoknak és az y-négyszö­
gek szögpontjainak. E szerint VERONESE »Sull' hexagrammum mys-
tieum« czímü értekezésének LXI. theoremája hibás. 

44. A 38. pontban kimutattuk, hogy az ax
Y a2

v a3
VI, ax a2 a3 

háromszögek az (yí3 y84 y56) collinealio-középpontra és a an> m 

collineatio-tengelyre vonatkozólag perspectivásak. 
Ugyanígy kimutatható, hogy a 

p ' a / a / 1 pVsFiH1? fa" aj 
tt z% x3 % a3 Kj íz a2 a2 

háromszögpárok is perspectivásak az (\>'Vi y'34 yB6), (y'12 y8á y'69), 
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(7ia Ya. y'ce) collineatio-középpontokra és a an> m egyenesre, mint 
collineatio-tengelyre, vonatkozólag, vagyis: 

, A vn; in _ p i &iiv a2v ^ w 
SII, in _ B ^ ^ ^ négyoldalak 
négy pár háromszögre bontha­
tók, melyek az yn> m négyszög 
szögpontjaira és a a1 egye­
nesre, mint collineatio-közép-
pontokra és tengelyre vonatko­
zólag perspectivásak; a szögpon-
lokat vetítő sugarak az y11' I n 

négyszög oldalaid. 

»A V"' in = VlAjlv A3
VA3

VI, 
gü, ni _ JJ j ^ ^ 2 AS négyszögek 
négy pár háromszögre bontha­
tók, melyek a Yu> IU négyoldalra 
és a S11' I n pontra, mint colli-
neatiotengelyekre és középpontra 
vonatkozólag perspectivásak; a 
megfelelő oldalak metszőpontjai 
az Y11' U1 négyoldal szögpontjai 
(30.)«. 

Tudjuk továbbá (27. és 41. pont), hogy a a11' m STEINER-
egyenes P, Aj, A2, A3 STEiNER-pontjából kisugárzó 

ÍZ p1 p " p IH 
a, a, íX-t Eli « 2a 2

va 3
i ra 2

J I 1 
a, a. 

PAscAL-egyenesek az 
s i i , n i — ^ ^ ^ ^ 

- p a i 
n I I „ II „ II „ II 
p dj a2 a3 
„ ü l r, III „ III Q III 
P a l á% a3 négyoldalaknak oldalai. 

A két első és a két utóbbi négyoldal a aa> UI collineatio-
tengelyre és az 

Vn. in —v v v v' v' v' V "• i n —TP1 A IV A v A VI1 
y ' — yi2 y34 Í56 y 12 y 34y 56) y i • — t r rti Aa As h 

négyszög szögpontjaira, mint collineatio-középpontokra vonatkozólag 
perspectivás, maguk az y"> I n , V/1' m négyszögek pedig a <JU> m 

és 2"> n i tengelyre és középpontra vonatkozólag perspectivásak. 
45. Az y"> ™, Vj11- m négyszögekkel együtt azoknak D"' "\ 

A11- m átlósháromszögei is perspectivásak az <;u> m 23n> In-ra vonat­
kozólag. Ámde e háromszögeknek megfelelő szögpontjai 

• D12=:(y12 y'12) D34 = (y34 y'34) DB6 = (y66 y'66) 
(3 4, 5 6) (5 6, 12) (12, 3 4), 

s ennélfogva a 2n> m pontot a A11' m háromszög szögpontjaival 
összekötő egyenesek, névszerint y"12, y"34, y"66, a Du> n I háromszög 
szögpontjain mennek keresztül, és a <7"> m egyenesnek Y"12, Y"34, Y"56 

metszőpontjai a A11' m háromszög '12 3 4 5 6 oldalaival a Dn> m 

háromszög oldalain lekúsznék. 
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Abból továbbá, hogy a A"' IIJ átlósháromszöge az Yn> n i négy­
oldalnak, következik : 

Az 
Y11' m = Y12 Y84 Y66 Y'12 Y'£1 Y'66, v11- IU = yia y34 yS6 y'12 y'^y'sB 

négyoldal és négyszög átlósháromszögei A"> m ás Du> n i a 
hozzájuk rendelt oll> m STEmER-egyenesre, mint collineatio-ten-
gelyre, és a hozzájuk rendelt Sn- m

 SALMON-/>OÖÉ/VI, mint kö­
zéppontra, vonatkozólag perspectivásak; a megfelelő oldalak 
metszőpontjai Y"12 Y"34 Y"56, és a megfelelő szögpontokat ösz-
szekötő egyenesek y"12, y"34, j " 6 6 . 

Továbbá: 
A negyvenöt y-egyenes egymást hármasával a tizenöt 

SAx.MON-ponton és a CAYLEY-egyeneseken fekvő hatvan ponton 
kivűl még tizenöt D-pontban metszi, melyek a tizenöt y-
négyszög D-átlósháromszögeinek szögpontjai. 

Valamint hogy a tizenöt L-háromszö'g negyvenöt szög-
pontja a negyvenöt y-egyenesen fekszik, azonkepen a tizenöt 
D-háromszög negyvenöt oldala a negyvenöt Y-ponton megy 
keresztül. 

46. Miután az y12, y'12, y"12 egyenesek egymást ugyanegy 
pontban, D12-ben, metszik, e pont szögpontja a 

nn, "i —n n n niv> y —n n r> n1- v i—n rt n 
U — U12 USi UW> U — L,li UZ<i ^6*1 U — U11 Uií U6* 

háromszögnek. Tehát: 
A tizenöt y-négyszögátlósháromszögeinek, BsZclZ eb tizenöt 

D-háromszögnek csak tizenöt szögoontja van, miként a tizenöt 
Y-négyoldal A átlósháromszögeinek is csak tizenöt oldala van. 

Az y"< " \ y*. v \ yIY- v négyszögek y12, y'12; y"12, y12 szem­
ben fekvő oldalpárjai 

a D"> m háromszögnek D12 D34 = (y12 y'12) (y3iy'34), 
Di2D5fi = (y12. y'12) (y56 y'86) oldalait, 

a D1' 1V háromszögnek D12D35 = (y'12y"12) (y'35y"35), 
Di2DM = (y']2y"I2) (y'M y"64) oldalait, 

a DIV> Y háromszögnek D13D36 = (y"ia y12) (y"36 y36^, 
Di2D64 = (y"i2y.2) (f^Ya) oldalait 

harmonicusan választják el. 
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A D háromszögeknek a D-háromszögek szögpontjaiból 
kisugárzó három oldalpárja, ugyanazon szögpontokból kisu­
gárzó y-egyenesektől harmonicusan van elválasztva. (Meg­
felel a 30. pontban levő tételnek). 

47. Az 

yV; V I =y 5 eyi4ys2y" 5 6y"i4y"32; yYI- I V =y 3 éy 8 2y i6y" 3 4y"52y" i 6 ; 
y I V ' v - yi2 y86 y54 fú y"36 y"S4 

négyszögek oldalpárjai egymást az 

(yB6 y34 yi,), 2"< m=cy"56 y"34 y"«); (yM yftí rÁ #?• W * y"si Jfie); 
(y32 yí6 7s*). 2 l ' II=(y"32 y"ie y"6J 

pontpárokban metszik, melyek a p-egyenesen involutiót képeznek. 
Ama négyszögek tizenkét szögpontja közül 

(y6e Yu y32) (y34 y8a yi«) (yia y36 J>0 

a TU CAYLEY-egyenesen fekszik, a többi pedig szögpontja a követ­
kező perspectivás háromszögeknek: 

y"s6 y"i* v"32, v"34 y"52 y"16, y"13 y"38 y"64, 

mely háromszögekhez tartozó collineatio középpontok a Tt-egyene-
sen feküsznek. 

Ugyanis az 

y"56y"í4y",„ [ V B i T n . [ A / B ^ i y ^ , y"34y"52y"í6 

háromszögek közül 
az 1-ső perspectivás a 2-ikkal Sv> VI, crv> VI-ra vonatkozólag (41.) 
a 2-ik » a 3-ikkal P, uvl-ra » 
a 3-ik . » a 4-ikkel 2VI> 1V, <JYI> lv-re 
a 4-ik > az 1-ső vei p-ra » 
s mert a négy collineatio-tengely egymást a II STEiNER-pontban 
metszi, a collineatio-középpontok a n- egyenesen feküsznek. 

Ugyanezen az úton következtethető, hogy az y"56 y",4 y"82, 
fit fit fu és fufnfw fu y"s6 v"B4 perspectivás háromszögek 
collineatio-középpontjai is a ft-egyenésen feküsznek. 

Minthogy az yv> VI, yVI< IV, yIV> v négyszögeknek három szög­
pontja a 7t-egyenesen volt, következtethető, hogy azok páronként 
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perspectivásak; a közös collineatio-tengely a p-egyenes, és a három 
collineatio-középpont a rc-egyenesen van. 

Ama négyszögek 

nv, v i _ n n n nvi, r v _ n n T) niv> v — T) T) T) 
U — U f > 6 SJH L , 3 2 ) u —iJttuSS ult> u — U121J3 6U54 

átlósháromszögei tehát szintén perspectivásak a p collineatio-tengelyre 
és a TC-egyeneaarj fekvő collineatio-középpontokra vonatkozólag, és 
a megfelelő oldalak metszőpontjai közül kettő-kettő harmonicusan 
választja el annak az involutiónak kapcsolt pontpárjait, a mely 
involutio szerint az yv> VI, yVI> IV, yIV> v négyszögek oldalai a p-
egyenest metszik; vagyis a 

(DB6D14, D34D52, D12D36), (D56D32, D8 tD l c , D12 De4), 
(y56y34 yl2), (y"B6 y"s* i\*)) 

(D12D32, D62D10, D36D54), (D14D56, D52D34) D,9D18), 
(YH YÖ2 Ysa)-, (y"i4 y"™ y"m) í 

(DS2D56, D1GD31, D54D12), (D8ÍD14, D36D62, D64D36), 
(F«2 Yie tu)i (y"32 y"16 y"64) 

pontok harmonieus négyest képeznek. 
A Dv> VI, DVI< IV, DIV< v háromszögeknek szögpontjai egyszer­

smind szögpontjai az 

y"' "^yeeysiyiay'őeyWiü. y"1' l-YnJs%ystYnfs%y'3^ 
y ' — y*a Yi6 Ybi y 32 y 10 y a 

négyszögek 
D". n l = D i ,D, 4D, e , EP. x='b,-,Di!,D14, D1- » = D54D16D32 

átlósháromszögeinek, mely utóbbi négy- és háromszögek a ír colli­
neatio-tengelyre a p-egyenesen fekvő collineatio-középpontokra vonat­
kozólag perspectivásak. 

Jelen esetben is a négyszögek megfelelő oldalainak metszőpontjai 

(y»6 Yi4 yas)< 2V ' VI=(y'B6 yílá y'32); (y34 y52 y16), 2VI< IV = (y'34 y'B9 y'w)! 
(ÍU-KM, siv> v=(y'1 2 y'36 y'6J 

harmonicusan vannak elválasztva a háromszögek megfelelő oldalainak 

(D12D34, D36D62, D64DÍ6), (D34D56, D52D14, D16D32), 
(D66D12, D14D36, D33D64) 
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metszőpontjaitól. Ámde ez utóbbi pontok a Dv- VI, DVI> IV, DIV> v, 
yv, vr yvi, iv̂  yiv, v perspectivás három- és négyszögek collineatio-
középpontjai; ennélfogva mondhatjuk: 

A tizenöt y-négyszög (és a tizenöt D-háromszög) közül 
húszszor választhatunk ki hármat, mely páronként perspec-
tivás a CAYLEY - egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, 
vonatkozólag. A három collineatio-középpont, mely ily három 
perspectivás y-négy szöghez (és D- háromszöghez) tartozik, 
a, CAYLEY-egyenes ellenegyenesén fekszik és harmonicusan 
választja el annak az involntiónak kapcsolt pontpárjait, 
mely involntiót a Ckvim-egyenésen fekvő SALMon-pontoknak 
és az y-négyszögeknek szögpontjai képeznek. 

Jegyzet. E három collineatio-középpont nem esik egybe a 
CAYLEY-egyenes KiRKMAN-pontjaival, mert két KiRKMAN-pont az y-
négyszögeknek egy szögpontjától és a harmadik KmKUAti-ponttól 
van harmonicusan elválasztva, hololt két collineatio-középpont 
az y-négy szögek egy szögpontjától és egy SAíuo^-ponttól van har­
monicusan elválasztva. 

48. E fejezet végén még az Y-pontok- és y-egyeneseknek, vala­
mint a g01 egyeneseken fekvő pontoknak említésre méltó helyzeti 
viszonyáról akarunk szólani. 

A (3 4, 5 6), illetve (5 4, 3 6) ponton keresztül menő 

g« = A2
IV A2

V B „ n IV", g'01 = A l t
l v A2l

 v B3" IV" 

egyenespár egymást az Y,2 pontban metszi. 

Az y"12 = 2" ' m (3 4, 5 6) egyenes az AjIV A2
V, A l t

IV A2l
v pontpárokat és 

az y'12 = SIV> v (3 6, 5 4) egyenes a BS"TZ
UI, B^11!^"1 pontpárokat 

harmonicusan választja el az YJ2 ponttól. E szerint: 
»Minden Y-ponton egy g01 és egy g'01 egyenes megy keresztül, 

melyeken két-két KIRKMAN- és két-két V^pont fekszik. A két KIRKMAN-
pont a g01 egyenesen és a két Vj-pont a g'01 egyenesen, és fordítva 
a két KiRKMAN-pont a g'01 és a két Vt-pont a g01 egyenesen, a fel­
vett Y-ponttól és egy-egy y-egyenestől harmonicusan van elválasztva. 
A két y-egyenesnek és az Y-pontnak ugyanazon alsó, de különböző 
felső mutatója van«. 
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Jegyzet. 1. Ha á VII. táblázatban a nagy betűket kicsinyekkel 
cseréljük töl, akkor az egyes y-négyszögek oldalait nyerjük. 

2. A Vili. táblázatból látható, hogy mely y-egyenesek mennek 
keresztül az egyes SALMON-pontokon. 

S v ' v i =(y ' 1 4y ' 8 a y '56) 

S I ' v =(yiöy26yS4) 
SI ' ^-CyU'yásVíb) 

2?"' ^ ( y ' ^ y ' ^ y ^ " ) 
svi'IV=(y'1By'34y'52) 
sn> lv=(yuy'sr,y'26) 
£"• v=(y'18yS6y'„) 

S1' n=(y"1 0y"32y"54) 

siY> v=(y'„y'sey'M) 
2n i> I V=(y" l sy"4ey3S) 

^ ' — (.ha y 24 y 35.) 
ym, v i _ / v " v v " ^ 
•̂  — 0 13 y45 y 2$) 

(Vili. táblázat.) 

12. A V j - V e r o n e s e - e g y e n e s e k r ő l . 

49. Ismeretes, hogy a P1 KiRKMAN-ponton keresztül menő Xj1 cc2
l <x3

l 

PASCAL-egyenesekhez a p1 egyenesen fekvő A-^Aa^,1 KiRKMAN-pon-
tok vannak rendelve. 

De ugyanezekhez a PASCAL-egyenesekhez az A^1 A2l
T A3l

J pontok 
is rendelvék, melyekről szintén kimutatható, hogy egy p^ egyenesen 
feküsznek, mely épen úgy, mint a p1, keresztül megy a P-ponton. 

Ugyanis az 
(12, 3 4) (5 6, 12) (3 4, 5 6) B ^ B / B / 1 , Cl

IYC2
vC3

VI 

háromszögek a II collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivásak, 
mert megfelelő szögpontjaik a itIV, TCV. TÍVI egyenesekben feküsznek. 

De az 1-sŐ és 2-ik, 1-ső és 3-ik háromszöghöz tartozó colli-
neatio-tengelyek, mert megfelelő oldalaiknak metszőpontjai a 

(12, 4 5), (3 4, 6 1), (5 6, 2 3); (12, 3 6). (34, 5 2), (5 6, 14). 

pontok, a p11, pn I egyenesek. De a 2-ik és 3-ik háromszög oldalai g01 
egyenesek, melyeket Vrpontokkal ekkép fejezhetünk ki (V. táblázat): 

I A/r,111 A,1 iy11 A ^ Í V ? 1 Í 
| A/B^ 1 V B , " V B / 1 | , 

Ennélfogva az | A / A j ^ 1 | ; pontok, mint a megfelelő olda-
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lak metszőpontjai, egy p / egyenesen feküsznek, mely a P = (pnpm) 
ponton megy keresztül. 

Ha még meggondoljuk, hogy az a/, ô 1, as
J egyenesek P1 metsző­

pontja a p-egyenesen fekszik, kimondhatjuk a következő tételt: 
Egy GAYLEY-egyenesen fekvő KiRKMA^-pontból kisugárzó 

három PAscAh-egyeneshez oly három Fj pont van rendelve, 
mely a CAYLEY-egyeneshez rendelt SrEmER-ponttal együtt egy 
egyenesen fekszik. 

Ezt az egyenest a KiRKMAN-ponthoz rendelt v1 VERONESE-egye-
nesnek, vagy röviden vx egyenesnek nevezzük általánosan, s mint­
hogy minden KiRKMAN-ponthoz egy y1 egyenes van rendelve, azért a 
Vi egyenesek száma hatvan. Ez egyeneseket külön-külön akkép 
jelöljük, mint a KiRKMAN-pontokhoz rendelt PASCAL-egyeneseket, de 
megkülönböztetésül még egy v< mutatót függesztünk hozzájuk. 

így a 
p1, ?=&<£%$, P/' Pl' = | All

IA3l
IA3l

I | = | W A 3 1 | , 
pontok és egyenesek egymáshoz rendeltek. 

Miután minden PASCAL-egyenesen három KiRKMAN-pont fekszik, 
minden V! ponton is három Vj egyenes megy keresztül; s mert 
minden GAYLEY-egyenesen három KiRKMAN-pont van, azért minden 
STEiNER-ponton három \\ egyenes megy keresztül. Ennélfogva: 

A hatvan v\ egyenes hár- | A hatvan Vl pont hárma-
masával a hatvan Wt pon­
ton és a húsz SrEmER-ponton 
megy keresztül. 

sávala hatvan vx egyenesen 
és húsz GAYLEY-egyenesen 
fekszik. 

50. Vizsgáljuk most meg, hogy egy DESARGUEs-configuratio tíz 
PAscAL-egyeneséhez és tíz KiRKMAN-pontjához rendelt Vu wx pontok 
és egyenesek mily configuratiót képeznek. 

A p1 egyenesen fekvő AX
J Aa^,)1 pontokhoz oly a^1 Sg,1 ó^1 egye­

nesek vannak rendelve, melyek egymást a px-hez rendelt Pt
x pontban 

metszik; továbbá a P1 ponton keresztül menő a / a2
J a3

x egyenesek­
hez oly Aj,1 A^Ag,1 pontok vannak rendelve, melyek a P*-hez ren­
delt p / egyenesen feküsznek. Miután a 

b,1 W b3
I = fy C2

X C3\ ig c2
x C31 = B / B2

X B8
X 

háromszögek, melyeknek szögpontjai az ô 1, a2
x, otg1 egyeneseken feküsz­

nek és melyeknek oldalai egymást az A^, A2\ A3
X pontokban metszik, a 
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P 1 ^ 1 * * 1 * . 1 ) , P 1 - | A l
I A 2

I A 3
I | 

pontra és egyenesre vonatkozólag perspectivásak, a 

(fV B,1 ív), =(cs c,14, (C/ (y c,),=(b1
I # b^ 

háromszögek is, melyeknek oldalai egymást az | Aj1, Aa*, Aj1 | , pon­
tokban metszik és melyeknek szögpontjai az | x^, a2\ a3

x | , egye­
neseken teküsznek, perspectivásak a 

p,1 = | A ^ A ^ A , | „ P1
I = («1

Ia2
I«3I), 

egyenesre és pontra, mint collineatio-tengelyre és középpontra, vonat­
kozólag. Ennélfogva: 

A hatvan V1 pontból és hatvan vx egyenesből álló 
[VIVI] = [VY]I confígaratio, ép úgy, mint a hatvan PASCAL-
egyenesből v-böl és hatvan KIRKMAN-/?OÖZ$O7 V-ből álló [VvJ 
confígaratio, hat DESARGUEs-configuratiói'a oszlik. Mindkét con-
fíguratio [Vv], [Vv]1 a két H= (15,, 20,), H' = (20,, 15J HESSE-
conüguratio irányában egyenlőkép viselkedik, a mennyiben 
minden SrEmER-ponton keresztül megy három vx és három v-
egyenes és minden CAYLEY-egyenesen három V1 és három V-
pont fekszik. 

51. A 44. pontban két háromszöget 

B ^ B ^ B / 1 , C ^ C2
V C3

VI 

tárgyaltunk, melyek egymás irányában és az A ^ ' A2
V A3

VI irányában, 
a Pi1, p!11, p-t111 collineatio-tengelyekre és a n pontra vonatkozólag, 
perspectivásak voltak. A három háromszög tehát egy (154, 2Ü3) 
HEssE-configuratiót képezett. Ennek húsz pontja a kilencz KIRKMAN-
és a kilencz V t pont 

( V W B1
IIB2

IIB3
n T™T™Ts

m\, 
valamint a P I I SiEiNER-ellenpontpár; tizenöt egyenese pedig a 
három TCIV, ny, TCVI PAscAL-egyenes, a három v2 egyenes, 

n i _ | A i A i A i i n ii _ I TJ ii -D n D ii I nin _ | r in p in p in [ 
Pl — [ Al i i2 »8 |i) Pl — I Dl "2 Dí 111 P . — i íl l 2 J-2 ll) 

és kilencz g01 egyenes, a melyeken két-két KIRKMAN- és két-két V1 

pont (V. táblázat) fekszik. Ennélfogva: 



168 nR. KLUG LIPÓT 

Egy STEiNER-pontból kisugárzó három 
PAscAL-egyenesen ki-

lencz KiRKMAN-pont 
fekszik; ezek három, 
páronként perspecti­

vás háromszögnek 
szögpontjai. A meg­
felelő oldalok metsző-
pontjai Vj-pontok; a 
collineatio tengelyek 

V! egyenesek, 

Vj egyenesen kilencz 
Vx pont fekszik ; ezek 

három, páronként 
perspectivás három­
szögnek szögpontjai. A 
megfelelő háromszög-
oldalok metszőpontjai 

KiRKMAN-pontok; a 
collineatio-tengelyek 

PAscAL-egyenesek, 

STEiNER-egyenesen ki­
lencz STEINER-pOllt 

fekszik; ezek három, 
páronként perspecti­

vás háromszögnek 
szögpontjai. A meg­
felelő háromszög - ol­
dalok metszőpontjai 

STEiNER-pontok; a col-
lineatio-tengelyek 

STEiNER-egyenesek, 
melyek egymást a STEiNER-pont ellenpontjában metszik. 

A középső tétel a configuratio 

[A^B^IV11], . . . . ( i = l ,2 ,3) 
háromszögeiből folyik és általánosítható. 

52. A 
v ^ ^ [ n ^ v B ^ r v 1 1 ] , , ViyI- iv=[nvAa

iB2
iir2

m]1, 
V,*. v=[IFA3

íB8
nr8

in]I 

négyszögek szögpontjai a P ponton keresztül menő ré p / p^1 p^11 

egyenesen feküsznek, és a P pont és TTIV, TCV, 7iVI collíneatio-tenge-
lyekre perspectivásak. 

Ugyanis ama négyszögek átlós háromszögei: Av> VI. AVI> IV, 
A1V' v. valamint az 

[Ai^.FH, • (i = l , 2 ,3 ) 

háromszögek, mint ama négszögeknek részei, a nevezett pontra és 
collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak. 

Minthogy ama négyszögek a II. STEiNER-ponton keresztül menő 
oy> VI, aVI- IV, a1Y' v STETNER-egyenesekhez vannak rendelve, kö­
vetkezik : 

»Egy STEINER ponton keresztül menő három STEiNER-egyeneshez 
rendelt három V, négyszög páronként perspectivás. a SxEiNER-ponton 
keresztül menő PAscAL-egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, a 
STEiNER-pont ellenpontja a közös collineatio középponté. 
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Vagy még: 
»A tizenöt V1 négyszög hármasával húszfélekép perspectivás, 

a húsz SiEiNER-pont képezi a collineatio-középpontokat; az ezeknek 
ellenpontjain keresztül menő PASCAL egyenesek pedig a collineatio-
tengelyek«. 

Mindkét tételt már a 33. pontban levezettük. 
53. A 35. pontban foglalt tétel alapján (9. ábra): 

(Alt
IV W> IU A,IV A0 = — 1 , 

tehát egyszersmind azoknál a sugaraknál 

ÍLA^SSK*, II 2n- n i = p, HA1
lY = Kiy, O A ^ a ^ VI, 

melyek e négyes pontjait a II pontból projiciálják 

( V V P ^ I V °Y> VI) = — 1. 

Ugyanígy, a II pontból kisugárzó többi n A 2 l
v = 7i1

v, n A , , V I = 
TIX

XI, • • • sugarakat tekintve, 

(V" P rcv sVI' IV) = (ix1
VI p rcVI aIV- v ) = — 1 -

Ez pedig a következőkép fejezhető ki: 
Minden STEINER-pontból kisugárzik egy CAYLEY-, három 

PASCAL-, három v\-, és három STEINER-egyenes. A CAYLEY-egye-
nes és a v^egyenes, az utóbbihoz rendelt PASCAL- egyenestől és 
egy STEINER-egyenestől harmonicusan van elválasztva. 

Ennélfogva, ha a PASCAL-, CAYLEY-, és STEiNER-egyenesek isme­
retesek, ezekből a v^egyenesek egyszerű úton szerkeszthetők. Mert 
pl. a P ponton keresztül menő p^, p^1, p / 1 1 egyenesekre nézve 

(p^TCp1^1' " ^ ( p ^ T i p 1 1 ^ 1 1 ; I) = (Pl
IIITCpII,aI. n) = — 1. 

1 3 . A P a s c a l - e g y e n e s e k n i n c s e n e k c o r r e l a t i ó s v o ­
n a t k o z á s b a n a K i r k m a n - , é s Mr

1 - p o n t o k k a l , é s n i n ­
c s e n e k c o l l i n e a r i s v o n a t k o z á s b a n a v ^ e g y e n e s e k k e l . 

54. A föntebbiekből meggyőződhettünk arról, hogy a hatvan 
Vj pont 

1. hármasával a húsz 
CAYLEY-egyenesen, 

Orv.-term.-tud. Értesíts. 1897. 12 . 

PAscAL-egyenes 
1. hármasával a húsz 

STEiNER-ponton, 

KlRKMAN-pO'Ilt 
1. hármasával a húsz 

CAYLEY-egyenesen, 
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2. hármasával a hat­
van PAscAL-egyenesen 
fekszik. 

2. hármasával a hat­
van Vj egyenesen fek­
szik. 

2. hármasával a hat­
van KIRKMAN ponton, 

3. négyesével a negy­
venöt PASCAL-ponton 
megy keresztül. 

Vizsgáljuk most meg, hogy nem feküsznek-e az olyan KIRK­

MAN-, valamint Vx-pontok, melyek egy PAscAh-ponton keresztül 
menő négy PAscAL-egyeneshez vannak rendelve, ugyanegy 
egyenesben P 

Az (14-, 2 3) ponton (I. táblázat) keresztül mennek a p1 a ^ 
Wn c i " PAScAL-egyenesek, melyekhez a 

P1 AX
IV Bj111 C,n ; | P1 AX

IV Bxf&fi I i 

pontok vannak rendelve, és az V. és IV. táblázat szerint a 

P1
lKlv^\mC1

u (12, 3 4), valamint a B1 1
I I ICii I i p i A i I V (13, 2 4) 

pontok egy-egy egyenesben (g01, g'01) feküsznek. 
Ha már most ama négy KIRKMAN- és négy V rpont egy-egy 

egyenesben feküdnék, akkor ez a két egyenes egybeesnék, egy 
q-egyenessel, mert mindegyiknek két közös pontja van a másik egye­
nessel, és akkor az (1 2, 3 4), (1 3, 2 4) pontok is a q egyenesen vol­
nának. Ámde 

&z (13, 24) és G/1 = ([V1 a2"a3
n) pontok összekötő egyenese: jV1 

* (12, 3 4) » Á^'^i^oi^x^) » í v . 

ennélfogva a q egyenes úgy a [ü-,11, mint a rcIV-gyel egybeesnék. 
Minthogy azonban az általános PASCAL-hatszögben a ^t

n és %IV PASCAL-
egyenesek különbözők, ama feltevésünk, hogy a négy KIRKMAN-, vagy 
a négy Vx-pont egy egyenesben fekszik, hamis. így tehát: 

Egy PAScAL-pontból kisugárzó négy PAsc\h-egyeneshez 
rendelt négy KIRKMAN-, valamint négy V1 pont nem fekszik 
ugyanegy egyenesben. 

Ennek pedig az a következménye, hogy a hatvan PASCAL-
egyenes képezte configuratio sem a, hatvan KiRKMAv-pontból, 
sem pedig a hatvan Vx pontból álló configuratióval nincs 
correlatióban. 
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55. Vizsgáljuk még meg, hogy a hatvan ~PAScA^-egyenes, 
és a hatvan vx egyenes képezte confíguratiók nem collinearis 
alakzatai-e egymásnak? 

Ha ismét kimutathatjuk, hogy négy egymást egy (PASCAL) pont­
ban metsző PAscAL-egyeneshez rendelt vx egyenes nem metszi egy­
mást egy pontban, akkor a PASCAL-egyenesek és Vi-egyenesek nem 
lehetnek egymásnak collinearis alakzatai akképpen, mint a hogy az egy­
máshoz rendelést egész eddigi tárgyalásunk folyamán eszközöltük. 

A 9. ábrában három négyszöget V"- n i = P1 A,IV A2
V A3

VI, 
V,"> " ^ [ P 1 A,IV A2

V A3
VI]„ S"> I I J = n At A3 A, látunk, melyeknek 

szögpontjai az egymást a 2M> m pontban metsző p a, a2 a3 egyenesen 
feküsznek. 

Ha az alábbi egyenesek metszőpontjai 

(It&fcT, A2A1(
IV) = (3 4, 56),, (A,IVA2l\ A , ^ " ) ^ 5 6)', 

(A2A3/\ A3Aiív) = (l2, 34),, (A/A3,VI, A/ 1 A2l
v) = (l 2, 34)', 

(A S V V , A1A,«) = (5 6, 12),, ( A ^ Á i ^ , V v A3,VI) = (56, 12/,, 
akkor 
a 2"> m (3 4, 5 6), (3 4, 5 6),, (3 4, 5 6)', pontok az y"12 egyenesen, 
. 2"' m (5 6, 12), (5 6, 12)15 (5 6, 12)', . y"31 

» S"> - ( 1 2 , 3 4), (12, 3 4),, (12, 3 4)', , y"56 » 
feküsznek, és mindegyik egyenesen az első két pont az utóbbi kettőt 
harmonicusan választja el. 

Ha most az a2 = j A2A3
V(34, 12) | collinealio-tengelyre per-

spectivás 
2n> m A-„ A8l

IV 1 W> m A2
V A3 ) 

(34, 5 6) A ^ l l j (3 4, 5 6) Au P,1 / 
háromszögeket tekintjük, azt látjuk, hogy a 

vJ=nA3l
vi h^mwíj 

egyenesek az 
y"I2 = 2"> * (3 4, 5 6), A2,v A,IV, A2

V A , ^ 

egyenesek (3 4, 5 6)', metszőpontjában találkoznak, az 

a ^ A j A , / a2l
IV = A2A„IV 

egyenesek pedig a (3 4, 5 6), ponton mennek keresztül. 
Minthogy azonban a (3 4, 5 6), pontok általában nem esnek 

12* 
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egybe, mert a 2n> IIX (3 4, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elvá­
lasztva, a TIVI a3

T a j v a2
IV PASCAL:egyenesekhez rendelt 7tjVI a3,: a l t

v a2,IV 

Vj-egyenesek nem metszik egymást ugyanegy pontban. Ezért: 
A hatvan PASCAL- és a hatvan v^-egyenes képezte con-

figuratiók nem collinearis alakzatai egymásnak 
56. Az előbbi bizonyításból kitűnik, hogy az y"56. y"34, y"12 

egyenesek mindegyikének két. pontjában két v1-egyenes metszi egy­
mást, melyek az illető y-egyenes és az Yn< m négyszög szögpont-
jaitól harmonicusan vannak elválasztva. Még pedig: 
óV (\ 9 'A A\ ponton keresztül V i V egyenesek harmonicusan tr y- , . i 
aZ \Y _ , öQji menő a

2 , a 8 i vannak elválasztva a Y 56) J-Be't'Ol, 
az (12, 3 4)', » % I V < » y"M, Y'56-tól, 
az (5 6, 12), » «3l

IV*i, lv » y"3*, YM-től, 
az (5 6, 12)', » W » y"34, Y'34-től, 
a (3 4, 5 6), > « l l

y < T » y"12, Y12-től; 

a (3 4, 5 6)', » V 1 ^ , 1 » Y"12, Y'l2-től, 
hol n A 2 / = V , Á . ^ ^ Á . i * AsAu^ = ccs^, MKJ^Ú*1 

JTA I V _ . I V í P l - , I A A V I — tf V I A A V _ ~ V 

Minden y-egyenes egy SALMON-pontot egy PAscAL-ponltal köt 
össze, és minden y-egyenesen két ily pont, mint (3 4, 5 6),, (3 4, 
5 6)', fekszik, melyek ama pontokat. 2" . n i (3 4, 5 6) harmonicusan 
választják el. Ezeknek az új, párosával az y-egyeneseken fekvő pon­
toknak száma tehát kilenczven. Általában G12-vel jelöljük őket, és, 
ha két ugyanegy y-egyenesen íekvő ily pontról van szó, G12, G'12-
vel; a relatio, melyben a E SALMON-POIÍtokkal és az ezentúl G-vel 
jelölendő pASCAL-pontokkal vannak, 

(Gia G'12 S G) = — 1 . 
Minden y-egyenesen fekvő G12, G'12 pontpáron négy vx egyenes 

megy keresztül; kettő a G12 és kettő a G'12 ponton, ezek azokhoz 
a PAscAL-egyenesekhez vannak rendelve, melyek az y-egyenesen 
íekvő G PÁscAL-egyenesen mennek keresztül. Máskülönben e G12, 
G'12 pontpár a negyvenöt g01, g'01 egyenespárhoz rendelhető. 

Ugyanis az y"12 egyenesen rajta íeküsznek a 

G12 = (3 4, 5 6 ) , , G'12 = (3 4, 5 6)', 

pontok, melyekben az «i,Ta2l
IV, T T / 1 ^ / egyenesek egymást metszik, 

és az Y"12 ponton keresztül mennek a 

http://IV_.IV
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g01 = | A ^ A ^ A ^ I P 1 | , g'01 = | Ü / ' A ^ A / A ^ I 

egyenesek, melyeken az AXl
y Aál

IV, I I / 'Ag, 1 pontok feküsznek. 
Akkép, a mint mindegyik PAscAL-egyenes három PASCAL-pontot, 

G-t, tartalmaz, minden vx egyenesen is három G12 pont fekszik. Így a 

TI = 1 4 3 2 5 6 = | E A3
 VI B3

VIC3
VI j 

PAscAL-egyenesen a 

(3 4, 5 6) = (7ivl«3
Ia1

v«2
IV), (14, 5 2) = (7i"f(,u ^ v p 2

I V ) , 
(16, 3 2) = ( u V I

T 3
m

r i
v

r 2
I V ) 

PAscAL-pontok feküsznek, holott a u,VI = jll A3,VI B3,VI C3l
VIj v regyenes a 

(3 4, B 6)', = (uVI a,1),, (1 4, 5 2)\ = (uVI B,11),, (1 6, 3 2)', = (TTVI
 T 3 " I ) 1 

G12 pontokat tartalmazza. 
57. A negyvenöt Y-pont 

mindegyikén négy 712 egye­
nes megy keresztül, melye­
ken a kilenczven C712 pont 
közül kettő-kettő fekszik; az 
egész confígaratióban 180 
ily 112 egyenes van, minden 
G12 ponton keresztül megy 
négy. 

Ugyanis az 

Aj, A2 A3 ( Pi A2 A; 

A negyvenöt y-egyenes 
mindegyikében négy L01 pont 
van, melyben a kilenczven 
gol egyenes közül kettő-kettő 
egymást metszi; az egész 
confígaratióban 180 ily Lol 

pont van, minden g01 egye­
nesen négy fekszik. 

A ^ B j C , \ n ^ B j C , ] 
A.A^A^J n A 2 , - A 8 - | A.B^U^I P B ^ i y " / 

háromszögpárok közül a két első a &*>. m , a két utóbbi pedig a 
Ev>VI collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivás, ennélfogva az 

Á a A l l
l V =a 8 j

I V , A1A2
v = a l l

v egymást (a a
n r o 1

v ) r =(34, 56), 
A A IV _ „ IV 

•"S A l i — a 3 1 1 

A 2 Ag, 

A 2 F j = a 2 , 

A 3 P j =üt 3 l , 

A2 A3, 

A A VI _ „ Vi 
* n n 3 i — * i i 
A v A V I 

•"21 " 8 1 

nA2l
v=v 

nAg/^v1 

A v A V I 

» 
s 

» 
> 
» 

« ^ V I ) , = ( 5 6 , 15 
Y66 

(&lf)Ms>% i'2)'i 
(a,1 TCV) ,=(3 4, 5 6)', 

Y56 



174 DR. KLUG LIPÓT 

BjAV^Vi A i B ^ - V 1 egymást, (b^a^, = (5 6, 14), 
Q V ^ c , ' , A ^ ^ a ^ » ( 0 / ^ = 3 2, 5 6), 
tíxCu B^T,™ i Y56 

B ^ ^ b ^ , PB11
n = P l

n * (b1
IvpI), = (3 2, 5 6)', 

B.C,, BM
nff

li*n » YB0 

pontokban metszik, melyek mindig egy egyenesben feküsznek. 
Ha ellenben az 

a x
I v a 2 a 8 \ p 1 ^ ^ ] «it>.i<h \ T Í ^ C J 1 

háromszögpárokból indultunk ki, melyek közül az első két, illetve 
a másik két pár a <Jn< m , GV> VI collineatio-tengelyekre vonatkozólag 
perspectivás, azt látjuk, hogy az 

a 2 <*1 —-"-2 ; 
~ r, IV _ A IV 
Og a j — Ü.S , 
a 2 a 3 , 
« 2 P I = A2

I , 
a 3 p I = A3

I , 
a2 oc3, 

bj-^^Bi1, 
CiOi^G,1, 
b j C j , 

b ^ ^ B ^ , 
Ú^áC™, 
te, cI5 

o ^ a ^ A / 
a i a 3 ^ A j 
a2 a3 = ( l o , 
na 2

T = n v 

7ta3
VI = n v i 

a 2 a 3 —(1 °i 

a J ^ A ^ 
a a ^ - A ^ " 
Pt°rC=íi'3. 
P|X^=PÖ 

p T i n i = p i n 

^ x T i i n = ( i 3 , 

pontok 
» 

2 4) . 
» 
» 

2 4), 
» 
» 

2 4)» 
» 
» 

2 4> 

az 
az 
az 
az 
az 
az 
a 
a 
az 
a 
a 
az 

A 2
I V A / 

A 3
I VAX

V I 

V 5 6 

A3
jnv 

A3
X n v i 

y6B 

B ^ V 
p 1 A Hí 

1 1 

Yee 
BX

IV P11 

C, IV P m 

y66 

egyenesekben feküsznek, melyek egymást egy pon tban metszik. 

14. Az 0V, jV pontokról és a 0v, xv egyenesekről. 

A PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-pontok, valamint a va egye 
nesek és Vx pontok képezte [Vv}, [Vv^ coníiguratiókhoz még új 
0[Vv], a[Vv] configuratiókat találhatunk, melyek bizonyos tekintetben 
az előbbiekkel a correlatio vonatkozásában állanak; a mennyiben 
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a PASCAL- és Vj-egyenesekkel az 0V és ,Y pontok és a KIRKMAN- és 
Vj-pontokkal az 0v és ^-egyenesek állíthatók szembe oly módon, 
hogy ezekből az új pontokból és egyenesekből a következőkben directe 
levezetett tételek megegyeznek azokkal a tételekkel, melyeket nyerünk, 
ha a már ismert tételeket az említett felcseréléssel fejezzük ki. 

58. A p CAYLEv-egyenesen a II STEINER pont, a P1 P" P m 

KiRKMAN-pontok, a P t
J Pj11 Pj111 VERQNESE- vagyis Vj-pontok feküsznek. 

Határozzunk most meg három üj pontot, „P1
0Pn oPnI-at, a 

(P1 Pj1 oP1 n ) = ( P n Pi" 0P" n,)=(P in Pj111
 0 P H I n ) = — i 

relatiókból. 
Minden CAYLEY-egyenesen három ily új pont fekszik; melyek­

nek száma tehát hatvan és a melyeket általában 0V-vel jelölünk 
és a PAscAL-egyenesekhez rendelünk. 

egyeneseken az „A^, 0A2
V, 0A3

VI pontokat 
(Aj AJ, 0A1 A1) = (A2 A2l 0A2 A3) = (A3 A3l 0A3 A3)= 1 

relatiók határozzák meg. 
A V"> m , V*. m , S"< n I négyszögekhez (10. ábra) most egy 

új négyszög 0V"> m = 0[PX AjIV A2
V A3

VI] járul, melynek oldalai ép 
úgy, mint a három előbbi négyszögnek oldalai, az 

yn, in Y V V V V V 
i — J12 i 3 4 x 4 6 í 1 2 i 3 4 i 6 6 

négyoldal szögpontjain mennek keresztül, mert a két első és a két 
utóbbi négyszög szögpontjai a feltétel szerint hamionicusan vannak 
elválasztva. 

Az Y12 ponton keresztül menő 

I A-i1* A / | = g01, | V v A / ! = g'01, A, A2 = j . VI 

egyeneseken még megfelelőleg rajta feküsznek a B3 l
ur3 l

m , B ^ i y " , 
B3 C, pontok. Ezek azonban más rendben még a [:S3, y3 CAYLEY-
egyeneseken is rajta vannak, és így a 

(B,» B3I» „BS" R3) = (iy» rs,™ 0iy» c 3 ) = - i 
relatiókból meghatározott 0B3

n, or3
m pontok az 0 | AjIV A2

V j egye­
nesen feküsznek. , 

Minthogy az 0g == 0 | Ajiv A.,y B3" P3
m | egyenesen fekvő 

négy 0V ponthoz rendelt négy lJAscAL-egyenes, a,,1?, a2
v, p$P, y3

IU, egy­
mást a (i = (3 5, 4 6) PASCAL-pontban metszi, mondhatjuk: 
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Egy PAscA-L-ponton keresztül menő négy PASCAL-egyenes-
hez rendelt négy „ V pont egy egyenesen fekszik. 

Vagy: 
A hatvan „Vpont négye­

sévei a negyvenöt 0g egye­
nesen fekszik, melyek a negy­
venöt Y-ponton mennek ke­
resztül. 

A hatvan PAScAL-egyenes 
egymást négyesével a negy­
venöt PAscAh-pontban, G-ben, 
metszi, melyek a negyven 
y-egyenesen feküsznek. 

Az 0g egyeneseket a G-pontokhoz rendeljük. 
Minthogy a negyvenöt 0g egyenes mindegyikén a hatvan 0V 

pont közül négy fekszik, azért minden 0 V ponton három „g 
egyenes megy keresztül úgy, mint a hogy minden PAscAL-egye-
nesen három PAscAL-pont fekszik. 

A vn> III = p I a 1
i y a2

va3
V I négyoldalnak négy oldala és hat szög­

pontja PAScAL-egyenes és PASCAL-pont. Ezekhez a 
fö, In = 0 [ F A,1V A2

V A8
V I] 

négyszögnek négy szögpontja és hat oldala van rendelve, melyek 
0V pontok és 0g egyenesek. Az y11' n i négyszög a vn> m négyoldal 
körül van írva, holott az Y11' n i négyoldal az 0Vn> m négyszögbe bele 
van írva. 

59. Az 0TÍ1V egyenest ekkép értelmezzük : (%1Y
 0TLIV <JV> VI) = — 1 . 

Minthogy 
rclv = I I A 1

I V B 1
l v ( y v , W1

IV = I I A 1 I
1 V B 1 I

1 V C 1 I
1 V , cv> VI = nA 1B,r 1 , 

az ax, bt, c1 egyeneseknek 0A t
IV, o B ^ . 0 C t

I V pontjai az 07i;IV egye­
nesen feküsznek. De az 0A1

IV, 0B1
1V, 0CiIV pontokhoz rendelt PASCAL-

egyenesek a!iv, bx
lv, c^ egymást a TC CAYLEY-egyenesen fekvő ÜIV 

KiRKMAN-pontban metszik. Ennélfogva: 
Egy GAYLEY-egyenes KiRKMAx-pontján keresztül menő há­

rom PASCAL-egyeneshez három ugyanegy egyenesen fekvő 
o V pont van rendelve, s az utóbbi egyenes a CAYLVY-egye-
neshez rendelt STEWER-ponton megy keresztül. 

Vagy pedig: 
A hatvan QV pont hármasával hatvan 0v egyenesen 

fekszik, melyek hármasával a;húsz STEINER-/)O/2^O/2 mennek 
keresztül; az 0V pontok ellenben hármasával a húsz CAYLEY-
egyenesen feküsznek. 
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A hatvan 0v egyenest az ismert módon a hatvan 0V ponthoz 
rendeljük. 

Miután a hatvan 0V pont hármasával a hatvan 0v egyenesen 
fekszik, minden 0V ponton három 0v egyenes megy keresztül; to­
vábbá egy DESARGUES-configuratióhoz tartozó tíz PASCAL-egyeneshez 
és tíz KiRKMAN-ponthoz oly tíz 0V pont és 0v egyenes van rendelve, 
melyek szintén egy DESARGUES-configuratiót képeznek. 

Azaz: A hatvan 0V pont és hatvan 0v egyenes képezte 
o[VvJ confíguratio hat T>ESAKGVES-configuratióra bomlik. 

60. Húzzuk meg a 

TTVI — TT A v l rr y — A A v rv I V — A A IV a1—A P1 

egyeneseket, melyek a 0g egyenes 0IIVI, 0&iv, 0A2
IV, oAj1 pontjaihoz 

rendelvék, A 
11 A3 0Ag P , Aj A2 0A2 cAi 

négyszögek arra utalnak, hogy a 

07í , 0ÍX3 eS o^i , 0^2 

egyenesek egymást az y"12 egyenesen metszik, mert Y12, y"12 az 
ái a2 egyeneseket és Y'12 y"12 a p a , egyeneseket harmonicusan 
választja el. 

Továbbá: 

II ((3 4, 5 6)', 0 ( ^ 4 V ) (34,56) 2". ™) A (A3l
VI

 0A3
VI V 1 & m ) A 

(Au™ o A ^ A ^ S 0 - ra)A((3 4, ÖÖXoCa^a^) (3 4, 5 6)£»> ™), 

ennélfogva a 0(7i:VIa3
I), 0(a1

va2
lv) pontok egyidejűleg a (3 4, 5 6)',, 

(3 4, 5 6), pontokkal a (3 4, 5 6), 2n< l u pontokat harmonicusan 
választják el. 

Ugyanígy az y"56, y"34 egyeneseken íekvő 

0(TC" a,1) 0(«2
VI as

v) (1 2, 3 4) 2"- m ; „(** a,1) 0 « v V 1 ) (5 6, 12) 2P> * 

négyesek is harmonicusak. Ezért: 
»Négy ugyanegy 0g egyenesen »Egy PAScAL-ponton, G-n, ke-
fekvő 0V ponthoz rendelt 0v resztül metsző négy PASCAL-

egyenes, nem metszi egymást egyeneshez rendelt négy KIRK-

egy pontban. Ezeknek az egye- MAN-pont, nem fekszik ugyanegy 
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neseknek két 01G metszőpontja 
egy Y - egyenesben fekszik és 
annak S, G pontjait harmoni­
cusan választja el«. 

egyenesben. E pontoknak két 
összekötő egyenese, g01, egy Y-
ponton megy keresztül és har-
monicusan választja el ama Y-
pontból kisugárzó S, 0g egyene­
seket*. 

[A jobboldali tétel részben ismeretes, részben nem szorul meg­
világításra; mert pl. 

A ^ A ^ B g / 1 ^ , 1 1 1 , B3
I ir3

I I IA1 1
I VA2 l

v harmonicusan választja el 
a cv- VI =, | H A J B Í E Í | , 0g = o | A^'A^B^T,111 | egyeneseket]. 

Oly pont, mint 01G, kilenczven van, s azok a kilenczven g01 

egyeneshez rendelhetők. 
A kilenczven Ö,C5 pont még páronként a negyvenöt 0g egyene­

sen is fekszik; pl. az 

o fa^V) , o(as
VIPl) pont, a 0 | A 1

I V A í
v B , H r , i n | egyenesen fekszik. 

Először is a IIA8AS
VI, A2

V AX
IV A1 háromszögek az (12, 5 6) 

pontra vonatkozólag perspectivásak; tehát az F = ( I I A 8 ) A ^ A a
v ) 

pont az y"12 egyenesen fekszik. 
Ugyanígy kimutatható, — a mi különben állításunk igazolására 

nem szükséges — hogy a V11' m Sn> m négyszögek többi oldalpárjai 

PIAJ
1V, A 2 A 3 ; A2

VA3
VI, II Aj egymást az y"66 egyenesen 

FA 2
V , A 3 A i ; A 3

V I A ^ , n A 2 » . y"84 

P A / 1 , k,k2: A ^ A / , n A 3 » . y"12 

metszik, és e metszőpontok a 2n> I n ponttól és a An< i n háromszög 
szögpontjaitól harmonicusan vannak elválasztva. 

Ha továbbá rövidség kedvéért 

J=(y"12 , o| A,1VA2
V | ), H = (A1

lvAa, A l t ^ A 2 , 0 | Aa
IV A2

V | ), 

és mi á (2ir< m J ( 3 4, 5 6) F) négyes pontjait 

az Y12 

az A2
V 

£IZ Ag 

az Y34 

az II 

pontból 
» 
j> 

» 
» 

rojiciáljuk, következik 

az al egyenesre, 
> 1 A I V A v 1 » 

a1 

a3 » 

y"ia » 

s e projectiókat ismét 
» » 
» » 
» » 
» » 
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(2"> m J (3 4, 5 6) F) 7\ (2n. m „A^ At/V A/v) A (oAa
v „ V v H Y12) A 

(211- 3? 0A1
IVA1

IVA1)A(211' 1II„A3
VIA3

VIA3)A 
(2U> n i „(^a,1) (3 4, 5 6)Fj, 

a miből az látható, hogy a J pont egybeesik az „(n^a,,1) ponttal, 
vagyis, hogy az 0 | A,IV A/Bj 1 1 ^ 1 1 1 | egyenes a „(it^Oj1) ponton 
megy keresztül, és e pont az Y12 pontot az 0AiIV

 0A2
Y pontpártól 

harmonicusan választja el. 
Ugyanezen az úton kimutathatjuk, a 2IV> v, VIV> v, SIV> v négy­

szögekből kiindulva, hogy a 0(a3
VI P1) pont szintén amaz egyenesen 

fekszik és az Y13 pontot a 0B3
n 

választja el. 
Ennélfogva: 

»A negyvenöt 0g egyenes 
mindegyikén egy Y, négy 0V és 
két 01G pont fekszik; mind­
egyik 01G pont az Y-pontot a 0V 
ponttól harmonicusan választ­
ja el«. 

61. »A kilenczven 0G pont 
hármasával a hatvan „v egye 
nesen és hármasával még más 
hatvan Tv egyenesen fekszik, 
úgy, hogy mindegyik 0Í(1 ponton 
két 0v és két v̂ egyenes megy 
keresztül«. 

P III 
o13 

pontpártól harmonicusan 

^Mindegyik G-pontból kisu­
gárzik egy y, négy PASCAL- és 
két o:g egyenes; mindegyik 01g 
egyenes az y-egyenest két PAS-

CAL-egyenestöl harmonicusan 
választja el (42)«. 

»A kilenczven 01g egyenes 
hármasával a hatvan KIRKMAN-
ponton és a hatvan Vx ponton 
megy keresztül, úgy, hogy mind­
egyik 01g egyenesen kétKmKMAN-
és két Vj pont fekszik. (V. 
táblázat) «•. 

Az xlv = II 0Ailv
 0B1

iy oCVv egyenes az 
A p i _ „ i -R p n _ g ii p pi: 

1 O r 0 * 1 ) °1 <>' — 0^1 , J-l Or oTí 

egyenesektől az 0(TC1V a^), 0(^tv $íy), o("IV Ti"1) pontokban metszetik, 
melyek az 0TÍXV egyenesen feküsznek. Ugyanígy a hatvan 0y egyenes 
mindegyike három 0iG pontot tartalmaz. 

De ha a 2"> m pontra vonatkozólag perspectivás 

„(A^A^A,™) = „(V"^"1^1 1 1), „(A^A^A,11) = 0(Cl" c2
u c3") 

háromszögeket tekintjük, melyeknek szögpontjai az a!,a2,a3 egyene­
seken feküsznek, azt látjuk, hogy a megfelelő oldalok három metsző-
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pontja 0(bjin CÍ11), egy jp1 egyenesen fekszik, mely 0pJ tői különbözik, 
mert a hatvan 0v egyenes közül az 0(bi"1 Ci") ponton csak az obi111, 0Cin 

egyenesek mennek keresztül. 
A hatvan 0v egyenesből hatvanszor lehet oly perspeetivás 

háromszögpárokat, mint 0(b1
111 b 2

m b3
mj, ofc1

IIc2
IIc3

11). alkotni és 
így hatvan 2v collinealio-tengelyt nyerünk. így pl. az 

otb^r^rs1 1 1)! o(bB
i nr,mrim)\ »(b*m r^r*™)} 

Á?!11 IV1 m f o(c2" ^ yt) / 0(c3" p," p2"j / 
háromszögpárok az , a,Iv, ,a3

v, ,a8
VI collineatio-tengelyre vonatkozólag 

perspectivásak, s, mint látható, az o(biniCin) pontokon (i = 1, 2, 3) még 
a jp^aj1^; j p ^ a ^ ; ,pIta8

TI egyenespárok is keresztül mennek. 
62. A hatvan , v egyenes egymást hármasával a húsz 

STEiNER-jüo/2tóa/2 metszi, mint a hogy a hatvan V, pont hármasával 
a húsz CAYLEv-egyenesen fekszik. 

Ugyanis az 

0 ( i g A2» A,11) = „ « c>? c3"), „(A/11 A,"1 A2
IU) = 0(bx

m b,1" b,1") 
o(.í>i H2 Bs ) — 0(a, a2 a3 ), 0(GX

 1C3 Cg ) = 0(ai a2 as ) 
háromszögek közül 

az 1-ső persp. a 2-dikkal az 2n> IU, xp?; 
a 2-ik » a 3-dikkal az 0 P m , o P

m ; 
a 3 ik » a 4-dikkel az 0 F , »* I n ; 
a 4-ik » az 1-sövel az 0P", 0pn 

cdliineatio-középpontra és tengelyre vonatkozólag, és a collineatio-
középpontok a p-egyenesen feküsznek; ennélfogva az jp1 egyenes 
a P-ponton megy keresztül. 

A hatvan xv egyenes egymást hármasával a hatvan 
1 V pontban metszi, melyek hármasával a húsz CA\LEY-egye-
nesen feküsznek. Ezek az xv, XV egyenesek és pontok oly 
xfVv] confíguratiót képeznek, mint a már ismert [Vv], 
[Vtfo, [VyJi, o[Vv] configuratiók. 

Ugyanis az 

o(Aj A2 A3 ), o|_(a2 a 3 ) (a3 a l ) ( a l a2 )J — 

,(12, 3 4) ,(5 6, 12) ,(3 4, 5 6), Ax A, A3 

háromszögek, minthogy oldalaik az Y66, Y34, Y13 ponton mennek 
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keresztíil, perspect ivásak; ennélfogva collineatio-középpontjuk egy p-
egyenesen fekszik, melyet már az 

A ^ A2
V A3

VI, (1 2, 3 4) (5 6, 1 2) (3 4, 5 6), Ax A2 A3 

háromszögek meghatároznak.1 

Ebből pedig az következik, hogy az 

i ^ 1 = Aj 0(«2VI « 3
V ) , I a2

x = (Aa o(«3
VI ai IV), i«£ = A 0(*i v aa

IV) 

egyenesek egymást a p-egyenes jP 1 pontjában metszik. 

Ugyanezen úton következtethető, hogy az $£* ij32" j ^ 1 1 és 

1 Ha két háromszög Mx M2 M3, \J1 U2 U3 az 0, o collineatio-
középpontra és tengelyre vonatkozólag perspectivás és 

M ' 1 = ( M 2 U 3 , M3U2), M'2 = (M3U1, M,!!,) , ^ ( M j ü , , M2 U J , 

akkor az 
M\ ü2 U3 Ma U3 ü j M3 Ua U2 

U t M2 M3 U2 M3 5Í, U3 Mx M2 

háromszögek perspectivás volta miatt 

az M2 M3, U2 U3, M'2 M'3 egyenesek egymást az 0 t pontban 
az M8 Mj, ü 3 Ui, M'8 M'i > » az 0 2 

az M, Ma, ü j Ua, M'x M'g » » az 0 3 » 

metszik, melyek az o = | Ox 0 2 0 3 | egyenesen feküsznek. 

Ennélfogva az Kt j M'2 M\ háromszög perspectivás a felvett két 
háromszöggel, és a két collineatio-középpont M, Um 

az 0-ponttal egy r = | 0 M Um | egyenesen fekszik. 
Ha DjUgÜ;,, 0, o, OiOgO, állandó marad, ellenben az Mx Ma M3 

háromszög változik, akkor az r-egyenes nem változtatja helyzetét. 
Ha ugyanis az Ni, N2 N3 egy más háromszög, mely az H1 ü 2 U3-

mal az O-pontra és o-egyenesre vonatkozólag perspectivás és, ha meg­
felelő' oldalaik 0 1 ; 02 , 0 3 metszőpontjai is ugyanazok, s ha továbbá 

N-'i = (Ns U3, N3 ü2) , N's = (N3 U15 N, 0,) , Nfj = (N, U2, N2 U,) , 
akkor ezek a pontok az 0 M ' „ 0 M'2. OM', egyeneseken vannak és az 
o collineatio-tengelyre perspectivás 

M'i M'2 M'3 N, Na N3 
SPj, N'g N'3 Híj N'a N', 
HÍ Ug ü3 ü j u 2 u 3 

háromszögekhez tartozó 0 , Um , TJn, illetve 0, N, Un collineatio-közép-
pontok az r = | 0 M N Úm Un | egyenesen feküsznek. 
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iTim 1T2111 1T3111 egyeneseknek metszőpontjai 1BBi J3"1 is a p-n 
(eküsznek. 

63. A CAYLEY-egyeneseken fekvő XV pontok a 2, 0V és PASCAL-
pontokból egyszerűen szei'keszthetők. 

Ugyanis az y"g6 egyenesen fekvő 

,(3 4, 12)', ,(3 4, 12), 2n> m , (3 4, 12) 
harmonicus pontokat H-ből az „nP litt^ P ^IV harmonicus sugarakkal 
projiciáljuk, melyek az a.1 egyenest az 0A1

IV
 1A1

1Y S1^ n i AjIV har­
monicus pontokban metszik. 

E szerint az j A ^ pont és hasonlókép 1PT, JV") iQin, • . . 
valamint a többi jV pont e körülmény alapján szerkeszthető, t. i. 

(oPVP1^11' m iyI)^(aA1
iy

1A1
lv^11' m Ai IV) = 

(JÍK'BI" 1 ^. IV B1
III) = (0C1

I I
1C1

nS1 ' IV C1
II) = ~ 1 . 

A F A j * o | &At
w | , B ^ Q 1 1 , 0 | B ^ C , 1 1 | egyenesek egy­

mást az Y'56 pontban metszik, tehát az J P ' A j 1 7 ! J B ^ C , 1 1 ! 
egyenesek is ezen Y'56 ponton mennek keresztül. 

(De e két utóbbi egyenes nem eshetik egybe, hanem harmo­
nieusan választja el az 0g=0 | P1 Ax

nv B^11 ( y 1 | , av> VI =\JÍA1B1T1 \ 
egyeneseket. Ugyanis 

Y'56 ( „PnP .P 1 ) A Y'56 ( „ B ^ B ^ ^ B ^ ) 

-ból következik, miután a két első megfelelő sugár az 0g, illetve 
GV< VI-ba egyesül, a harmadik megfelelő sugárpár pedig 0g, cv' VI-ot 
harmonieusan választja el, hogy a negyedik megfelelő sugárpár, 
azaz 1 | P 1 A 1

I V | , J B J 1 1 ^ 1 1 ! szintén harmonieusan választja 
el az 0g, <JV> TI egyeneseket). 

Minthogy ezek szerint a negyvenöt Y-pont mindegyikén két 
ily egyenes, melyen két XY pont fekszik, megy keresztül, számuk 
kilenczven. Mi ezeket az egyeneseket általában i2g-vel, vagy ha egy 
párról van szó 12g, 12g'-vel jel< 

Ennélfogva: 
A hatvan jV pont párosával 

az Y-pontokkal kilenczven 12g 
egyenesen fekszik, mely egyene­
sek hármasával a J pontokon, 

A. hatvan xv egyenes egymást 
párosával kilenczven G12 pont­
ban metszi, mely pontok hár­
masával a vx egyeneseken, pá-
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párosával pedig az Y-pontokon rosával pedig az y-egyeneseken 
mennek keresztül és az „g, a- feküsznek és a G, 2-pontokat 
egyeneseket harmonieusan vá- harmonicusan választják el (55). 
lasztják el. 

64. A aPJ pontot (és így valamennyi XV pontot) nemcsak az 
(oPSPS". I I I P I ) = — 1 i) 

relatióból, hanem az 
GP1 n 0P s*> w ) = — i . . . . . 2) 

relatióból is szerkeszthetjük. Mert az y"68 egyenesen fekvő 

o ^ ' O (y"56,A2A3) o(a2
VIa3

v) 2F> = 
harmonicus pontokat az A2 pontból az ja^1 aT> IV

 0a2
VI a2 sugarakkal 

projiciáljuk, melyek az a3 egyenest az iA3
VI A3 0A3

VI Sn> m har­
monicus pontokban metszik; ennélfogva 

GP1 n 0 p s«. m) = GA8
VI A3 0A3

YI & m ) = — 1 . 
Azt találtuk az előbb, hogy 

(„uVI ^ p 0 = - l , Ga2
VI f, IV

 0a2
VI a,) = - l ; 

ennélfogva a P STEiNER-ponton keresztül menő sugarakra nézve is 
hasonlólag 

(0pI
1pITtpI) = - l 3.) 

GpV1, » .^*)=S~1 . . .4.). 
3.) és 4.) az előbbi 1.), 2.) egyenletekkel, melyek a p-egyenesen 
fekvő pontokra vonatkoznak, szembe állítható. 

De a 3.), 4.) egyenleteket 
(P IP1

in0P I) = —1 3') 
(p,1 sn> m p n )=— . . . 4') 

-gyei és az 1.), 2.)-dikat az 

A;(Pp^nOP^K1«£.<& mo<)=-í 
A, (iy 2°. m P1 n j s f a , 1 ax a/ <*»> In) =—1 

egyenletekből származó egyenletekkel 
( p 1 ? , 1 ^ ' " o p ^ - 1 1'.) 
(p^Ttp1^. ™) = —1 . . . . . 2'.) 

is összehasonlíthatjuk, mondván: 
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ha a KiRKMAN-pontokat a hozzájuk rendel t 0v-egyenesekkel 
ha a STEINER- » » » » CAYLEY- » 
ha a SALMON- • » » » STEINER- » 
ha a 0V- » » » » PASCAL- » 
h a a J.V- » * » * v t - » 
h a a Vj[- » » » » jS - » 

felcseréljük, akkor az 1.), 2.), 3.), 4.) egyenletek az 1'.), 2'.), 3'.), 
4'.) egyenletekre változnak át. — 

Az előbbi egyenletekből következtethető, hogy a 
n 211- i n ; P1 oP1; Px

x iP1 

pontpárok és a 
u ^ a í ; p1 op1; P l* lP* 

egyenespárok egy-egy involutiónak kapcsolt elempárjai, mert 
G P n 0 P 2 n - Iii)=(p1

is11. m p i n ) = - - i , 
(lP

r % oP
j f> ra)=(p1

i <&• m P1 Tc)=--i: 
Továbbá az 1.) és 2.) egyenletekből 

(0Pl2n> I I I
1 P I P I ) = 2, („P'S11- m n 1 P I ) = — 1 , 

tehát 
( 0 F 2 n ' ranP) = - 2 , és ( 0 P ' n S n . I I IP I) = 3. 

Ez utóbbi egyenlet- azt mutatja, hogy az QP1, II pontok az 
S11' m , P1 pontoktól nincsenek elválasztva 

Ha a p-egyenesnek azokat a részeit, melyeken az Sn> i n P1, 
illetve II, „P1 pontok nem leküsznek [II oP1], illetve [2n> m Px]-gyel 
jelöljük, akkor 

( F P 1
i n „ P I ) = — 1, és ( o P S P 1 ^ 1 . m P ) = — 1 

egyenletek következtében a Pj1 pont az [II oP1] vonaldarabon, de a 
[2"> m P1] vonaldarabon kivűl fekszik, ellenben az ^V1 pont az 
[2n> m oP1] vonaldarabon, de a [II oP1] vonaldarabon kivül van. 

65. Az Y12 ponton keresztül menő sugarakra vonatkozólag 
Y1S (Atl

IV 2»> ™ A ^ A1) = Y ia (B 8 l
n 2"'- - B 3 " Ax)= 

SiVíAx^W VA1I
IVA1) = - 1 ; 

ennélfogva Y12 A 1 = aI> VI kettőssugara az 
Y A l v Y A IV • V y.IX> IU Y 21VJ v 

J-12 - " l ) Í 1 2 A l i ) J-12 ** ) x 1 2 ^ 

sugárpároktól meghatározott involutiónak. Minthogy azonban Y í2 Aj = 
oft VI, 0| AiIV A3

V B3
U T s

n I -1 a két első sugarat, tehát egyszer­
smind a két utóbbi sugarat is harroonicusan választja el, következik : 
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»Egy Y-ponlon keresztül­
menő STEiNER-egyenes és „g 
egyenes két SALMON-ponttól har­
monicusan van elválasztva«. 

(A jobb oldali tétel evidens, mert a S11 

pontok harmonicusak). 
A tétel még így is kifejezhető: 

»Egy y-egyenesen fekvő SAL-
MON- és PASCAL-pont (G) két STEI-

NER-egyenestől harmonicusan 
van elválasztva«. 

* (3 4, 5 6), F, E 

»Két-két SALMON-pont, mely­
nek különböző mulatói vannak, 
egy og- és egy S'fEiNER-egyenestől 
harmonicusan van elválasztva*-. 

Minthogy a 

»Két-két STEiNER-egyenes, 
melynek különböző mutatói van­
nak, egy PASCAi.-ponttől (G) és 
egy SALMON-ponttól harmonicu­
san van elválasztva^ 

oí. 1V = | A t A2 B8 C3 | és 0g - 0 | A / v A / B , " I1,"1 | 

egyenesek a 2IT< i n , 2,v> v pontoktól és a g o l = | A™ A 2
v B 3 l

n r s l
m | , 

g'oi = í Alí'v A 2 l
v B 3

n r 3
i r i | egyenesektől harmonicusan vannak elvá­

lasztva, a 
° ' , og , l j 2 i ' , gol i - > ] 2 ^ ' l g o i 

egyenespárok involuliót képeznek és így egy egyenespártól harmo­
nicusan vannak elválasztva. 

Hasonlóképen involuliót képeznek a 

2n< "\ G = (3 4, 5,6); E = (y"12 <* " ) , 0lG=,(S% 5 6 ) ; 
F^TÍY'ti ?? ' v), o1G = 1(3 4, 5 6)' 

pontpárok és egy pontpártól ezek is harmonicusan vannak elvá­
lasztva. 

De nem folytatjuk ez irányú fejtegetéseinket, hanem vissza­
térünk a (Ja pontokhoz és a ng egyenesekhez. 

66. A negyvenöt Y-pont mindegyikén négy 017 egyenes 
megy keresztül, melyeken a kilenczven 0ÍG pontból kettő-
kettő fekszik; összesen 180 ily 011 egyenes van, minden 01 G 
ponton négy megy keresztül. 

A negyvenöt y-egyenes mindegyikén, a kilenczven ivg 
egyenes közül négy pár metszi egymást; összesen 180 ily 12Z 
metszőpont van, minden 12g egyenesen fekszik négy. 

Orv.-t.irm.-tud. Értesítő. 1897. 1 3 

http://Orv.-t.irm.-tud
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(E tételek duálisan felelnek meg az 57. pontban levő téte­
leknek). 

Ugyanis az 
oA^ A2 A3 V 0 P A2 A3 ) oA,1 B, Q, 1 offv B, C, \ 

A A V A VI | TT A V A ( A T» I I f I I I í p "R II P I I I j 
1 0 r t 2 O n 3 ) ÍL 0"2 0^3 ) -"-1 0Dl o1 1 J r o-t>l o-I l ) 

háromszögpárok közül a két első és a két utolsó pár a 2n> m , illetve 
Ev> y i pontokra vonatkozólag perspectivás; ennélfogva az 

A A IV _ „ I V A A V _ „ V A A IV• _ „ I V 
2 0 " 1 — 0 * 2 ) " 1 o r t 2 — 0 * 1 i • í l 3 o n \ — 0 * 3 , . . . 

egyenesek 
o C ^ O , o(«8

IV*ivl); O(*2TO, oK1^1); o(Vai"), oCĉ a,"1); 
o(b,iv

P";, oCc^p1") 
metszőpontpárjai az 

J -56 = : (A2A 3 , 0 A 2 o-A-3 ) ;
= l ! ? l V H o-Di o«-l ) 

ponttal egy 0il egyenesen feküsznek. 
Ha ellenben a a"> m és av> VI collineatio-tengelyre vonatkozó­

lag perspectivás 
X*F a.% a3 \ 1p I a2 <x3 V txj bx c, V ITJV bx cx | 

«i i*2
v !*3VI } * ^ ^ j <* ^ ^^n iT i I I I j p ^ . n iYiIII j 

háromszögekből indulunk ki és tekintetbe vesszük, hogy 

(a2 i a i ) = iA2 , (% ta2 ) = 1A1 , (o^iá! J = 1A3 , . . . , 

azt találjuk, hogy a 
, | A.r V | , rí A8

IV A,VI [ ; , | As1 IP | , , | A7 IF1 | ; 
, I B,1 A," | , , | C*1 A/11 | ; , | BX

IV P n |, , | C/v P " | 
egyenespárok (12g) egymást az y56 egyenesen metszik. 

67. Vizsgáljuk most meg, hogy a 0g egyenespárok metszőpontjai 
mikép viselkednek az y-egyenesek irányában. A 

0ax os2 &3 0a2 TC oĉ  
#I 082 oa3 &2 oP oai 

oa2 Pi Ti °̂ 2 a2 a3 
I I I „ I I „, „ VI „ V 

a 2 o*-*2 0*̂ 1 Yi o a 2 

0 ^ 1 
11 p a! o*ix b, cs 

11 . , i n bj 0TCIV o"*!1' ai oPi" oT: 
háromszögpárok a 

aii, m = p Aj A2 A3, av- VI = n Aj B2 1\ , o1. IV = B, Cx A2 As 
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collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak; ennélfogva, mint­
hogy 

A 1V A T 

I TTV A T I ! A v A IV I v ' • 
I A II p VII 1 A II p V j v " . 

az 
I A v A I v I I A VI A IV I v • 
B VI A I I I | I F VI A II | v ' • 

I p l l p i V I 1 A II R I ] , / ' . I p , I A II I j p I A III | v 

egyenesek egymást egy-egy pontban metszik. Ezt még a következő­
kép is kifejezhetjük : a hat 0g egyenes közül, t. i. a 

01 n^A/A^v |., 01 IFA^W^ | , 01 B^IVA^V1] , 
„ | B 1

v r i viA 2 «A 3 " I | , 0 | P'A/^B^'C/I, 0 | P ^ A ^ i y C ^ | 
egyenesek közül az 1-ső és 2-ik egymást az y8G és y'B0 egyenesen, 
a 3-ik és 4-ik az y'B(i és y"B8) az 5-ik és 6-ik az y"B0 és y6(i egyene­
sen metszi. Minthogy azonban az yB6 y'B„ y"5(i egyeneseknek egy közös 
D50 pontjuk van, ama hat 0g egyenes mind keresztül megy a D66 

ponton. 
A hat 0g egyenes a PAscAL-hatszög 56 oldalán fekvő 

(3 4 , 5 6) ( 1 2 , 5 6) (2 4 , 5 6) ( 1 3 , 5 6) (2 3 , 5 6) ( 1 4 , 5 6) 
PASCAL-pontokhoz van rendelve ; ennélfogva : 

»Ama negyvenöt 0g egyenes, 
melyen a 60 0V pont négyesével 
rajta fekszik, hátával a tizenöt 
y-négyszög tizenöt átlóspontján 
megy keresztül?. . 

»A negyvenöt PASCAL-pont, 
melyekben a hatvan PASCAL-

egyenes egymást négyesével met­
szi, hátával, a tizenöt Y-négy-
oldal tizenöt átlóján fekszik«. 

Miután a tizenöt D-pont mindegyikén a negyvenöt 0g egyenes­
ből hat megy keresztül, a 0g egyenesek mindegyikén két D-pont 
fekszik. Pl. a 

0 |n i vA 1
IA 2

V IA 3
v | , o j I P A / V ^ 1 ; , o [ I I "VA 1 *J | , n r | egyeneseken a 

D12 D34 D66 Dl2 D34 D66 pontok feküsznek, 
és így ezek az egyenesek az y"> m négyszög Dn> m = D12 D34 D58 

átlósháromszögének oldalai. Ennélfogva: 
»A negyvenöt 0g egyenes a 

tizenöt y-négyszögnek átlója, 
azaz a tizenöt D-átlóshárom-
szögnek oldala?. 

»A negyvenöt G-PASCAL-
pont a tizenöt Y-négyoldalnak 
átlóspontja, azaz a tizenöt A-
háromszögnek szögpontja«. 

13* 
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A D11' I n háromszög oldalain, mint 0g egyeneseken, 01G pontok 
feküsznek, még pedig 

az (obi oCĵ  jp1
 1a1

IV), (0pj oYi" ia2Y ia3TI) 
pontok a D ]2D34 = 0| IFV V A2

VI A3
V |, 

a z (0b2
111 oc2U 1P1 i a2V ) i (0P2 0T21 1 i a 3 x i a i I V ) 

pontok a DBBD12 = 0I I F A,1 A3
IV A ^ j , 

az f0b3
I" 0 c , " lP* i a s

V I ) , (0p8= „Y3111 ^ 1 & / ) 
pontok a D3 4D6 6=0 | I IV I A,1 A / A2

1V | 
egyenesen ; ennélfogva D11' i n háromszög átlósháromszöge a jyB> m = 
![p I ai I V a2V a3V I] négyoldalnak, s mert a i'vn'> m négyoldal az y"> 1H 

négyszögbe be van írva, azért az y11- m négyszög szögponljainak 
a D11' m átlósháromszöget illetőleg harmonicus polárisai a íia> m 

négyoldalnak oldalai. Ennélfogva: 
A hatvan xv egyenes tizenöt rv négy oldalra oszlik, me­

lyek a tizenöt y-négyszögbe be vannak írva, és melyeknek 
átlósháromszögük azokéval közös. (Duális tétele a 32-nek.) 

68. A következőkben ki akarjuk mutatni, hogy a configura-
tióban a 9. ábrával correlatiós ábra rejlik. (12. ábra.) 

A a11' I n collineatio tengelyre perspectivás 
„ ( a ^ a / O s . í B Ö , 4 6) ,(13, 2 4) ,(15, 2 6), a ^ a , 

háromszögek megfelelő oldalai egymást az At A2 A3 pontokban met­
szik; a megfelelő szögpontokat vetítő y12, y6a, y34 sugarak egymást 
az yn> m négyszög egyik szögpontjában metszik. 

Azonkívül az 
(oai <*2) — 0A2 , (0ai ots) = 0A3 , (0a2 oe^) = 0A3 , 

(0a1
va1) = oA/, (o&^cci) = 0 V 1 , (oa3

VI«2) = «A2
VI és az 

I 4 vi « v 1 __ n n I A vi « ív 1 T) n l \ v A VI | _ n n 
o| A 2 -"-l |— Í J ' i l uí&> o| " 1 -n-3 | — u b 6 J-'l2) o| -"3 Ai I—• L ' l 2 J J 34 

egyenesek a Dn> m háromszög oldalai. 
Ez a D"> n i háromszög a 0(aiIV a2

T a3
VI) háromszöggel a TC, és 

az a.r a2 a3 háromszöggel a 0px collineatio-tengelyre vonatkozólag 
perspectivás; a közös collineatio-középpont (Vi2y34y56); és a meg­
felelő oldalak metszőpontjai 0II I v

r 0IIV, oIIVI; oAj.1, oAj.1, 0k^. 
Ama négy pár háromszög, melyre a 

eV11- m = 0[px a,IV a2
v a3

VI], s11- m =•«.-«, <x2 a3 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 189 

bonthatók, az yn> m = y12 y34 y56 y'i2 y'34y'66 négyszög szögpontjaira 
perspectivásak; a szögpontokat vetítő sugarak e négyszögnek oldalai. 
A íP1?1?1!? i a i I V a i I V aiiIV> sip- sugarak között következő relatiók 
léteznek: 

Gp1 a11- n i op1 «) = ( i a i
IV a»< i n

 oa i
IV

 K l ) = . . . = — 1 
Gp1 „p1 % p1) = U I V „ai

IV a, ax
IV) = . . . = - 1 

(Pl* u p1 %n> m) - (au
lv ax a1

lv a11- n i) = . . , k=—1. 

A v"> " ^ ( p ^ V a , * vx
n- m = (p I a 1

I v a/a 3
V I ) 1 , 

l V ° . I Ö = 1 (p I a l
w a a

T . a 8 n) 

négyoldalak épen úgy, mint a 0vn» n i , sn< m négyoldalak, az y"> m 

négyszögbe vannak írva, és a 1v1I> m , y"> m négyszögeknek közös 
átlósháromszögük a D"> m . 

Ama négyoldalaknak az yn> m négyszög oldalain fekvő szög­
pontjai PASCAL-. SALMON-, 01G, és G12 pontok. 

HasoRlókép lehet a 8. ábrához is correlatiós ábrát (11. ábra) 
találni. A 

„ ( V ' A ^ A , " ) = „ ( c ^ c / ' c , " ) , 0(A1"IA2
I1IA8"1) = o ^ " 1 b 2

m b3
M) 

perspectivás háromszögek megtelelő szögpontjai az a1 a2 a3 egyéne" 
seken, a megfefelő oldalak metszőpontjai a jp1 egyenesen íeküsznek. 

Az 0 | Ai11 Aj m | , 0| Aj11 A;111 j egyenespárok egymást a Du> n i = 
D ia D34 D66 háromszög szögpontjaiban metszik, mely háromszög a 
fentebbiekkel a jp1 collineatio-tengelyre és a p-egyenesen fekvő 0 P i n , 0 P n 

collineatio-középpontokra perspectivás. 
A négy háromszögpár, a melyekre a 

„[Pn Ax" A2" A3"], 0 [Pm Kni A2
IJI A3111] 

négyszögek oszthatók, a ÍY?> III = ,[p Ia1
I va2

va3
y r] négyoldal oldalaira, 

mint collineatio-tengelyre, perspectivás. 
Az y"> I n négyszög a jV11' m négyoldal körül van írva, és 

mindkettőjüknek közös átlósháromszöge D"> m ; végre ez utóbbinak 
szögpontjait a 2n< n i = (p a1 az as) pontból az y"12 y"34 y"36 suga­
rakkal projiciáljuk. 

69. A 81. és 32. pontban levő tételekhez a correlatiós tételek 
szintén könnyen megtalálhatók. 

Ugyanis a 
,,II, ni _ r n i „ ív „ v „ VIT Yn> n l - Y . Y Y Y' Y' Y' 

lA — iLP a l a 2 a 3 J> l — x 12 J-34 1i6 1 12 * 34 * 56 
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négyoldalok oldalai a au> m egyenes P Ax A2 A3 pontjain mennek ke­
resztül, és átlósháromszögeik, D"> i n és A11' m , a 2"> I n pontra és a 
0n, ni egyenesre vonatkozólag (45.) perspectivásak. Minthogy ezek 
következtében ama négyoldalak is perspectivásak, kimondhatjuk, hogy 

A tizenöt ±v és Y-négy oldal a hozzájuk rendelt 2-pont­
os a-egyenesre vonatkozólag perspectivás. 

Vagy más szóval: 
A kilenczven 0XG pont azon a kilenezven egyenesen 

fekszik, melyek a 2 pontokat a hozzájuk rendelt Y-négyolda-
lok szögpontjaival összekötik. 

Továbbá a Dn> m DXII< * D1. n Dv> VI DVI> IV DIV> v három­
szögek szögpontjai és oldalai 
n T) Ft — I TTIV A T A YI A v 1 ! TTV A I A IV A V I I I TTVI A * A v A Iv I 
D14 D2B D36 = 0| n i v B ^ 1 B / 1 B3

V |, 0| I T B 2 " B 3
I V B/ 1 1 , „| IT1 B 3 " B / B 2

I V | 
D23 D16 D4B=0| n™ ív11 r ,« i y |, 0IIF i y n l y v r ^ j , 0| I F 1 t3

HI r y r , " i 
D n n ip i A I Y D i i i r n i pn o n p u m i l pm f ív A I I D i | 

" 3 4 " 2 5 " 1 6 = o| ' " 2 B 2 ( J 2 |, 0j P Í>2 VJ 2 A 2 |, O, " '^2 -"2 D 2 | 

n n n — i P 1 A VI P, m r n i i P m p VI r T A I n i I P m r vI A n P, Ji 

A három első és a három utolsó háromszög a 

% = o I n w nv nv i |, P = 0 ] P 1 P H PU I I 
collineatio-tengelyre és a 

p i pn pin rnv rrv TTvi 
o*. o i o1- ) o1-1- o1"1- oAA 

collineatio-középpontokra perspectivás. 
De ama háromszögek átlósháromszögei a 

lV"> ™ = Jp 1
 ai

1Y a2
v a/1] •> tf. ^ = ,[«* < $* r,1"] 1 

ÍV1", ^ . [ p ^ b ^ b y b y 1 ] } xv". ' ^ . K a ^ ^ T , " ' ] J 
i Y i , n = i [ p i n C i i v C 2 v C 3 Y 1 ] I ^rv, T. = i [ 7 c y i t t 8 i p . ü r 8 n i ] j 

négyoldalaknak, melyeknek oldalai a TE, illetve p-egyenesen fekvő 
P Al1Y

 XW AV\ n iP 1
 x P n iP111 

pontokon mennek keresztül. Ennélfogva ama négyoldalak közül az első 
és az utolsó három a it és p tengelyekre és a 0PT

 0P i r
 0 l J i n és 0HIV 

QIIV pIF1 pontokra vonatkozólag perspectivás, 
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Tekintettel a 47. pontra, mondhatjuk: A tizenöt 1v-négyol-
dalból, D-háromszögböl és y-négyszögből húszszor lehet három olyant 
kiválasztani, mely a húsz CAYLEY-egyenesre, mint coUineatio-tengelyre 
vonatkozólag perspectivás; a hatvan collineatio-középpont a hatvan 
0V pont. Három-három collineatio-középpont, mely egy CAYLEY-
egyenesen nyugvó perspectivás alakzathoz tartozik, a CAYLEY-
egyenes ellenegyenesén fekszik. 

15. A v t Veronese-egyenesekről és Vt Veronese-
pontokról. 

70. Tudjuk az előbbiekből, hogy a hatvan vx egyenes egymást 
párosával a kilenczven G12 pontban metszi, úgy hogy minden vx 
egyenesen három G12 pont fekszik. 

E kilenczven tí12 pont azonban hármasával még más hatvan 
egyenesen is fekszik. 

Ugyanis az 

[A-* A2" A3
II)1 = « c," c^\, (A™ A,111 A™), = &* b2

ra b,"1), 

háromszögek, melyeknek megfelelő szögpontjai az egymást a 2n> m 

pontban metsző ax a2 a3 egyenesen feküsznek, perspectivásak ; ennél­
fogva megfelelő oldalainak metszőpontjai 

(A11 V11), = (14, 2 3\ , (c2» b,1"), = (1 6, 2 5\, (c3» b,m); = (3 6 , 4 5), 

egy p2
x egyenesen feküsznek, mely a p^ egyenestől különbözik, 

minthogy a p1 egyenesen fekvő 

(p1 a^ ) , = (1 4, 2 áyu (p* a/X = (1 6, 2 h)\, (p1 a£) , = (3 6 , 4 5)', 

pontok, melyek amazokkal együtt az y'56 y'S4 y'12 egyeneseken feküsz­
nek, ugyancsak "ama pontokat a Sv- TI ponttól és az (14, 2 3), 
(16, 2 5), (3 6, 4 5) pontoktól harmonicusan választják el. 

A hatvan vt egyenesből hatvan ily perspectivás háromszögpárt 
és így hatvan ily p2

J collineatio-tengelyt, melyet általában v2 egye­
nesnek nevezünk, lehet kiválasztani. 

Ha ama perspectivás háromszögek közül az 

(A,111 A,™ Pmx i (b,™ T™7™\, (A,11 A 3 " p").=(&n p2" r ^ \ 
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háromszögeket vesszük tekintetbe, melyeknek megfelelő oldalai egy­
mást az a l2

lv egyenes 

( V " c1
n)I = (14, 3 2)„ (Ts™ f32«), = (1 5, 2 B)'1; (y3'» Í33")x = (3 5, 4 6)', 

pontjaiban metszik, azt látjuk, hogy az a l a
iv egyenes különbözik az 

a ^ - t ő l , a melyen az 

( a / V W . 1 4 , 3 2)'1)(a í
Iva3

VI), = (15, 2 6),, 0V v a . / ) . = ( 3 5, 4 6), 
pontok feküsznek. 

A G12 = (14, 32), ponton keresztül mennek a b-,,111^,11 a ^ p a 1 

egyenesek és a G'J2 = (14, 3 2)\ ponton a b ^ c ^ a ^ " ^ ! 1 egye­
nesek, és hasonlókép az y-egyeneseken fekvő mindenik Gia, G'12 pont­
páron két-két vL és v2 egyenes megy keresztül, Ennélfogva: 

»Minden y-egyenesen egy G12, G'12 pontpár fekszik, melyeken 
két-két w1 és két-két v2 egyenes megy keresztül. Ezek az egyenesek 
a~okhoz a PAscAL-egyenesekhez vannak rendelve, melyek egymást 
a felvett y-egyenesen fekvő PASCAL-pontban metszik«. 

»A hatvan v2 egyenes egymást hármasával a húsz STEINER-
pontban metszi, még pedig azokban a STEINER pontokban, a me­
lyekben a hozzájuk rendelt PAscAL-egyenesek metszik egymást*. 

Ugyanis az 

(A,»A2"A3
Ü), = ( C l » c a " c A , (A,"1 A™A™\ = (KnV11b3»% 

(Bx
m IV" B™\ = (a,111 a,111 a3"% ((V1 C*n G Á = (a,11 a2" a,11), 

háromszögek közül 

az 1-ső persp. a 2-dikkal a Sn> m és a pa
L; 

a 2-ik » a 3-dikkal a P,í? és a p , n i ; 
a 3-ik » a 4-dikkel a P, és a an> m; 
a 4-ik » az 1-sővel a Pj11 és a p x " 

középpontra és tengelyre vonatkozólag. E középpontok a p-egyenesen 
feküdvén, a p2

x egyenes a P-ponton megy keresztül. 
Miután a p ^ p ^ w p 1 egyenesek az (1 4, 3 2)„ (14 ,3 2)',, 2V>. VI, 

(1 4, 3 2) harmonicus pontokat a P-pontból vetítik, 

(p^p^Ttp1) = (pj'p^rcp1) = — 1 . 

71. Akkép, mint a hogy a hatvan vx egyenes egymást hármasával 
a húsz STEiNER-ponton kivűl még hatvan Vt pontban metszi, a, hatvan 
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v2 egyenes is a húsz SrEiNER-ponton kivűl még hatvan V2 pontban 
fogja egymást metszeni, melyeket a hatvan Yx pontokhoz rendelünk. Az 

(A™ A2
V A./% (1 2, 8 4), (5 6, 1 2\ (3 4, 5 6 \ = 

« « / ) , ( ^ a ó , « « 2
I V ) „ A1A2A3 

háromszögek, minthogy oldalaik egymást az | Ye0 YS4 Y12 | egyenes 
Y561Y34, Y,a pontjaiban metszik, perspectivásak, s így collineatio-kö-
zéppontjaik a p-egyenesen feküsznek. melyet már az 

A ^ A ^ A / 1 , (12, 3 4) (5 6, 12) (3 4, 5 6), A, A2 A3 

perspectivás háromszögek meghatároznak. (Jegyzetben a 181. lapon.) 
Ennélfogva az 

A, (1 2, 3 4), = a
J

l 2 A3 (5 6, 1 2) = a1,, A3 3 4, 5 6), = aSa 

sugarak egymást a p-egyenes P^1 pontjában metszik. 
Hasonló úton kimulatható, hogy a P i 1 1 ^ " ^ 1 1 és j^"y2

níy3
ÍU 

pASCAL-egyenesekhez rendelt p i 2
n $i3

u p33
n és Tij™ Ta-j™ Tss"1 egye­

nesek egymást a p-egyenesen fekvő P2
H, illetve P 2

m pontokban met­
szik. E szerint kimondhatjuk, hogy 

»A hatvan v2 egyenes egymást hármasával hatvan V2 pont­
ban metszi, melyek hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen feküsznek. 
Minden V2 pontból három v3 egyenes sugárzik ki, és minden v3 

egyenes három V2 pontot, tartalmaz«. 
Ebből folytatólag következik, hogy egy ÜESARGUES-configuratiót 

képező tíz PAScAL-egyeneshez és tíz KiRKMAN-ponthoz rendelt tíz v2 

egyenes és tíz V2 pont szintén egy (103. 103) DESARGUEs-configu-
ratiót képez, azaz: 

»A hatvan V2 pont és v3 egyenes, melyek maguk egy [Vv]a 

configuratiót képeznek, hat DESARGUES-configuratióra oszlik«. 
Minthogv az oc^1 a^1 •a1 a^ harmonicus egyenesek a P^ , ¥^, 

£a, III^ pi p0 n tokat az At pontból projiciálják, 

(fY IV Sn< m F ) = — 1, 

s mert a ( P ^ P./ Sü> m P1), (A,,™ A | 3
IV Sn- m A,1V) négyesek 

harmonicusak, a | P1 A ^ | , egyenes az Y'56 = (PI A ^ , P / A l t
IV) 

ponton megy keresztül. 
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A P1 AX
IV egyenesen rajta íeküsznek még a B , / ' ' ^ , 1 1 pontok is; 

a | V1 A^ | t egyenesen pedig a IV" C/1 pontok, továbbá a bj,Ci 
egyeneseken a 

B n
n I Bl2 ih 1V Bj"1; C,/1 C1;!

n ff 1V d " 
harmonicus pontok ; ennélfogva a | B/1 1 Ci11 | ,3 egyenes a 

IV Ái** Í V " C,n, P> AX
1V B^111 Gij11 

egyeneseknek Y'50 metszőpontján megy keresztül. De e két egyenes 
I P1 V v | , | BF 1 C F | 3, nem esik egybe. 

Ugyanis egyrészt tudjuk a 63. pontból, hogy a P,1 pont a 
pjn, m p i j vonaldarabon kivül fekszik, tehát a (Pj1 P2

J 2 n . m P ) = - 1 
relatio következtében P2

J a [2n> m PTJ vonaldarabon van, de nem 
esik egybe a „P1 ponttal. így (P1 P^ II P2

X) nem harmonicus négyes. 
(Értéke különben = 4.) 

Másrészt a 
( P P 1

i n P 2
I ) A ( B 1

r a B l l " I B 1 B l 3
m ) 

helyzeti viszonylat miatt 
Y'B6 ( | P A ^ I | F A ^ | f | H A , | [ P A ^ I M 
Y'56 ( B ^ C F | | B ^ Q " |-, | B x r i | | B ^ d " | ,), 

és mert 
IFA^IslIV11^11!,, IFA^I^IB^C/1], IIlAxlllÍiri.1, 

azért a ] V1 A^ j , | P1 AX
1V | , kapcsolt sugárpártól és a I I I A i B ^ I 

kettössugárpártól meghatározott involutióban | P1 AX
IV |a, j Ba

II3; G^113 

szintén kapcsolt sugárpár lesz. De e két sugár nem esik egybe, mert 
(P IPi IIIPg I) nem harmonicus négyes, és így a I^P^ , IIP2* pont­
párok nincsenek harmonicusan elválasztva. 

Ennélfogva: 
»A hatvan V2 pont párosával kilenczven g23 egyenesen fekszik, 

melyek egymást párosával (g23, g'a3) a negyvenöt Y-pontban metszik«. 
'Ugyanegy Y-ponton keresztül menfí g01 g'01 g83 g'23 <* og egye­

nesekre nézve pedig 
£got g'oi <J g23) A (g'oi goi a g'23), 

s mert (g01 g'01 a 0g) = — 1, azért a c és 0g kettős sugarai a g01 g'oí, 
• g28 g'23 sugárpontoktól meghatározott involutiónak. 

72. Vizsgáljuk már most az 

(ax» a2" a A - (CF Q* C,"),, (a,"1 a2
m a,"1), = (B,111 Bs™ B3

m)3 
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perspectivás háromszögeket, melyeknek oldalai a a11' n i egyenes At A2 A3 

pontjain keresztül menő v2 egyenesek, szögpontjai pedig a következő 
g23 egyeneseken | B,™ CV1 | „ | B,"1 C3» | 2l | B,1" C,» | 8 fekvő 
Va pontok. Ez utóbbi g23 egyenesek tehát egymást egy pontban 
metszik. Minthogy azonban ezekén a g23 egyeneseken a kijelölt Va 

pontokon kivül más V2 pontok nincsenek, ama három egyenes 
metszőpontja, P8

3, nem esik egybe a P1 ponttal. 
A hatvan v3 egyenesből hatvan ily perspectivás háromszög ké­

pezhető, melyek a cr-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, perspec-
tivásak, mert minden c-egyenes négy pár perspectivás háromszögnek 
collineatio-tengelye. A hatvan collineatio-középpontot, melyekhez ama 
háromszögek vezetnek, a KiRKMAN-pontokhoz rendeljük és általában 
V3-mal jelöljük; különös megjelölésük ellenben olyan legyen, mint a 
KiRKMAN-pontoké, melyekhez rendelvék, de még 3-mas mutatókkal is 
lássuk el őket. 

A SÍS egyenesek mindegyikén két V3 pont fekszik, melyek az 
analogus g01 egyeneseken fekvő Va pontokhoz rendelvék. Mert a 

(Pn a2" a3")3 = ( £ ? B x " B3»)2, (p m a,"1 a,"1), = (Wu & P r , m ) , 

háromszögek az A l s
lv collineatio-középpontra perspectivásak, mely 

pont a Rjí ponttal együtt a | B^11 ( y 1 | 3 egyenesen fekszik. 
Minthogy az 

(ax» a2" a3")3 (a,™ a2
m a 3 " \ (Wu Wn Wn\ fe11 c2" c3")2 

háromszögek közül az 1-ső és 2-ik a P31, <7n> m ; a 2-ik és 3-ik a 
P^\ P2111; a 3-ik és 4-ik a 2n> m , px

J a 4-ik és 1-ső a P 2
n pontra 

s a p 2
n egyenesre vonatkozólag perspectivás, és azok az egyenesek 

a P-ponton mennek keresztül, ezért ama pontok a p-egyenesen fe-
küsznek. 

Ugyanezt mondhatjuk a P3", P3
IU pontokról, melyek collineatio-

kozéppontjai aiW^W'b^X ( W b , 1 ) , és ( c / c . 1 o,% (c,11 c,11 c3")3 

perspectivás háromszögeknek. 
Ennélfogva: »A halvan V8 pont hármasával a húsz CAYLEV-

egyenesen fekszik<-. 
Minthogy a j P1 Aj l v | 3, | B , m C/1 | 2 egyenesek egybe esnek, 

a | P A™ | 3 = g'23, valamint a | P A / T | = g01, | P A, lv | 1 = g'01) 

I P K1Y I 2 = g23 egyenesek az Y'56 ponton mennek keresztül. Ezek 
az egyenesek a p-t a P1, Pj1, P2

J, P31 pontokban metszik; és a II, 



1 9 6 DR. KLUG LIPÓT 

oP1 pontok kettőspontjai a P1 P1
I, P2

J P,,1 pontpároktól meghatározott 
involutiónak. 

Bűnnek következtében 
(P2* P,1 n 0 P ) = - 1 ; 

és mert a P2
X nincs a [II „P1] vonaldarabon: a P^ pont a [II „P1] 

vonaldarabon, de a [2n> m P1] vonaldarabon kivül fekszik. 
73. A hatvan V3 pont hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen 

kivül még más hatvan v3 egyenesen is fekszik. Ezek a v3 egyenesek 
hármasával a húsz STEiNER-poton mennek keresztül és egy a [Vv]2-vel 
analogus [Vv]3 configuratiót képeznek 

Ugyanis, minthogy a 
_ ív _ I A ív D ív /-' ív I _ v _ I A v n> v p v ! _ vi _ | A v i r> v i p v i I 
1Va - | « i D t \J-L |a , ICj — j A 3 D 2 U 2 ]2J Tt2 — | rt3 I33 U 3 | ( 

egyenesek egymást a II pontban metszik, az 

( A ^ A / A / ^ O V ' I Y " B2"1V" B 3 "r 3 - ) 3 

( C ^ e ^ J ^ W B / A / B 2 " A3
IB3

II)3 

háromszögek perspectivásak, és megfelelő oldalaik metszőpontjai a 
p3

1[ = | Bt" B2" B3
H | , egyenesen feküsznek. 

Minthogy továbbá a 2n> m collineatio-középpontra perspectivás 
háromszögek, . 

(Aa
IY A / A3-), ( V v A / V<)2 & £2 ft, 

közül, az 1-ső és 2-ik az | Y56 YS4 Y,2 | tengelyre; a 3-ik az első 
kettővel a pn, p3", tengelyekre perspectivás, és megfelelő oldalaik 
egymást a p", illetve p3

H egyeneseken fekvő 
3Bi*=(ft, A2l

vA3l^B1"r i"1), B2" = (p2, K j ^ B * ? ^ 
B3

H=(f33,Alt
IVAarB8«r8™) 

Bj,n=(P», Ara-A3 " B ^ T , - ) , B2:)" = ((32, A s /A l 2 -B 2 3 "r 2 3 - ) , 
B8 3

n=(f3s;A1^Aa 3^8 s?r8^1) 
pontokban metszik, a p3" egyenes a P = (pn, Y56 Y34 Y1S) ponton 
megy keresztül. 

74. A hatvan v3 egyenes egymást párosával az y-egyeneseken 
fekvő kilenczven G34 pontban metszi, úgy hogy minden G34 ponton 
két v3 egyenes megy keresztül, s minden v3 egyenesen három G34 
pont fekszik, megfelelőleg a vx egyeneseknek és a G12 pontoknak. 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. 197 

A z a l 3 = A 1 A 2 3
v B S 3

v r 3 / , < V = A2 Al3
IV B3s

IV i y v v3-egyenesek egy­
mást az ( V a2

IV)3 = (34, 5 6), G34-ponthan,és a TC3
VI = I I A 3 3

V I B 3 3
V I C3„VI 

aS3
I = A3P3

IB3 3
IC8 s

1 v3-egyenesek egymást a (TTVI a3
x i3 =s (3 4, 5 6)', 

G'84-pontban metszik, mely pontok az y"í2 egyenesen feküsznek, mert 
Y12, y"12 és Y'12, y"12 átlóspontja és átlója az At A2 Al3

IV A2„v, 
IIA3 P31 ASs

VI négyszögeknek. 
Ugyanigy, ha 

„ VI _ A A VT „ V _ A A V „ IV _ A A I V a Vt _ A A IV 

i r I V —TTA I V T T V — T T A v ÍT l — A P 1 a * — A.P.1 

akkor a 
K V I «3V)« = (1 2, 3 4)3, (uIV ^ = (1 2, 3 4)'s, 
(«3

IV «!VI)3-(5 6, 12)3, (TTV a á %=(5 6, 12Y„ 
pontok G34 pontok ; és a 
(7LVI a,1), = (3 4, 5 6/„, (#* ^ ) 3 = (1 4, 2 5)'3, (7tVI

 Y 3
r a) 3 = ( 1 6, 3 2)'3 

a TT:3VI egyenesen fekvő GS4 pontok. 
Minthogy 

( A / A 2 / A23
v A 2 / ) A (A3

VI A3,TI A , / 1 V ' 1 ) , 
azért e négyeseket (melyeknek értéke különben = 1:16) az A1 : II 
pontokból projiciáló sugarakra is 

valamint ezeknek metszőpontjaira y"I2-vel 
((3 4, 5 6) (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6)3) 7\ 
((3 4, 5 6) (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)'3); 

vagy általánosan 
(G G12 G'13 G34) 7\ (G G'12 G12 G'8i). 

Ha pedig azt is tekintetbe vesszük, hogy (G12 G ' ) 2 £G) = — 1 , 
következik, hogy a 2, G-pontok kettőspontjai a Gj2 G'12, G,4 G'84 

pontpároktól meghatározott involutiónak, és így (G34 G'34 2 G) = — 1. 
»A negyvenöt Y-pont mind­

egyikén négy 134 egyenes megy 
keresztül, melyeken a kilenczven 
G34 pont közfii kettő-kettő van; 
az 134 egyenesek száma 180; 
minden G34 ponton keresztül 
megy négy«. 

»A negyvetöt y-egyenes mind­
egyikén a kilenczven g23 egyenes 
közül négy pár metszi egymást; 
ez L28 metszőpontok száma 180; 
minden g23 egyenesen négy ily 
pont van«. 
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Mindkét tétel hasonló úton bizonyítható be, mint az 57. pont­
ban foglalt tételek, csak az »,« mutató cserélendő föl »3«-mal. 

75. A kilenczven G34 pont hármasával a hatvan v3 egyene­
sen kivül még hatvan v4 egyenesen is fekszik, melyeket ezekhez és 
a PASCAL-, valamint vx, v2 egyenesekhez rendelhetünk. 

Ugyanis a 2n> m pontra vonatkozólag perspectivás három­
szögek 

(A,11 A2" A,11)., = (ct" c2" cs")„ (A,"1 A,"1 As
in)a = (btf b s

n i b3
III)3 

oldalai egymást a 

(c^kn^m 23),, (c2"b2"') = (16, 25)3, (c3"bt
nt) = (jl6, 4 5)3 

pontokban metszik; ezek egy p / egyenesen feküsznek, mely a p3
r 

egyenestől különbözik, mert p3
T-en a 

(p1 a^\ = (1 4, 2 3)'3, (p1 a./)3 = (1 6, 2 B)'a, (p* a3
VI)3 = (3 6, 4 5)'„ 

pontok feküsznek. 
A kilenczven G34 pont mindegyikén két v8 és két v4 egyenes 

megy keresztül, mert az 

(A," A8» P")3 = « %u 1V% (A,111 A,"1 Pm), = ( b ^ r ^ 1 y,"1) 

perspectivás háromszögek collineatio-tengelye au
IV, a p4

x egyenessel 
együtt a (cin b,™}, == (f"4, 2 3), ponton megy keresztül, holott a 

((V A,1 A,1), = (p1 b,1 b2
J) \ (B/ A,1 A*% = (p1 c,1 c,1), } 

(C1
IVA2

lvA3
IV)s = (a1

Iv
r2

IV
T3IV)3 ( ( ^ A ^ A ^ M ^ ^ m , j 

perspectivás háromszögpároknak megfelelő oldalai egymást a b l4
ni, 

cl4
n egyeneseken fekvő 

(p?iji^-%(l4j 2 3)'3, ( ^ ' Y . ^ M 2 5)'3, ^ ^ = (63, Í5)'8 
( p 1 8 ^ ( 1 4 , 23)'B, ( ^ ^ ^ ' ( i S ; 3 5)3, ( ^ [ ^ = (2 6, 4 5), 

pontokban metszik, úgy, hogy 

(cl3
IIbl3

IIIP,Ial4
IV) = ( l4 , 23)3, ( c u

n b l 4
m p. Ia l s^) = (l 4, 23)'3. 

Hasonló úton, mint a v2 egyenesekre nézve, itt is kimutatható, 
hogy a hatvan v4 egyenes hármasával a húsz STEiNER-ponton megy 
keresztül. 
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Minthogy a Ps1 p4
x K p1 egyenesek az (1 4, 2 3)3, (1 4, 2 3 / s 

2V' VI (14, 2 3) harmonicus pontokat a P-pontból projiciálják: 
(p3

Ip4
IupI) = — 1 . 
A hatvan v4 egyenes egymást hármasával a hatvan V4 pont­

ban és a húsz CAYLEY-pontban metszi; és épen úgy, mint a hatvan 
vi> v2i v3 egyenes, hat DESARGUES-configuratióra oszlanak. 

Ugyanis az 

( A / V A / V 1 ) , , (12, 3 4)a (56, 12)„ (34, 5 6)8 = 
(a2

VI«^)a (a3
IV <").., (<a 2

I V ) s , A, A2 A3 

háromszögek, mert oldalaik az | Y66 Y34 Y12 | egyenes Y56, Y34, Y12 
pontjain mennek keresztül, perspectivásak; a collineatio-középpontok 
a p-egyenesen feküsznek. Ebből pedig az következik, hogy az 

A, (1 2, 3 4)8 = < , A2 (5 6, 1 2)3 = a2i\ A3 (3 4, 5 Q), = « . / 

egyenesek egymást egy P4
T pontban, és, hasonló úton kimutathatólag, a 

B t (3 (5, 5 2)3 = §14
Ű; B2 (1 4, 3 6)3 = fe4* B3 (5 2, 14)3 = f334" 

r , (b 4, 1 6)3 == Yi4ra! r2 (3 2, 5 6)s = y , « , T3 (1 6, 3 2)3 = T34
m 

egyenesek egymást egy P4
XI, P4

m pontban metszik, mely utóbbiak 
a P4

X ponttal együtt a p-egyenesen feküsznek. 
Minthogy (ixlí

1oíji
1a.1a1

I) =—1, azért a sugarak metszőpontjaira 
nézve p-vel (P,1 P4

X 2n> IU P ) = - l ; és hasonló oknál fogva 
(Al3

IV Al4
lv 2n> m A^) = (Hl3

ni B l4
ni 2*. IV B™) = 

(<V: CU
H & F G ^ = - 1 Í . 

De a 
I p l A IV | — „ I p i A IV I _ rp I T3 II I p II I _ „ ' I ÍJ I I I p II I — „ ' 

egyenesek az Y B8 pontban metszik egymást, s így a 

I F A ^ L ^ g . 5 !B 1
I »C 1 " | 4 = g'« 

egyenesek is keresztül mennek az Y'66 ponton. 
A két utóbbi g46, g'46 egyenes azonban nem esik egybe. 
Tudjuk ugyanis, hogy a P3

X pont a [2n> m P1] vonaldarabon kivűl 
fekszik; tehát a (P3

T P4* 2IX> m Px) =—1 relatio következtében, P4
T a 

[2F< n i p1] vonaldarabon fekszik és a 0PT ponttal nem esik egybe. 
Ennélfogva (Pa

x P^ IIP4
X) nem harmonicus négyes. (Értéke == 56.) A 
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(P^Ps1 n P / ) A ( B I s
i n B , / " B, Bl4

m) 

helyzeti viszonylat következtében 

Í U I P V ' L I P A ^ L IÜAJ I F A ^ I J A 
*W ( I B , " 1 ^ " | , | IV" C," | , | B, T, | | B ^ C , " | 4), 

s mert 
] P1 A/ v |, m | B,1" C,"1|„ | P A,1- | é | B,"1 C," |8, | II A, | m | Bx T: |, 

a | P ' A ^ | „ | P 1 ^ [ 8, kapcsolL sugárpár, valamint, a | I I A ^ I M 
kettős sugárból meghatározott involutióban, a | P ' A ^ | 4, | B,IIIC1

II|4 
is kapcsolt sugárpár lesz. Ez utóbbiak azonban nem egyesülhetnek, 
mert (P8

J P8
XIIP4

T) nem harmonicus négyes, azaz a íYPa1 pontpár 
a I IP / pontpárló! nincsen harmonicusan elválasztva. 

Ennélfogva mondhatjuk : A halvan V4 pont párosával kilenczven 
g46 egyenesen fekszik, melyek viszont párosával (g4B, g'46) az Y-pon-
tokon mennek keresztül. 

ugyanazon az Y-ponton keresztül menő g01 g'01, g23 g'21, g4B s'u 
egyenesek involutiót képeznek, melynek kettős sugarai ff, 0g-

76. Az AJAJAJ , PA2A3 pontokon keresztül menő v4 egyene­
sek következő perspectivás háromszögpároknak oldalai 

(ai a2 a3I')i = (C'i11 Ci2 C3 j 4 , (&i a2 a3 )4 = iBj B2 B3 )4; 
ÍPn B,n a,"), = fii B2" B3»)4, (pm a2

m a,"1), = (B4
in £ * iy»)4; 

ezeknek megfelelő szögpontjai a 

I ( V ' B / 1 1 ! , | C 2 " B / " | 4 I C ^ B j " , ; ; 
I C ^ B , " 1 ] , | B 2 " r 2

m | 4 I B3".r3"T 14 

g4B egyeneseken feküsznek, melyek egymást a P5
X, illetve Aj.IV pon­

tokban metszik. Ez utóbbi pontok azonban különböznek a | IV, Ai4IV | 
pontoktól, melyek nem feküsznek a | B, m C,XI | 4 egyenesen. 

A hatvan v4 egyenes hatvan perspectivás háromszögpárt nyújt; 
a hozzájuk tartozó halvan V6 collineatio-középpont párosával a 
kilenczven g46 egyenesen fekszik. 

Tekintettel arra, hogy az egymásra következő (a/1 a2
n a3"j4, 

(a^a^a , 1 1 1 ) , , (biíSbé^VT),, ( c ^ c ^ c 1 1 1 ) , háromszögpárok a 
PB

X, P4
ra, !,"• m, P4

H collineatio-középpontokra és a cr11* m , p4
m, 

Pa1? P*11 collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásák és ez 
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utóbbi egyenesek a P-ponton mennek keresztül, következik, hogy a 
IV pont a p=2n> m PiU P4

in CAYLEY-egyenesen fekszik. 
Minden CAYLEY-egyenesen három V5 pont van; így pl. a p 

CAYLEY-egyenesen a P,1, P5", P5
m, mely utóbbiak a (b^Hb^V1 1), , 

(W W W)i! (C11 c2
x Cg1),, (V1 c2" c3")4 perspectivás háromszögpárok­

nak collineaüo-középpontjai. 
Minthogy 
(2"> ™ P,1 P,1 . . P,1) 7\ ÍW> n i AX,IV AU

1V . . A15
IV) 

a | F A ^ | , | F A,IV | á | F AX
IV | f . . | F A,IV | 5 

egyenesek az Y5G ponton mennek keresztül. 
A p CAYLEY-egyenes a 

I Wn ct" j „ | iv» cx" | a> | B,"1 c," 14, 1 n A, B, rx 1 
egyeneseket a P3

IP2
IPB

III pontokban metszvén, 

OV i v n p,1) A (IV iV n P5
T), 

s így a Pg1 pont ebből, vagy pedig a (P4
J IV H o?1)^—1 relatió-

ból is szerkeszthető. 
A hatvan V5 pont hármasával hatvan v5 egyenesen fekszik, 

melyek viszont hármasával a húsz SxEiNER-ponton mennek keresztül. 
E hatvan v5 egyenes egymást párosával a negyvenöt y-egyenesen 
fekvő negyvenöt GB6, G'68 pontpárban metszi, úgy, hogy e pontokból 
minden v5 egyenesen három van. így az 

« i / = | A, A2 / B s7 r s J | , elíi* - | A2 AÍ;
IV B33

lv Ttf | ; 
V 1 = | n É,p B ^ C35- | , ^ = | A, P8i B ^ ( t f | 

v6 egyenespárok egymást az 1"12 egyenesen fekvő 

( a j *-2F}6 L (3 4, 5 6)5; (TI" a3 *)5 = (3 4, 5 6)', 

(Gfse '''só) pontpárokban metszik; az Y"12 Y"36 Y"B4 egyeneseken 
fekvő 

( ^ a A = (34, 5 6)',, ( ^ ^ ) 4 = < 1 ^ 2 5)',, ( ^ ^ = (16, 3 2)'3 

pontokat pedig a TI6
VI egyenes tartalmazza. A 

(A2 / A2 / A2J A27) fi (A33
VI A33

VI A,/1 A,*fc 

projectiós négyeseket az Aj, illetve ü-pontból projiciáló 
Orv.-term.-tud. Értesítő. 1897. 1 4 
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K 3
V «1 3

V « l 4
v <*i5

v) A (*2
VI 7,3VI % V I TtB

VI) 

sugarak metszései az Y"12 egyenessel 

((3 4, 6 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 56)4) 7\ 
((3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)',), 

és általánosan 
(G'ia G34 G'34 GB4) 7\ (G12 G'34 Gg4 G'B6). 

Ez utóbbi helyzeti viszonylatból pedig az következik, hogy a 
Cíia G'ia, G34G'34, G66G'B6 pontpárok involutiót képeznek, s mert a 
2, G-pontok az első két pontpártól meghatározott involutiónak ket­
tőspontjai, azért (G66 G'B6 2 G) = — 1 . 

A kilenczven GB0 pontról végre megjegyezzük még, hogy 
párosával a negyvenöt Y-ponttal együtt 180 l5li egyenesen feküsz-
nek, úgy, hogy minden GB6 ponton négy 156 egyenes megy keresztül. 
Ugyanígy a negyvenöt y-egyenes mindegyikén a kilenczven g45 egye­
nes közül négy pár metszi egymást 180 L45 pontban, úgy, hogy 
minden g45 egyenesen négy L4B pont van. 

77. A kilenczven G66 pont még hármasával hatvan v0 egye­
nesen fekszik, úgy, hogy minden GB0 ponton két vB és v0 egyenes 
megy keresztül. E v6 egyenesek egymást hármasával a húsz STEINER-
pontban és más hatvan V„ pontban metszik, mely utóbbiak szintén 
hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen és párosával kilenczven ge7 

egyenesen, vagy negyvenöt g67 g'67 egyenespáron feküsznek. Ezek az 
egyenespárok a negyvenöt G-ponton mennek keresztül és kapcsolt 
sugarai a g0| g'0I, g38 g'23, gBC g'B6 sugárpároktól képezett involutiónak. 

Minthogy a p6
IPeIn;pI sugarak P-ből az (14, 2 3)., (1 % 23)'5, 

2V> VI, (14, 2 3) harmonicus pontokat projiciálják, (pB
: p,.,1 TI px) = — 1 . 

Ha P6* az előbbi Pi1 pontokhoz rendelt V6 pont, akkor P,.,1 a 
(P,1 P6* £"> m P1) = — 1 relatióból is meg van határozva és a 
[Sn, l h p1] vonaldarabon fekszik, mert IV a [II 0P

X] vonaldarabon van. 
A halvan vc egyenes hatvan perspectivás háromszögpárnak 

oldala, valamint a hatvan V6 pont azoknak szögpontja ; a hatvan V7 

collineatio-középpont párosával kilenczven g67 egyenesen, vagy, a mi 
ugyanazt fejezi ki, negyvenöt g57 g'67 egyenespáron fekszik. Ha P,1 

az előbbi P,1 pontokhoz rendelt T7 pont, akkor ez vagy a 

(p4> í v n ív) T\ o v P41 n p,1), 
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vagy a (P6
J P7

T II 0PI) = — 1 viszonylatból szerkeszthető és a [II „P1] 
vonaldarabon fekszik. 

A hatvan V7 pont hatvan v7 egyenest, ezek megint a negy­
venöt g-egyenesen fekvő negyvenöt G73 G'78 pontpárt, melyekre nézve 
(G78 G'7£j 2 G) = — 1 , és hatvan v8 egyenest szolgáltatnak. 

A v8 egyenesek V8 pontokhoz, ezek pedig g89 g'89 egyenespá­
rokhoz vezetnek, melyek a goig'oi, g23g'28> • • • involutiós sornak 
kapcsolt sugarai, és így tovább. 

16. Az iV pontokról és iV egyenesekről. 

78. Hasonló úton, mint a hogy a Vj pontokat és v; egyeneseket 
a Vr pontokból és a v, egyenesekből származtattuk, a jV pontokból 
és jV egyenesekből új jV pontok és iV egyenesek nyerhetők. Ezek új 
QV jv] = i[Vv] configuratiókat fognak adni, melyek a SxEiNER-pon-
tok és CAYi.EY-egyenesek irányában ugyanúgy viselkednek, mint a már 
ismert [Vv]; configuratiók. 

A 63. pontban egy tételre jutottunk, mely szerint a hatvan XV 
pont párosával kilenczven 12g egyenesben fekszik, úgy, hogy mind­
egyik tV pontból három J2g egyenes sugárzik ki. 

E kilenczven 13g egyenes egymást hármasával még más hatvan 
2V pontban metszi, melyek szintén párosával feküsznek a 12g egye­
neseken. 

Ugyanis az 

&*» a2" a,11) =MCjf C," C*) { ,(p" a2" a3») = ,(G^ B2" BS?.U 
,(a1

I"a2
IIIa8

III) = 1(B1"IB2"IB3»I){ ,<íP_a,máé
ni)= .(B,"1 r s

r a iy») j 

háromszögpárok oldalai, melyek iag egyenesek, a <J"> Tn egyenesen 
íekvő Aj A9 A3, P A2 A3 pontokon mennek keresztül, s ezért a három 
, í TV" (V1 | , , | r , r a B,11 | , , | T3

m B3" | egyenes egymást egy 
2AX

IV pontban metszi, mely metszőpontok a / P 1 ^ 1 7 pontoktól külön­
böznek, mert a , | B^11 Cx

u| , | P1 A2
IV | egyenespár a „ | P1 A™ B^11 d111 

| II Aj B1 TX I egyenespárt harmonicusan választja el. 
A hatvan f-v egyenesből hatvan oly perspectivás háromszögpár 

alakítható, mint az előbbiek, és így hatvan aV collineatio-közép-
pontot nyerünk, melyekben az 12g egyenesek egymást hármasával 

14* 
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metszik, úgy, hogy minden xig egyenesen két , 7 ás ^V pont 
fekszik. 

Minthogy a 

fa* fej? a3») A ££? C2" C3"), fa* a,"1 a,"1) = .(B^1 B a
m B3

m), 
. f a " b2™ W") = ,(AiM A2

m A3"1), .(Cx11 c2" c,n) = 1(A1" A2" A8°) 

háromszögek közül 

az 1-ső a 2-dikkal d°. m , 2PX; a 2-dik a 3-dikkal y$?*, iP111; 
a 3-dik a 4-dikkel 0p in, 2n> m ; a 4-dik az 1-sővel ltJn, jP" 

collineaüo-tengelyre, illetőleg középpontra perspectivás és a tengelyek 
a P-ponton mennek keresztül; a 2PX pont a p-egyenesen fekszik. 
Minthogy továbbá a 

„ _ I p i A ív n in p H 1 „ ' _ I T> in p 11 p i A ív 1 
12S — I l r 1A1 2D1 2^1 I ) 12S — I 1D1 ÍVJ 2 r 2" ) | 

egyenesek a | n A1 Bx I \ \ , 0 | P1 At
1Y Bt

ul Cg | egyeneseket 
harmonicusan választják el, dP1 2P1 ü 0PJ) = — 1 . 

A hatvan V2 pont hármasával hatvan 2v egyenesen fekszik, 
melyek szintén hármasával a húsz S'TEWER-poriton mennek keresztül. 

Ugyanis az 
. (Ai^A/ A,TI) = ,(B1

nr1
i n B s

n r a
n i B (

n i y n ) , 
,(&* C / C3

VI) = , ( 1 ^ B>" V B 2" A8? B8") 
háromszögek, mert a 

_tv _ l A ív p i v p ív i v _ 1 A v r> v p v I - v i _ I A vi R vi p vi 1 

egyenesek a ü-ponton mennek keresztül, perspectivásak; ezért a 
megfelelő oldalak metszőpontjai a 2pn = a | B x

u B2" B3" | egyenesen 
feküsznek. 

Minthogy továbbá a 2n> UI középpontra perspectivás 

0 ( A ^ A / V ) , , ( $ # A2
V A3

VI), p! pa pa 

háromszögek közül az 1-ső a 2-dikkal, a 3-dik az 1-sővel és a 2-dikkal 
az | Y56 YS4 Y12 |, „p11 = 0 | Bx

n B2" Bs» | , 2p« = , | B^1 B,n ' B3
n | 

collineaüo-tengelyre vonatkozólag perspectivás: a 2pK egyenes a 
P = ( | Y66 Y34 Y12 | , 0p" ponton megy keresztül. 

>A hatvan va egyenes egymást párosával az y-egyeneseken 
fekvő kilenczven 23G, 23G' pontban metszi, melyek minden y-egye-
nesen a 2- és G-pontokat harmonicusan választják el. E kilenczven 
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23G, 23G' pont párosával az Y-pontokkal együtt 180 231 egyenesen 
íekszik, úgy, hogy minden Y-ponton és minden 23G ponton négy 231 
egyenes megy keresztül*. 

Ugyanis az Y12, y"i2 és Y'12, y"12 átlóspontja és átlója az 

A A A ív A v TT A P 1 A V I 
1 **-2 2^1 2 t t 2 ÍL **S 2 r 2 r t 3 

négyszögeknek, tehát 

az A, B A ^ í = ^ i i A3 2A1
IV = 2a2

IV egyenesek egymást a 
, « . «2

IV) = 2(3 4, 5 6) = 23G pontban; 
a II 2 A 3

V I = 2TIVI, A3 2P I = 2a3
I egyenesek egymást a 

2(TÍTI <xJ*j=i(3'% 5 6)' = 23G' pontban 

metszik, melyek az y"12 egyenesen feküsznek. 
Továbbá az 

(A2
V

 0A2
V

 tA2
v
 2A2 ) 7\ (A3 0A3 XA3 2AS ) % 

négyeseket az Aj, ü-pontokból projiciáló 

« „ a / x < 2 < ) A (*VI o*VI j * V I
 2rcVI) 

sugarak metszőpontjai yr'12-vel 

(ti ojti ojti' 23G) A (G ojti' oiti 23G'); 
s mert (01G 01G' 21 G) = — 1, azért (23G 23G' S G) = — 1. 

Végre a tétel utolsó része hasonló úton bizonyítható be, mint 
a 65. pontban levő tétel, csak fel kell az elől álló »0« mutatókat 
V'-ve' cserélni. 

»A kilenczven 28G pont hármasával még más hatvan 3v egye­
nesen is fekszik, úgy, hogy mindegyik 23G ponton két 2v és két 3v 
egyenes megy keresztül. E 3v egyenesek hármasával keresztül men­
nek a STEiNER-pontokon«. 

Így pl. a 2ati?=a(aiv% lv)=9{34', 5 6) ponton még a s i t 7 1 , ^ 1 ; 
a 23G' = 2(-n;VI a3

1) = ,(3 4, 5 6)' ponton még a ^a^, 3<x2
IV egyenesek is ke­

resztül mennek és, mert (23G 2iG' 2 G) =—1,azért (2«ivs a iV a i a iv) = — 1 , 
és hasonlókép (2pI

3pI7i;pI) = ^ l . 
»A hatvan 3v egyenes egymást hármasával hatvan 3V pontban 

metszi, melyek hármasával a CAYLEY-egyeneseken feküsznek. E 3V pon­
tok párosával kilenczven 3ág, 34g' egyenesen feküsznek, melyek párosá­
val az Y-pontokon és hármasával a 3V pontokon mennek keresztül; az 
egyes Y-pontokban a % 0g egyeneseket pedig harmonicusan választják el. 
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A hatvan 3v egyenes és azoknak hatvan SV metszőpontja oly 
3[Vv] configuratiót képez, mint a 2[Vv]«. 

A (2a!V
 sxl aj oc1

v) = —1 egyenletből következik,mertsPI = (psa1
v), 

hogy ( 8 P s P S V « p ) = _ i . 
A kilenczven 34g, S4g' egyenes egymást hármasával még hatvan 

4V pontban is metszi, úgy, hogy minden 34g egyenesen két 3V és két 
jV pont fekszik. Ezek az új 4V metszőpontok hármasával más rend­
ben még a húsz CAYLEY-egyenesen is feküsznek. Így 

„ _ I A V A IV I _ I TJV I A * I a'— I TTVI A 1 I = I A v A 1 V I 
345 — 3 I A l -W-2 | = 4 1 X1 -"-3 I 1 34S - S I u -"-3 I = 4 I A l A 2 

s mert (34g 34g' a 0g) = — 1, azért (gA^ ^A^ Ax „A^) is = — 1, s 
hasonlókép (gP1

4P* II0PX) = — 1. 
A hatvan 4V pont hármasával hatvan 4v egyenesen fekszik, me­

lyek ugyancsak hármasával a STEiNER-pontokon mennek keresztül. A 
hatvan 4v egyenes a 3[Vv]-vel analogus 4[Vv] configuratiót képez. 

A P STEiNER-ponton keresztül menő ^ egyenesre áll, hogy 
(gp1

 4p* a"- '** op1) = — 1, stb. 

17. Altalános tételek a Pascal-hatszöggel kapcso­
latos configuratiókról. 

79. Eddigi fejtegetéseink eredményét a következő tételbe foglal­
hatjuk össze: 

Ha a PAscAL-hatszög képezte configuratióban 
v0 a hatvan PAscAL-egyenes, 
V0 a hatvan KiRKMAN-pont, 
S a húsz STEiNER-pont, 
s a húsz CAYLEY-egyenes, 
CT a tizenöt STEiNER-egyenes, 
2 a tizenöt SALMON-pont 

egyikét jelenti, akkor minden s-egyenesen három V0- és három 2-pont 
bizonyos módon egymáshoz van rendelve, és minden S-ponton három 
v0-egyenes és három a-egyenes megy keresztül, melyek ugyanazon 
módon vannak egymáshoz rendelve. 

(így a p CAYLEY-egyenesen: a P\ 21T> m ; P11, £m> J; P in, 21- " 
KIRKMAN- és SALMON-pontok; a P Si'EiNKR-ponton keresztül menő 
egyenesek közül a p1, a11' m ; p", am< l; pni, a1' n PASCAL- és 
STEiNER-egyenesek vannak egymáshoz rendelve.) 
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Ha a tizenöt s egyenesen a 
hatvan „V, Vl5 V3 . . . V1( . . . ,V, 
2V, 3V . . . iV . . . pontot a követ­
kező egyenletekből (64) 

. ( S o V S V 0 ) = | 

(V0V/S'0V)~-1, ( f ^ V ^ V o ) ^ ' ! 

(vsi v2i+1
:s 0Y)=-1, (v2i+1 v2i+2 % v0)=-i 

( o V ^ S ^ - l 

^+ 1V 2 Í + 2V :S 0V)=-l , ( a i + 2V 2 Í + 3VSV 0)=-l 

meghatározzuk, akkor a V0 Vt, 

v 2 v 3 , . . . ̂ v , 3 v 4 v , . . . 
pontpárok egy involutiós sort ké­
peznek, melynek kettőspontjai S, 
„ V . é s a V ^ V . V , , . . . „ViV, 
2V3V, . . . pontpárok egy másik 
involutiós sort képeznek, melynek 
kettőspontjai 2 , V0. Az a Voo ocV 
pontpár, mely az S 0V, S V0 pont­
párokát harmonicusan elválasztja, 
az első és második invulutiós pont­
sornak kapcc olt pontpárja ; é pont­
párhoz közelednek, a végtelenig 
nagyobbodó i-vel, az első és má­
sodik involutiós sornak V2i V2j+1, 
illetve üi+iV 2i+3V kapcsolt pont­
párjai. 

A hatvan Vj pont mindegyiké­
ben a hatvan v; egyenes közül 
három-három metszi egymást, és 
minden Vj egyenesen, három-há­
rom Vi pont fekszik. A hatvan 

Ha a tizenöt S-ponton keresz­
tül menő hatvan 0v, iV, 2v, . . . 
Vi, • - - iV, 2v, 3v, . . . ív, . . . egye­
nest a következő egyenletekből 

( s 0 v a v 0 ) = | 

(v0 Vj s 0 v ) - - l , (vx v2 a v0)=-l 

(v2i v2i+1 s 0 v)=- l , (v2i+1 v2Í+2 a v0)=-l 

( o V i V O V p ) = - 1 
(tV 2V S 0 V ) = - 1 , 

(2i+t v 2 i+2v s 0v)=-l , (3i+2v 2 i + 3v a v0=-l) 

meghatározzuk, akkor a v0 v l t 

vav3 , . . . &.n%fíj*>rt . . . su­
gárpárok egy involutiós sort ké­
peznek, melynek kettőssugarai 
s, 0v, és a Vj v2, v3 v4, . . . 0v 
íVi, 2v 3v, . . . sugárpárok egy 
másik involutiós sort képeznek, 
melynek kettőssugarai a és v0. Az 
a voo oov sugárpár, mely az s 0v, 
a v0 sugárpárokat harmonicusan 
elválasztja, az első és második 
involutiós sugársornak kapcsolt 
sugárpárja; e sugárpárhoz köze­
lednek, a végtelenig nagyobbodó 
i-vel, az első és második involu­
tiós sornak v2i v2i+1, illetve 2 i+iv 

2i+2v kapcsolt sugárpárjai. 
A hatvan fV egyenes mind­

egyikén a hatvan jV pont közül 
három-három fekszik, és az iV 
pont mindegyikében három-há­
rom jV egyenes metszi egymást, 
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Vi pont és a hatvan Vj egyenes egy 
[Vv]i coníiguratiót képez, mely 
6 ÜESARGUES-configuratióra (lü3, 
103) oszlik. 

A hatvan Vi pont és a hatvan 
\*i egyenes hatvan perspectivás 
háromszögpárnak eollineatio-kö­
zéppontja és tengelye ; e három­
szögpároknak oldalai és szög­
pontjai a [Vv]i configuratiónak 
egyenesei és pontjai. 

Ezenkívül minden v2i egyenes 
collineatio-tengelye és egy S pont 
collineatio-középpontja egy per­
spectivás háromszögpárnak, mely­
nek oldalai és szögpontjai a 
fVv]8i_x configuralióhoz tartoz­
nak ; és minden V ^ j pont col­
lineatio-középpontja és egy a egye­
nes collineatio-tengelye egy per­
spectivás háromszögpárnak, mely­
nek oldalai és szögpontjai a [Vv]2i 
configuratióhoz tartoznak. 

Ha i = o, akkor minden v0 

egyenes collineatio-tengelye és egy 
S pont collineatio-középpontja egy 

perspectivás háromszögpárnak, 
melynek oldalai és szögpontjai a 
[Vv]0 configuratióhoz tartoznak; 
ha pedig i = co, akkor voo és egy bi­
zonyos 2, valamint egy a és Voo col-
lineatiotengelye, illetve középpont­
ja oly perspectivás háromszögpár­
nak, melynek oldalai és szögpontjai 
a cc[Vv] configuratióhoz tartoznak. 

A hatvan V2i és V j , ^ pont 
páronként kilenczven g2j; $£1 

A hatvan fv egyenes és a rajtuk 
íekvő hatvan 4V pont egy i[Vv] 
coníiguratiót képez, mely hat 

ÜESARGUES-configuratióra (103, 
103) oszlik. 

A hatvan ív egyenes és hat­
van iV pont hatvan perspectivás 
háromszögpárnak collineatio-ten­
gelye és középpontja; e három­
szögpároknak oldalai és szög­
pontjai az i[Vv] configuratio egye­
nesei és pontjai. Ezen kivűl min­
den 2iV pont collineatio-közép­
pontja és egy a-egyenes eolli­
neatio tengelye egy perspectivás 
háromszögpárnak, melynek olda­
lai és szögpontjai a2i_1[Vv] con­
figuratióhoz tartoznak; és min­
den 2i-t-iV egyenes collineatio-ten­
gelye és egy 2-pont collineatio-kö­
zéppontja egy perspectivás há­
romszögpárnak, melynek oldalai 
és szögpontjai a ai[Vv] configu­
ratióhoz tartoznak. 

Ha i — 0, akkor minden 0V 
pont collineatio-középpontja és egy 
a-egyenes collineatio-tengelye egy 

perspectivás háromszögpárnak, 
melynek oldalai és szögpontjai a 
0[Vv] configuratióhoz tartoznak; 
ha pedig i = oo, akkor ooVés.egy 
bizonyos a, valamint S és coV 
collineatio-középpontja, illetve ten­
gelye oly perspectivás háromszög­
párnak, melynek oldalai és szög­
pontjai a [Vv]oo configuratióhoz 
tartoznak. 
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egyenesen tekszik, még pedig 
akkép, hogy minden ily egyene­
sen két V„i és két Sísi+i pont van. 
E kilenczven egyenes egymást 
párosával (g2i) 2 i + 1 g'2i, , Í+J) negy­
venöt, hármasával a c-egyenese­
ken fekvő és az i értékétől füg­
getlen Y-pontban metszi. 

A hatvan 2 Í + I V és 2i+2V pont 
páronként kilenczven 2i_^, 2i+2g 
egyenesen fekszik, még pedig 
akkép, hogy minden ily egyene­
sen két 2 Í + I V és két 2i+2V pont 
van. E kilenczven egyenes egy­
mást párosával (2Ml , 2 i+2g, 2 i + í , 
2i+2g') az előbbi negyvenöt Y-
pontban metszi. 

A hatvan 0V pont négyesé­
vel 0g egyenesen fekszik, melyek 
szintén az Y-pontokon mennek 
keresztül és tizenöt D-háromszög-
nek oldalai. 

A hatvan V« és hatvan t»V 
pont hasonlókép kilenczven, pá­
ronként a Y-pontokon keresztül 
menő, (ccgoo, cog'oo) egyenesen 
fekszik, még pedig minden ily 
egyenesen két Voo és két ooV 
pont van. 

Ugyanazon az Y-ponton ke­
resztül menő egyenesekre nézve: 

(gai, ai+i g'ai, ai+i a og) = — 1 , 
(ai+wai+ag ai+i, 2i+2g' 3 0g) = --~l, 

(g'ai, ai+i gaM-aiai+8 2 goi) = — 1) 

(2Í+I1 21 í 2 g 2Í+31 2 Í+4? " g o i ) — 1< 

A jobb oldalon álló tétel negy-

A hatvan 2iv és 2i+v egyenes 
páronként kilenczven 2ij 2i+G pon­
ton megy keresztül, még pedig 
akkép, hogy minden ily pontban 
két 2jV és két 2H1V egyenes metszi 
egymást. A metszőpontok páro­
sával (jiisi+iG, 2i, 2i+i^') negy­
venöt, hármasával a S-pontokon 
keresztül menő és az i érté­
kétől független y-egyenesen 
vannak. A hatvan vSf^ és v2 i + 2 

egyenes egymást kilenczven Gráüpj; 
2 + 2 pontban metszi, még pedig 
akkép, hogy minden ily pontból 
két v2i+, és két va i+a egyenes 
sugárzik ki. E kilenczven pont 
párosával (Gaí+i, 2Í+2, (i'2i+.i, 2Í+2) 
az előbbi negyvenöt y-egyenesen 
fekszik. 

A hatvan v0 egyenes.négyesé­
vel negyvenöt G-ponlban metszi 
egymást, melyek szintén az y-
egyeneseken lekúsznék és tizenöt 
A-háromszögnek szögpontjai. 

A hatvan ccv és hatvan GDV 
egyenes egymást szintén kilencz­
ven, páronként az y-egyeneseken 
fekvő, (ccGoo, ooG'oo) pontban 
metszi, még pedig minden ily 
pontból két voo és két c»v egye 
nes sugárzik ki. 

Ugyanazon az y-egyenesen fek­
vő pontokra nézve : 

(ai, si+iG 21, ai+jG' 2 G) = — 1 , 
(G 2 i+] , 2 i^2 G 21+11 2Í+2 S G ) = 1, 

(aiVái+l^' 2Í+2'2Í+3^ ° 0lG) = 1, 
(G ai+ l52Í+2 G2i+3l 2Í+4 a o i G / ! = 1. 
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venöt y-egyenesén a kilenczven 
gai, 2i+! egyenesből és a kilencz­
ven 2 i + 1 ,2 i + 2g egyenesből négy­
négy pár metszi egymást L2i; 2 i + i , 
illetve afifi, 2Í_J_2L pontokban. E 
pontoknak száma külön-külön 180, 
úgy, hogy minden g2i ;2 i+1 egye­
nesen négy L2\tSi+U és minden 

2 i + 1 ,2 i + 2g egyenesen négy 
2 i+ 1 ,2 Í + 2L pont fekszik. 

A negyvenöt 0g egyenes egy­
más hátával a fenti tizenöt D-
háromszög tizenöt szögpontjában 
metszi, melyekben az y-egyenesek 
is hármasával találkoznak; e pon­
tok mindegyike tizenként incidens 
L-pontnak tekinthető. 

A baloldalon álló tétel negy­
venöt Y-pontjából négy-négy 
SÍ, 2 i+1l és négy-négy 2 i + 1 , 2 i + 2 l 

egyenes sugárzik ki, melyeken a 
2i, 2Í+JG és a 2 i + 1 ,2 i+2G pontokból 
négy-négy fekszik. Ezeknek az 
egyeneseknek száma 180, úgy, 
hogy minden 2i; ai+^G pontban 
négy sí, 2 i+1l és minden 2 i + 1 ,2 Í + 2G 
pontban négy 2 j+ 1 , a i + a l egyenes 
metszi egymást. 

A negyvenöt G-pont halával 
a fenti tizenöt A-háromszög tizenöt 
oldalán fekszik, melyeken az Y-
pontok is hármasával rajta van­
nak; e háromszögoldalok mind­
egyike tizenkét incidens 1-egyenes-
nek tekinthető. 

18. N é h á n y , a conf igura t ióva l k a p c s o l a t o s i n v o l u -
t iós h e l y z e t ű p o n t r ó l és s u g á r r ó l . 

80. A configuratióban az előbbiekben ismertetett involutiós pon­
tokon és sugarakon kivül még más involutiós pontok és sugarak is rej­
lenek, melyek akkép szerkeszthetők, hogy a ronfiguratióban előforduló 
négyszögek szögpontjait bizonyos pontokból projiciáljuk és a négy­
oldalak oldalait bizonyos egyenesekkel metszszük. Ezek az involutiók 
többnyire közös tartón hármasával lépnek tel és részben közös ele­
mei vannak. Együttes tárgyalásuk kedvéért czélszerünek tartjuk 
előre bocsátani a következő tételt: 

•»Ha ab . cd, x y ; be, da, yz két involutiós sornak kapcsolt 
elemei, akkor a c a, b d, z x elempárok is kapcsolt elemei egy invo-
lutiónak, és a z. x, y elemekhez kapcsolt elemek e három involu-
tióban incidensek*. 

Ugyanis a feltétel szerint 

(a c b x) 7\ (b d a y), (b d a y) 7\ (c a d z), 
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ennélfogva ( a c b x ) 7S. ( cadz) , azaz az ac , cd, zx elemek kapcsolt 
elemei egy involutiónak. Másrészt abból, hogy 

( acx z) J{ (b d y z'), ( a c x z ) ^ ( d b x ' y ) , 
következik, hogy 

(bdyz ' )7 \ " (dbx 'y )7 \ (bdyx ' ) , 

vagyis z '=x ' , és, hasonló úton kimutatva, z ' sy ' . 
Az a b c d x y z elemeket úgy tekinthetjük, mintegy négyoldal 

oldalainak metszőpontjait egy egyenessel, vagy mint vetítő sugarait egy 
négyszög szögpontjainak, valamint átlósháromszöge szögpontjainak 
egy pontból. Ennélfogva: 

»Egy általános helyzetű egyenes egy négyoldalnak és átlós­
háromszögének oldalait hét pontban metszi. A négy első metsző­
pont háromszor bontható két-két párra, melyek három involutio 
kapcsolt pontjainak tekinthetők. Ez involutiók mindegyikében a 
három utóbbi metszőpont közül kettő kapcsolt pontpár, és a kimaradt 
harmadik ponthoz a három kapcsolt pont az egyenes involutiókban 
incidens«. 

Ezt a segédtételt és duális tételét fogjuk a következőkben al­
kalmazni. 

81. A P STEiNER-pont összekötő egyenesei 

a « , i " a"1. l 

cm> : a1' n 

a1* " an> m 

az 
< V P I a,1? b,1 = V B,11 (14, 5 6) Sv- V I Áx B, 
(i2 y2 b2

IU c2» ^ B 2 " IV" (16, 5 2) 2 ^ I V B 2 C2 

r , a3 c,' a 3 ' " ^ r 3 " ' A3' (12, 4 5) 21V< v Ca A s 

négyoldalak szemben lekvő szögpontjaival egy-egy involutiót képez­
nek. A a1- ", a11- m , aIU> '-hez kapcsolt sugár az egyes involu-
tiókból ugyanegy sugár. 

Továbbá a p CAYLEY-egyenes az 

Ax B x o A i " o^i1) B 2 T2 0 B 2 0^2 i J-a A 3 0 L 3 0AS 

négyszögek szemben fekvő oldalait a 

P1 p " p1 1 7C 
pH p i a pl n 

p l l l p l pH % 
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p1 

IMI 
0L 

p l l l 
0 [ 

1 n l 

p i n 
or 

P1 

0p in n 
oi'1 n 
ÖP" n 

2", ra 2m> í 
2i i i , i 2 i , B 

SJ, » 211- IU 

pontpárokban metszi, melyek egy-egy involutiót képeznek. Ezekben 
az involutiókban a 21- ", 2n> m , 2111' * sugarakhoz kapcsolt három 
sugár egybeesik. 

Ennélfogva: 
»Minden STEiNER-pontból há­

rom' PASCAL-, egy GAYLEY- és 
három STEiNER-egyenes sugárzik 
ki. A négy első egyenes, páron­
ként egyesítve, három involutiót 
határoz meg. — Ez involutiók 
mindegyikében két STEiNER-egye-
nes kapcsolt, és a kimaradt har­
madik STEINER-egyeneshez kap­
csolt három sugár egybeesik^. 

82. A „v1 = o[pr a / 

»Minden CAYLEY-egyenesen há­
rom 0V-, egy STEINER- és három 
SALMON-pont fekszik. A négy első 
pont páronként egyesítve három 
involutiót határoz meg. — Ez 
involutiók mindegyikében két 
SALMON-pont kapcsolt, és a ki­
maradt harmadik SALMON-pont-
hoz kapcsolt három sugár egy­
beesik C 

a2
v a3

VI] négyoldal és Dn< m = 
D12 DS4 D66 átlósháromszögének oldalai a a"> ™ egyenest a P, A,, 
A3, A8, Y"l2, Y"34, Y"B0 pontokban metszik. Továbbá a V^1- m =s 
[PI.A1

IV A2
V A3

yi]í négyszög és A11- m átlósháromszöge szögpontjai­
nak összekötő egyenesei a 2"> m 

egyenesek. 
Ennélfogva a: 

P A A A V" V" 
r A2 A3 Aj I g6 1 12, 
P A3 At A2 Y 34 Y 60, 

elempárok involutiós alakzatok, 
így tehát: 

Egy SiEiNER-egyenesen fekvő 
négy STEiNER-pont, páronként 
egyesítve, négy involutiót hatá­
roz meg. Ez involutiók mind­
egyikében két Y-pont kapcsolt,1 

ponttal a p a2 a2 a3 

p a, 
P a2 

P a3 

aa a3 
a 3 a i 
a3 a2 

j n y & 
y"r,e y"i2 
y 34 y 56 

»Egy SALMON-pontból kisu­
gárzó négy Si'EiNER-egyenes pá­
ronként egyesítve négy involu­
tiót határoz meg. Ez involu­
tiók mindegyikében két y-egye-

> VEBONESE, id. m. 37, otd. XXV, és X X V I I . teorema, 
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és a STEiNER-egyenes harmadik nes kapcsolt, és a SALMON-
Y-pontjához kapcsolt pontjai az pontból kisugárzó harmadik 
egyes involutióknak egybees- y-egyeneshez kapcsolt sugarai 
nek«. az egyes involutióknak egybe­

esnek*. 
Ha ellenben ama 0vII; i n négyoldalnak és Dn< n i átlóshárom-, 

szögének oldalait a n CAYLEY-egyenessel metszszük, valamint a V/1* W 
négyszög és A"> ™ átlósháromszögének szögpontjait a II STEINER-
pontból projiciáljuk, akkor ama metszőpontok és eme projiciáló. 
sugarak 

j r ,nvi 0 p 0nv „ír1, 
1n"1iFT JF p 0nvi

 0nvi, 
^ j r J I ^ P 0ITV

 0nv, 
involutiós alakzatok. Ennélfogva 

»Minden GAYLEY-egyenesen 
három XV-, egy STEINER- és há­
rom oV-pont fekszik; ezek kö­
zül az első négy páronként egye­
sítve három involutiót határoz 
meg. Ez involutiók mindegyi­
kében két oV-pont kapcsolt, és 
a kimaradt harmadik „V pont­
hoz kapcsolt pontok egybe­
esnek*. 

vavv 

vv^v 
Vv P 
V p 
* > V I P 

7tT TlV 

TT:V1 U I V 

•Klvny 

»Minden STEiNER-ponton há­
rom Vj, egy CAYLEY- és három 
PAscAL-egyenes megy kérésziül; 
ezek közül az első három pá­
ronként egyesítve három invo­
lutiót határoz meg. Ez invo­
lutiók mindegyikében két PAS-
CAL-egyenes kapcsolt, és a ki­
maradt harmadik PASCAL-egye-
neshez kapcsolt egyenesek egy­
beesnek*. 

83. A p CAYLEY-egyenes a 
B ^ B ^ C , 1 1 r ^ C ^ " 1 A ^ A ^ B , 1 

négyszögek szemben fekvő oldalait következő pontpárokban metszi, 
és a P STEiNER-pontból a 

h?tjfcj# í ^ n ^ a 1 " " í f t u i ^ W 
négyolclalak szemben fekvő szögpontjai a következő sugárpárokkal 
vetíthetők: 
ü l i p l l l 5ÍT, III VI, II TT D I 1-.H n i ' 1 «•!• m rf. „II „III 

oP oP •» 
pinpi yn, i yn, in n Px

n , 0 p l n oP1 <*"' l cr1 1 ' m 

pi pn 

^ ni S i , n npj, 
I, I Y11; l n 

ym, ii ym, * I Pj1 oP 

* iP 
TC iP I : 

7C 1 p I 

melyek involutiós helyzetűek. 
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Ezért: 
>Minden CAYLEY-egvenesen 

három KIRKMAN-, három SAL­
MON-, három Va- és egy STEINER-
pont fekszik. Két KmKMAN-pont és 
a két hozzárendelt SALMON-pont 
egy involutiót határoz meg, mely­
ben a STEiNER-ponthoz egy V1 

pont van kapcsolva*. 

»Minden STEiNER-pontból ki­
sugárzik három 0v-, három STEI 
NER-, három tv- és egy CAYLEV-
egyenes. Két 0v egyenes és a 
hozzá rendelt két STEiNER-egye-
nes egy involutiót határoz meg, 
melyben a GAYLEY-egyeneshez 
egy i v egyenes van kapcsolva*. 

II. NÉGY KÜLÖNÖS PASCAL-HATSZÖGRŐL. 

Az előbbi fejezetben láttuk volt, hogy egy általános PASCAL-
halszög hatvan PASCAL-egyenese és hatvan KiRKMAN-pontja mind 
különböző. Lehet azonban oly PASCAL-hatszögeket is szerkesztenünk, 
melyeknek a PAscAL-egyenesei és KiRKMAN-pontjai közül többen egye­
sülnek. Ugyanis, ha a PAscAL-hatszög körűi írt kúpszeleten a hat­
szög szögpontjai egy-, két-, három- vagy négy félekép képeznek invo­
lutiót, akkor ezekben az esetekben meglelelőleg egyszer négy, kétszer 
négy, háromszor négy ás egyszer három, végre háromszor négy és 
egyszer hat PASCAL-egyenes és ugyanannyi KiRKMAN-pont egy-egy 
egyenesben, illetve pontban egyesül, a mint azt a következőkből 
be fogjuk láthatni. 

1. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k szögpont ja i 
i n v o l u t i ó t k é p e z n e k . 

1. Egy kúpszeleten felveszünk három pontpárt, az 12 , 3 6, 
5 4-et, melyek involutiót képeznek; e pontok egy különös PASCAL-hat-
szögnek 1 2 3 4 5 6-nak szögpontjai, melynek négy KiRKMAN-pontja az 
involutio-középpontba, T—(1 2, 3 6, 5 4)-be és négy PASCAL-egyenese 
a t involutio-tengelybe kerül. 

Megtartván az általános PASCAL-hatszöghöz használt jelölést, 
az I. és III. táblázatból azonnal kitűnik, mert a T-nek polárisa a t-
egyenes, hogy 

t b ^ p3
u Ta1 T == A,1 B,11 r , m IP 
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továbbá, hogy a b,1 C31 c3
n a3" a s

m b 3
m p1 p11 p n i a3

VI b3
VI c3

VI PASCAL-
egyenesek a T-ponton mennek keresztül és a 

Bj1 C31 C3
n A3" A3

IH B8
IH P1 P " P m A3

VI B3
VI C3

V1 

KIRKMAN pontok a t-egyenesen feküsznek. 
A 2 3 16 , 4 6 3 5 négyszögeknek szemben fekvő oldalpárjai 

2 3, 1 6 ; 4 6 , 3 5 harmonicusan vannak elválasztva a T-től s a t-től, 
s ugyanígy ezeknek (2 3, 4 6) (1 6, 3 5) metszőpontjai, valamint e 
pontokat az A3

VI pontból projitiáló a / 1 a2
VI egyenesek is. 

Hasonló úton bizonyítható be, hogy a t-egyenes 

B3
VI C3

VI P1 P11 P m B,1 C3
T C3" A3

n A3
m B 3

m (3 5, 4 6) (1 5, 2 4) 
(13, 6 2) (3 4, 5 6) (14, 2 5) (16, 3 2) II A3 B3 T3 

pontjaiból kisugárzó 
Q VI Ö VI v VI v VI „ I „ I o II Q II III v III 0 1 c í I I k ' 
Pi Pa > T i J a > a i a a 1 Pi Pa ' Ti T2 1 Li L2 1 "1 u a > 

a/ 1 a./\ cx" c2", b,"1 b , " \ a,1" a,"1, a / v a2
v, b™ b2

v, Cl
IV c 2 \ 

<Y <, (Vv Piv, T2
IV Yiv, ^IV *v . «™ <> hiy P 7 , T3

,v T3
V 

egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a T-től s a t-től. 
Minthogy az A / 1 = (p2

vl
 T2

VI), A^ = ($™ TiVI) és a 0 * p2
VI, 

TiVI T2VI egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a T- és t-től, 
azért az Aa

VI A2
VI pontpár és, hasonló úton bebizonyítva, mind az 

előbbi PAscAL-egyenespárokhoz rendelt KiRKMAN-pontpárok harmo­
nicusan lesznek elválasztva a T- és t-től. 

2. A STEINER-pontok és GAVLEv-egyenesek helyzete szintén egy­
szerűbbé lesz. 

Ugyanis P A 3 B 3 C 3 s T , pa3b3ea==t, n A 3 B 3 r 3 pontok a t-
egyenesen feküsznek, és a u ^ j ^ y , , egyenesek a T-ponton mennek 
keresztül. Minthogy a T- és t-től harmonicusan elválasztott a!11 a2", 
a 1

m a2
m és « j v a2

iv, a,YI a2
VI egyenesp£rok egymást az A, A2, 

Aj A2 pontpárokban metszik, e pontpárok és hasonlókép Bj B2, . . . 
•At a2, bL b2, . . . pont- és egyenespárok harmonicusan vannak 
elválasztva T- és t-től. 

A SxEiNER-egyenesek közül hat a T pontból sugárzik ki és invo-
lutiót képez, négy pár a IIA3 B 3 1 \ pontokból sugárzik ki s a T- és t-től 
harmonicusan van elválasztva, végre egy a t egyenesben fekszik. 
Ugyanez mondható, a változtatandók megváltoztatásával, a SALMON-
pon tokról. 
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3. Nézzük most, mikép viselkednek a [Vv]^ j[Vv] configura-
tiók pontjai és egyenesei a T és t irányában. 

Az általános PAScAL-batszögről láttuk, hogy egy tetszőleges 
[Vv] configuratióhoz tartozó és bármily felső mutatóval ellátott 
p a3 b3 c3 egyenesek megfelelőleg a P A3 B3 C3 SrEiNER-pontokon men­
nek keresztül, melyek jelenleg a T-ben egyesülnek. Ezek az összes 
egyenesek tehát jelenleg a T- ponton mennek keresztül. Ámde 
ama coníiguratiónak b3

VI c3
VI, b3

x c8
x, c3

u ág11-, a3
in b 3

m egyenes-
párjai egymást annak 1IVI A^ B 3 " r 3

n i pontjaiban metszik ; ennél­
fogva minden [VvJ coníiguratiónak IIVI A3

J B3
1T r3"T pontjai a T-ben 

vannak. 
Továbbá a configuratiónak bármily felső mutatóval ellátott 

P A3 B3 C3 pontjai megfelelőleg a l-vel egybeeső p a3 b3 c3 CAYLEY-
egyeneseken feküsznek, s mert a B3

VI C3
V\ B,1 C3\ C s" A3

n, A3
m B 3

n i 

pontpároknak összekötő egyenesei a configuratiónak TI;V1 a^ [B3
n y s

m 

egyenesei, azért ezek az egyenesek a t-vel összeesnek. 
Az A, A2, &i B2, Ct CJ„ Ax A2, Bx B2, l\ l\ étEiWEk-pSnt-

párok harmonicusan lévén elválasztva a T- és t-töl, a tekintetbe vett 
configuratiónak a,11 a2

n, a,1" aa
m, bx

T b 2 \ b x
m b 2

m , cx
J c2\ cx

n c2", 
(tf <x2\ ax

VI a2
VI, (3,11 p,» ^ [ V \ V " y2

m , YiVI ^ egyenes-
párjai, melyek ama pontpárokat a configuratiónak a t-egyenesen 
fekvő C3

n B 3
m Cg1 A3

m B3
! A3

1U P1 A3
VI P n B3

VI P n i C3
VI pont­

jaiból projiciálják, szintén harmonicusan vannak elválasztva a 
T- és t-től. 

A j-dik configuratiónak, akár [Vv]j, akár j[Vv]-nek, ax
IV a2

v 

egyenesei a (j+^-dik' vagy (j_,)-dik configuratio [V1 %m egyenesei­
nek Gjk vagy kJ ír metszőpontján mennek keresztül s, mert ez utóbbi 
egyenesek a t-ben egyesültek, azért valamennyi configuratiónak 
ax

IV a2
v egyenespárjai és, hasonlókép következtetve, bi I vbj y , cx

VIc3
v, 

«iV •os
IV', Piv $z1Y, Tiv y2

IV egyenespárjai egymást a t-ben metszik. 
Ámde e hat egyenespár az előbb felírt hat STEiNER-pontpárt proji-
ciálja ; ennélfogva a hat egyenespár is harmonicusan van elválasztva 
a T- és t-től. 

Eddig egy tetszőleges configuratiónak tizennyolcz egyenes­
párjáról mutattuk ki,hogy a T-és t-től harmonicusan vannak elválasztva. 
De ha ezeknek az egyenespároknak megjelölésére szolgáló kis betű­
ket nagy betűkkel cseréljük fél, akkor az így származott tizennyolcz 
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pontpárról ugyanazon az úton kimutatható, hogy azok a T- és t-től har-
monicusan vannak elválasztva. És ha e pontpárokból az A1

IV A2
V, 

A,IV A2
V, Bj IV B2

V, CT
IV C2

Y-öt a t-egyenes n A3 B8 l\ pontjaiból pro-
jiciáljuk, akkor a projiciáló egyenesek 7tlv 7tv, cc3

lv as
Y, j33

IV [33
v, 

T3IV T3V' valamint az ezekhez rendelt IIIV IIV, . . . pontpárok, szin­
tén harmonicusan lesznek elválasztva a T és t-től. 

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio 
egyenesei és pontjai ak'kép viselkednek a T- és t irányában, mint 
a [Vv]0 configuratiónak azokhoz rendelt PÁscAL-egyénesei és KJRKMAN-
pontjai. Ki mondhatjuk tehát, hogy: 

Ha egy PAscAL-hatszög szögpontjai involutiót képeznek 
a rajták keresztül menő kúpszeleten a T involutio-közép-
pontra és a t invojutio-tengelyre, akkor e hatszögnek négy 
KiRKMAN-jDo/2£/a és négy azokhoz rendelt PASCAL-egyenese a 
T- illetve t-hen egyesül. Tizenkét pASCAÍ-egyenés a T-ponton 
megy keresztül és az ezekhez rendelt KIRKMAN-^OŰÍ a t- egye­
nesen fekszik; végre a többi huszonkét pár PASCAL egyenes 
és KIRKMAN-JBO/ZÍ a T- és t-től harmonicusan van elválasztva. 

Ugyanígy viselkednek az összes [Vv]^ j[Vv] configura-
tióknak pontjai és egyenesei a T- és a t irányában. 

A SrEmER-pontok közül négy a T-ben van és azoknak 
ellenpontja a t-n fekszik; a GhYLEY-egyenesek közül négy a 
t-ben fekszik és azoknak ellenegyenese a T-n megy keresz­
tül; a többi négy pár STmmti-pont és CAYhEY-egyenes a T- és 
t-től harmonicusan van elválasztva. 

A STEINER egyenesekből és SAiMos-pontokból egy a. t-ben, 
illetve T-ben van; hat a T-ből sugárzik ki, illetve a t-n 
fekszik és involutiót képez; végre négy pár SrEmER-egyenes 
és S ALMON-/? ó n i a, T- és t-től harmonicusan van elválasztva. 

2. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k szög-pontjai 
k é t f é l e k é p k é p e z n e k i n v o l n t i ó t . 

1. Egy kúpszeleten felveszünk egy pontpárt, 12-t, és szerkesz­
tünk azon oly két pontpárt, 3 5, 4 6-ot, mely az 1 2-t harmonicusan 
elválasztja. Az 12 3 4 5 6 hatszög egy különös PASCAL-hatszög lesz, 

Orv.-term,-tud. Értesítő. 1897. 15 
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melynek négy KiRKMAN-pontja és négv PAScAL-egyenese kétszer egyesül 
egy-egy ponttá, illetve egyenessé. 

A 3 4 5 6 négyszög átlósháromszögének, tehát a kúpszelet egyik 
poláris háromszögének szögpontjait és oldalait következőkép jelöljük : 

T = (3 4, 5 6), T1 = (3 6, 5 4), U 1 = ( 3 5, 4 6), 
t^.TiÚi, W-%% u 1 =TT 1 . 

Minthogy a szerkesztés következtében a 3 5. 4 6 pontpárok az 
1 2-t harmonicusan választják el, 

U l = 1 2, T = (1 2, 3 6, 5 4), % = (1 2, 3 4, 5 6); 
tehát az 1 1 , 2 2, 3 5, 4 6 ; 12, 3 6, 5 4 ; 12 , 3 4, 5 6 pontpárok 
involutiót képeznek, melynek involutio középpontja illetőleg tengelye 
Dji'n,; T, t ; T t; ti. 

Ebből, tekintettel az előbbi §-ra, következik, hogy a nVI a3
T 

ÍV1 Ys"1, P1 a i I V aav a3V I PASCAL-egyenesek a t, Vgyel és a 
IP 1 A31 B 8

n r 3
m , P1 AjIV A2

V A3
VI KIRKMAN-pontok a T, T rgyel egye­

sülnek ; továbbá, hogy a bg1 Cj,1 c3
n a3" a3

n i b 3
m p n p m b3

v l c3
VI 

és az a^'1 a2
VI a2

IV a3
IV a j v a3

v TT:1V TC1V a-,1 a.^ PASCAL-egyenesek a 
T, illetve 1\ ponton mennek keresztül, holott a B»J Cg1 C3

U A8
n A3

TIT 

B3
HI P11 P m B3

VI C3
VI és az AjVI A2

VI A2
1V A3

IV A,v A3
V EIV n v 

A / A2
: KiRKMAN-pontok a t, illetve t, egyenesen vannak; végre az 

„ TI „ vi g vi g vi vi vi r „ j a 11 a 11 ni m ,, 1 „ 1 
K ] a 2 1 Pl 1J2 ) 1.1 |8 ! a l a 2 1 P l Pa ) 11 12 5 L1 C2 > 
h T h x fi n a n p " p n h m ti m FI m a m h I v h Y p 1V p V n i ü 2 5 a l á'í 1 M L2 , 0 ! D2 , d t d 2 , l \ JJ2 , C, C2 , 

a2
IV « , \ fVv ÍV, T2IV T i \ *IV * \ «3

IV «3
V, !VV [V, Ys,v f a , 

és a V c,1, b,1 c^, b,1 c2', b3
VI e3

YI, b^ c"', b2
v c</, p / 1

 T / ' , 
PiVI TiVI, ÍVV T2IV, (Vv T3

IV, ÍV T3
V, [V Tiv. Pi" Ti1" pV1 T2m, 

„ II „ III U III „ I I U III „ II n l l „III p II U III o II o III o II a III a a d 3 , U1 L-! , U2 t 2 , p p , C3 D3 , d t d t , d2 d2 

egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a T, t, illetve Tl5 

tj-tő.l. Ugyanez mondható amaz egyenespárokhoz rendelt KIRKMAN-
pontokról is, 

Az Ul5 un-től harmonicusan vannak elválasztva: a T-ből kisu­
gárzó bg1 Cg1, b 3

m c3", a3
H a3

m, b3
VI c3

VI, p11 p i n és a T rből kisu­
gárzó ajVI a2

VI, a3
v a8

lv, aIV
2 a1

v, a,1 «2
T, TCIV TCV, valamint a bj1 c.21, 

t^1 Ci1! a i n a2
in, a-,111 a2

n, bj™ c2
IT, b , 1 " C l», b , l v 

C 2 V l ^ 2 V C 1 T Y ) 
ÍV1 T2VI, V ' 1 TiVI, P,1V T3

V, ÍV TsIV, P7V YIV, PVI YSIV, ( V Y2"1, 
P2" Yi"1 egyenespárok, valamint az ezekhez rendelt KIRKMAN-
pontpárok. Ugyanis pl. ez utóbbi csoport első két egyenespárja 
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azért van harmonicusan elválasztva Uj, i^-től, mert a tőlük meg­
határozott négyoldal átlósháromszöge T Tx IV 

2. A STEiNER-pontok és CAYLEY-egyenesek helyzete a következő: 

PA3B3C3 = T, IIAiAüAg^lV, B3 L\ a t-n, A1Á2 a t ren fekszik; 
p a3 b3 c8 s=í,, TC ax a2 a3 = t x ; ps y3 a T-n, a-, a2 a Tj-en megy keresztül. 

Az Aj A9, B'Í Bg, Cj C2, B1B2, 1\ F2 pontpárok és az a, a2, . . . 
egyenespárok T- és t-től, 

a B, r „ B2 r2, B sr3 , BiC-,, B2C2 pontpárok és a fi, y1; . . . 
egyenespárok íx- és tĵ -től, , 

az A, A2, Bt C2, B2 Cl5 B3 T3, Bx I\, B 21\ pontpárok és az ag a2, . . . 
egyenespárok Dn és ut-től 

vannak harmonicusan elválasztva. 
Ennélfogva 

A, BT C, | a, b, cx } Bx B2 B3 \ & fc % \ 
dz A 2 B 2 c 2 / a2 b2 c2 { ' r; r2 r3 f Tl T2 y 3 f 

háromszögpárok a T- és t-re, illetve T,- és tt-re, 

A, BT 0, \ a, bj c, ] B3 B, B2 j fr fc |i2 } 
aZ A2 C2 B2 / a2 c2 b2 } ; T3 T2 I\ / fi y2 T, { 

háxomszögpárok az Ua- és u rre 
vonatkozólag perspectivásak. 

A ttj ii, egyenesek STEiNER-egyenesek és a TTjU, pontok. 
SALMON-pontok; a T, Tj-ből kisugárzó STEiNER-egyenesek és a t, 
Ven fekvő SALMON-pontok kétszeresen képeznek involutiót. 

3. Az előbbi §. szerint a |Vv|j; j[Vv] eonfiguratióknak visel­
kedése a T t és Tj tj irányában megegyezik a [Vv]0 configuratio 
viselkedésével. Jelenleg tehát csak azt kell megvizsgálnunk, hogy a 
[Vv]0 configuratiónak az Ü,, Uj-től harmonicusan elválasztott pontjai­
hoz és egyeneseihez rendelt pontok és egyenesek a [Vv]j. j[Vv| 
conflguratióban szintén harmonicusan vannak-e elválasztva az U r 
és Uj-től. 

Egy tetszés szerinti [Vv] configuratiónak az a tizenhat egyenes­
párja (és az azokhoz rendelt pontpárja), melyet a 2. pont végén 
felírtunk, azért lesz harmonicusan elválasztva az Uj, %-től, mert 
az egymásra következő párok oly négyoldalnak oldalai, melynek 

15* 
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átlósháromszöge a TT^ IV A configuratiónak többi kétszer öt egyé-
nespárja, mely a [Vv]0 configuratiónak az IV és Uj-től harmonicusan 
elválasztott egyenespárjaihoz van rendelve, azért van az \JX- és u^től 
harmonicusan elválasztva, mert mindig olyan pontpárját projiciálja 
a configuratiónak a T vagy Tx pontból, a melyről már tudjuk, 
hogy az U, - és ú1-től harmonicusan van elválasztva. így a configura­
tiónak b,,1 Cg1 vagy p " p1" egyenespárjai az Uj-ésu^től harmonicusan 
elválasztott C ^ B / , B j 1 1 ^ 1 " pontpárjait projiciálják a T-pontból. 

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio ép 
úgy viselkedik az \]l, ux iránt, mint a [Vv]0 configuratio. 

Összefoglalva fejtegetésünk eredményét, kimondhatjuk, hogy 
Ha egy PASCA^-hatszögnek szögpontjai kétszeresen ké­

peznek involutiót a rajtuk keresztül menő kúpszeleten a, 
T és a Tx involutio-középpontra és a t és tx tengelyre, akkor e 
hatszögnek négy-négy KIRKMAN-/>OŰÍ/» a T-vel és a Tegyél, és 
négy-négy azokhoz rendelt PASCAL-egyenese a t-vel és tx-gyel 
egyesül. Ezeken kivűl öt-öt pár P'ASCA\,-egyenes a T és a Tx 

ponton megy keresztül és az azokhoz rendelt KIRKMAN-POŰÍ-
párok a t és a tx egyenesen feküsznek. Mindezek az egye­
nes- és pontpárok és a még hátra levő tizenhat egyenes-
és pontpár. az Ul = (tt1)-től s az ul = \ TTx\-től harmonicu­
san van elválasztva. 

Ugyanígy viselkednek e hatszöggel kapcsolatos [Vv]p 

j[Vv] configuratióknak pontjai és egyenesei a T, t- s a Tx, tx 

irányában. 
A STEINER-/3OÖÍOA' közül 

négy-négy a T, Tx-ben, egy-
egy pár a t, tx-en van és az 
Ux, ux-től, a hátralevő négy 
pár pedig a T, t; T{, tx és az 
£/,, ux-től harmonicusan van 
elválasztva. Az utóbbi tizen­
két STEINER-/?OÖZ! tehát két 
háromszögpárnak szögpont­
ja, melyek a Tés az Ux, illetve " 
a Tx és az Ux collineatio-kö-
zéppontokra és a t és az ux, 

A CAYLEY-egyenesekből 
négy-négy a t, tx-ben van, 
egy-egy pár a. T, Tx-en megy 
keresztül és az Ux, ux-től, 
a hátralevő négy pár pedig 
a T, tx, Tx, tx és az Dx, ux-
től harmonicusan van elvá­
lasztva. Ez utóbbi tizenkét 
Q.Ayi.-iLY-egyenes tehát két há­
romszögpárnak oldala, me­
lyek a T és az Ux, illetve a, 

71 és a.y. TL rn11rnf>atin-
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középpontokra és a t és az 
u-t, illetve a t± és az «a col-
lineatio - tengelyekre vonat­
kozólag perspectivásak. 

A ÖALMON-pontok közül 
hat-hat a t- és tx-en fekszik 
és involutiót képez, ezeken 
kivül még két-két pár a T- és 
t-tó'l és a Tt- és trtőlharmo-
nicusan van elválasztva. 

A T,Tít Uy egy-egy SALMON-
pont. 

3. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k s z ö g p o n t j a i 
h á r o m f é l e k é p k é p e z n e k i n v o l u t i ó t . 

1. Egy kúpszeleten felveszünk három pontot, az 18 5-öt, és 
megszerkesztjük azt a t egyenest, melyben az 1 3 5 pont erintői 
megfelelőleg a 3 5, 5 1 , 13 egyeneseket metszik; a t egyenes tetszés 
szerinti T-, pontjából az 1 3 5 pontokat a kúpszeletre projiciáljuk 
2 4 6-ba. Az 1 2 3 4 5 6 hatszög egy különös PAscAL-hatszög lesz, 
melynek bizonyos PAscAL-egyenesei coincidálnak (3. ábra). 

A 4 1 5 6 3 3, 12 3 6 5 4 egyszerű PASCAL-hatszögek PASCAL-
egyenesei a t egyenesen feküsznek, mert az első hatszög PASCAL-
egyenesének t-vel két küzös pontja van és az még a T2 = (14. 3 6) 
ponton is keresztül megy; a második hatszög PAscAL-egyenese pedig 
a Tj, T3 pontot köti össze. A T3 = (2 3, 4 5) pont tehát a t-egye-
nesen fekszik. 

Ugyanígy a 6 1 3 4 5 5, 1 6 3 4 5 2 és a 2 5 3 4 1 1 , 1 4 3 2 5 6 
PASCAL-hatszögek PASCAL-egyenesei is a t = | Tx T2 T3 | egyenesen 
feküsznek, tehát 

T , s ( 1 2 , 3 4, ,5 6), T.2 = (14, 3 6, 5 2), T , s ( l 6, 3 2, 5 4). 
Ebből következik, hogy az 1 2, 3 4, 5 6 ; 1 4, 3 6, 5 2 ; 16 , 

3 2, 5 4 pontpárok a kúpszeleten involutiót képeznek, melynek invo-
lutiós középpontja T15T2,T3, tengelye pedig t^ t2, ts ; továbbá, hogy 
az 13 5, 2 4 6 ; 13 5, 4 6 2 : 13 5, 6 2 4 háromszögek a Tx, T2, 
T3, collineatio-középpontra és a t1; t2, t3 tengelyre vonatkozólag per-

illetve tx és az ut colli-
neatio-tengelyekre vonatko­
zólag perspectivásak. 

A STEiNER-egye-nase/í kö­
zül hat-hat a T- és T^-böl 

sugárzik ki és involutiót 
képez, ezeken kivül még két-
két pár a T- és t-től és ugyan­
annyi a Tx- és tx-tölharmoni-
cusan van elválasztva. A 
t, t1} ÖJ. egy-egy STEiNER-e,gye-
nes. 

i 
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spectivásak; * végre, hogy a t̂  tj egyenesek és a Ti; Tj pontok a 
tfe, tk-tól harmonicusan vannak elválasztva. 

Az 12 3 4 5 6 teljes hatszög PAscAL-egyenesei közül 

7ilv7tv7LVI=t, ^ a , * á , . w p , s t l > b^ b^ h3
yi pu=U, c ^ c / c ^ p " 1 ^ ; 

az aj, Bj, yj PAScAL-egyenesek rendre a T1? T2, T3 ponton mennek 
keresztül, az Aj, Bj, T] KIRKMAU-pontok pedig a tx, t2, t3 egyeneseken 
feküsznek ; végre a ü i y n v E71. AJV A2

V A3
VI P1, ~B™ B2

V B3
VI P11, 

C ^ C2
V CS

VI P m KiRKMAN-pontok rendre a T = (tx t2 t3), T1; T2, Ts 

pontokkal coincidálnak. 
Minthogy az 12 3 4 5 6 pont háromszorosan involutiós helyzetű 

a r l \ középpontra és a tj tengelyre vonatkozólag, a következő PASCAL-
egyenespárok 

a i " ai111, bi1 ci1, bi"1 ci", Bi" r i
m , $* Ti

IV, BJ Ti
v, B;

VI
 Ti

VI a T15 t.-töl, 
bim bi1, CÍ" ai", c;1 ái™, T i n i «i\ Tiw «iIV, Tiv *iv, TiVI «iVI a T2, t2-től, 
Ci1 Ci11, ai111 bi"1, a/1 bi1, aj1 Bi", a i

IV 6^, *? BJ, a i
VI pj™ a T3, t3-tól, 

valamint az ezekhez rendelt KiRKMAN-pontok harmonicusan vannak 
elválasztva. 

Ezzel megállapítottuk az összes PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-
pontok különös helyzetét a Tt T2 T3 t-, ta t8 alakzat irányában és áttér­
hetünk a STEiNER-pontok és egyenesek, valamint a CAYLEY-egyenesek 
és SALMON-pontok képezte HESSE-eonfiguratiókra. 

2. A STEiNER-pontokból és CAYLEY-egyenesekből a II a t-n 
fekszik, a n a T-n megy keresztül, de mindkettő határozatlan; 

1 »Ha két háromszög háromfélekép perspectivás helyzetű és a hozzá tar­
tozó eollineatio-középpontok egy egyen esen feküsznek, akkor a háromszögek 
szögpontjai egy kúpszeletnek pontjak. 

Ugyanis, ha az 
Mj M, M31 M, M2 M3) SS. M2 M3 \ 
Nt N2 N3 / Ni N3 Ni / N3 Nt N, / 

perspectivás háromszögek collineatio-középpontjai 0'1S 02, 03, akkor és csak 
akkor lesz az M, N, M2 Ns M3 N2 hatszög PAscAi.-hatszög, ha a szemben fekvő 
oldalainak metszőpontjai 

(M, N„ N, M3) = Ofe (N, M2, M3 N2) = O,, (M, N8, N2 MJ = 02 

egy egyenesen feküsznek. 
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P = T, A3 A2 A^sT, , B, B2 B 3=T 2 , I \ T2 r8 = T„ 
p = t, a, a, a s " t , ^ (32 p3=t2 , Yi fa T a ^ ^ ; 

az Aj A2 A3, BÍ B2 B3, Cx C2 C3 pontok rendre a tl5 t2, t3 egye­
neseken feküsznek és az a± a2 a3, bx b2 b3, cx c2 c3 egyenesek meg-
felelőleg a Tl5 T2, T3 pontokon mennek keresztül. 

Ama háromszögeknek oldalai és a ti egyenesek egyszeres, a 
t pedig háromszoros Si'EiNER-egyenesek ; ugyanígy a következő három 
háromszög szögpontjai és a Ti pontok egyszeres, a T pedig három­
szoros SALMON-pontok. 

Az általános PASCAL-hatszögben a két HESSE-configuratio három, 
ugyanarra a középpontra, de különböző tengelyre, illetve ugyanarra 
a tengelyre, de különböző középpontokra perspectivás háromszög; 
a jelen hatszögben azonban mindkét HESsE-coníiguratio három-három, 
ugyanarra a középpontra és ugyanarra a tengelyre perspectivás 
háromszögből áll. 

3. Láttuk a két előbbi § ban, hogy a [Vv]j; j[Vv] configuratiók 
pontjai és egyenesei az involutio-középpontok és tengelyek irányában 
akkép viselkednek, mint a [W|0 configuratio pontjai és egyenesei; 
ennélfogva ez a jelen hatszögben is ugyanígy lesz. Ezért: 

Ha egy kúpszeleten hat pontot veszünk fel, melyek há­
romfélekép képeznek involutiót a % T% Ts középpontokra és a 
4 4 4 tengelyekre, mely középpontok és tengelyek tehát egy 
t-egyenesen feküsznek, illetve egy Tponton mennek keresz­
tül, akkor ama hat. pont oly FASCAL-hatszögnek szögpontja, 
melynek négy-négy KmKMAK-pontja a T, T,, T3-mal és három 
KIRKMAN-pontja a T-vel egyesül és négy-négy VAscA^-egyenese 
a 4, t2, ts-mal és három FAScAh-egyenese a t-vel egyesül. 
Tizennyolczpár KJRKMAN-/>O#Í ás ugyanannyi PASCAL-egyenes 
a Ti: tr tői harmonicusa.n van elválasztva. Ugyanígy visel­
kednek a többi [Vv]jt jfVvj configuratiók is a 1\ tx alakzat 
irányában. 

A tiTEWEn-pontok közül egy határozatlan, ennek ellenpont­
ja a T-vel, három-három STEINER-JÖOÖÍ a T1,1\, T8 mai egyesül; 
ez utóbbiaknak ellenpontjai három perspectivás háromszög­
nek szögpontjai, melyeknek megfelelő oldalai és szögpontjai 
a T pontokon mennek keresztül, illetve a ti egyeneseken 
feküsznek. 
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A CAYLEV-egyenesek közül egy határozatlan, ennek ellen­
egyenese a t-vel, három-három CAYLEv-egyenes a tx, 4, t3-mal 
egyesül; ez utóbbiaknak ellei.egyenesei háromperspectivás 
háromszögnek oldalai, melyeknek megfelelő oldalai és szög­
pontjai a Ti pontokon mennek keresztül, illetve a ti egye­
neseken feküsznek. 

4. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k szögpont ja i 
n é g y f é l e k é p k é p e z n e k invo lut ió to 

1. Az imént tárgyalt két hatszögben a kúpszeleten oly hat 
pontot vettünk fel, melyek az elsőben kétszeresen, a másodikban 
háromszorosan képeztek involutiót. E két esetet azonban egyesíteni 
is lehet, azaz: lehet a kúpszeleten oly hat pontot felvenni, melyek 
négyszeresen képeznek involutiót. Ily hat pont egy különös PASCAL-

hatszögnek szögpontja, mely az előbbi két hatszögnek különleges 
tulajdonságait egyesíti. E hatszög a következőkép szerkeszthető: 

Egy kúpszeleten felveszünk három pontot, 1 3 5-öt; ezeknek 
érintői a 3 5, 5 1 , 13 egyeneseket az Ul5 U2, U3 pontokban metszik, 
melyek egy t-egyenesen feküsznek. Az 1, 3, 5 pontoknak projectiói 
a t-egyenesnek abból a Tĵ  pontjából, mely az 0 r e t az U2, U3-tól 
harmonicusan elválasztja, 2, 4, 6; az 1 2 3 4 5 6 hatszög már a 
keresett. 

Ugyanis az U2 Us, Uj Tj pontpárok harmonicusan lévén elvá­
lasztva, az U1! polárisa T 1 1 2 = u1, és a 3 5, 4 6 pontpárok harmo­
nicusan vannak elválasztva az 1 2-től; a 4 6 egyenes az U-i ponton 
megy keresztül és az (1 2, 3 6) = T pont a t-nek pólusa. Ebből követ­
kezőleg a 2 4, 3 6 egyenesek az IJ2, U3 ponton mennek keresztül, 
az 1 4, 2 5, 3 6 és az 1 6, 2 3, 4 5 egyenesek egymást a t-nek Ta, 
Ts pontjában metszik. Összefoglalva, 

T = (1 2, 3 6, 4 5), Xj = ( 1 2 , 3 4, 5 6), T2 = (14, 3 6, 5 2), 
T, = (16, 3 2, 5 4) 

és az Uj U, U3 Tx T2 T3 I pontok polárisai a 

Í : 2 = T 1 T = u 1 , 3 6 = T2T = u2, 5 4 = T 3 T = u3, U ^ T - ^ , ü 2 T = t2, 
U3T = t3, ü , U2 U3 T; T2 T 3 = t . . 
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Ebből következik: 1.) az 12, 3 6, 5 4 ; 12, 3 4, 5 6 ; 14 , 3 6, 
5 2 ; 1 6, b 2, 5 4 pontpárok a kúpszeleién involutiót képeznek, melynek 
középpontja, illetőleg tengelye T, t ; r ] \ , tx; T2 . t2 ; T3 , t3 ; 2 .)aT, Ui, 
T8 U3, T.2 ü 2 ; rJ\ ü t , T8 T2, T, U,; T.\ U2, T3 % T2, ÜJ-; T\ ü3, 
T3 Ui, T2 U2 pontpárok, mint, amazoknak projectiói a 2 pontból, 
involutiót képeznek a t egyenesen ; 3.) az 1 1 , 2 2, 5 3, 4 6; 3 3 , 66 , 
15, 2 4 ; 5 5, 4 4, 3 1 . 6 2 ponlpárok a kúpszeleten és a rL\ 1\, 
üi üx, T2 T„ ü2 U3 ; T3 T3, U3 U3, T, T3, Ux U2 ; % T2, U2 Us, 
T3 Tj, U3 Uj pontpárok a t egyenesen involutiót képeznek, tehát 4.) 
nemcsak a 1\ Ul5 Ü2 U8 pontpárok vannak harmonicusan elválasztva, 
hanem általában a Ti U;, pontpár harmonicusan választja el az 
Uj Uk, Tj Tk pontpárokat; végre 5.) az 

1 3 5 1 1 3 5 1 1 3 5 1 1 3 5 \ 
2 6 4 j 2 4 6 { 4 6 2 j 6 2 4 { 

hárómszögpárok perspectivásak a T, t: rJ\ t j ; T2 t2; T3, t8 colli-
neatio-középpontokra és tengelyekre vonatkozólag. 

Az 1 2 3 4 56 PASCAL-hatszögre nézve pedig azt látjuk, hogy a 
PAScAL-egyenesek közül 

uIV ^ uVI a,1 p3" Y s
m - t , p1 a,IV a2

v a 3
V I - t 1 : 

p " b ^ b / b3
VI = t2, p"1

 C l
l v c2

v c3
VI = t3, 

az a3\ b 3 \ c3\ egyenesek a T-n, az a], 6], yj egyenesek pedig a Ta> 

T2, Ta ponton mennek keresztül; a KIRKMAN-pontok közül 

IPV I F IP 1 Aj1 B 3
n r 3

n I ^ T , P1 Áxlv A2
V Ag^EETj, 

P " 1VV B2
V B 3

V Í = H T 8 , P r a ÖF C2
Y C3

YI = T„ 

az A3>, Bgi, Cg1 pontok a t-n, az Aj, Bj, Y] pontok pedig a tj, tg, 
ts egyeneseken féküsznek. 

A T pontból kisugárzó a3
! b3

s c,,1 egyenesek háromszor ké­
peznek involutiót, mégpedig a: bg1 c3 \ ag11 a3

m, c3
n b 3

m ; c 3
n a3

n, 
b 3

n i b3
r, a 3

m Cg1; a3
m b3

IH, Cg1 c3
n, b3

a a3
n párok, melyeknek kettős­

sugarai tx u-j, % u2, t3 u3 ; ugyanígy képeznek az ezekhez rendelt 
KIRKMAN-pontok is egy-egy involutiót a t egyenesen, a Ti Ui kettős­
pontokkal. 

Hasonlókép involutiót képeznek a Ti pontokból kisugárzó: 
tf a,1, x™ oLT, a- «2

IV, «3
IV «3

V; IV1 &?, k 7 1 Í V \ P,v fttf* 
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[Vv [V; Tim T2"1. T i" T2VI, TiV T2
IV, T3

IV r / PAscAL-egyenesek, 
melyeknek kettős sugarai t u1; t o2, t u3 és az ezekhez rendelt 
KmKMAN-pontok a ti egyeneseken, a T U; kettőspontokkal. 

A t egyenes Cg1 B3
T A3

n C3
n B 3

m A3
i n pontjaiból kisugárzó 

V V i c'i.T C2X> c i " C2H, a i n a2Ix. a i n i a2IH> V 1 1 Wn egyenespárok és 
a T ponton keresztülmenő c3

r b3
J a3

n c3" b 3
i n a3

m egyeneseken a 
IV B2\ CJ C2\ Cj" C2

n, At
u A2

H, A^11 A2
m , B™ B 2

m pontpárok 
harmonicusan vannak elválasztva a T, t-től. 

A következő sorokban felírt egyenespárok harmonicusan van­
nak elválasztva az U1: iij, illetve U3, u3 és U3, u3-tól 

b,1 c £ ci1 b,1, a t
n a,111, á;ni a,11, b , m c.,11, b2

HI c3". £ * r ,
VI , 

[V1 fi71, Pslv y3
v, fcv r3

IV, ^IV i?\ Í^VT2IV, pVxr2 in, P-211 rí111; 
cx

11 4 * c2
IT a/1, b^1 b 2 \ bj1 b 2

m , c^ a2
JI1, c2

J a,111, T l
VI a2

V I , 
Y VI VI „ IV V y V IV „ IV „ V , , V IV „ III I III I . 
(2 w l ) (3 a 3 1 13 a 3 1 (2 "1 M l " ! ! II a 2 ) 12 a l I 
„ 111 u i n „ i n u í n „ 1 „ rí ,. 1 „ 11 „ 11 u 1 „ 1 1 u 1 vi o vi 
^1 ^2 J d 2 1 * • 1 ^2 5 ^ 9 1 í **I "» 1 "2 " i j ö*i P2 1 

«2VI Pl1™, «3-W P / , «3V l V \ « ^ PV, « / î 2,V, *JV\ tf $*.', 

és ezeknek az egyenespároknak metszőpontjai, a mint azok egy­
másra következnek, harmonicusan vannak elválasztva a T- és t-től. 
Ugyanez mondható, a változtálandók megváltoztatásával, a meglelelő 
KiRKMAN-pontpárokról is. 

2. A szóban levő hatszög STEiNER-pontjai és GAYLEY-egyenesei 
közül II és ÍZ határozatlan a t-n, illetve a T körül; 

P A3 B3 C3 = T, A-. A3 A3 - T 1 : Bx B3 B?_ = T„ l\ l\ 1\ = b t „ 
p a3 b3 c3 = t, a, a2 a3 = t15 pt % % Ép t2, y,. y2 f«j = t ; 

a többi SxEiNER-pontésCAYLEY-egyenes két háromszögpárnak Aj B% Clt 

A2 B2 G2 ; a1 b1 ej, a2 b, c2-nek szögpontja és oldala, melyek a T, t ; 
Uj, u; collineatio-középpontokra és tengelyekre, tehát négyszeresen 
perspectivásak. 

Ez utóbbi állításunk igazolására csak ki kell mutatnunk, hogy 
az A1 Bx C1: A3 B2 C2; Al Bj Cr, A2 C2 B3 háromszögpárok szög­
pontjai a T, t. illetve az Uj, Ujtől harmonicusan vannak elválasztva. 
De a T, t-től harmonicusan elválasztott a^1 a,", b^11 b2™, c / c2

J 

egyenespárok a t1 = a1
lv a3

v, illetve t2 = b1
IV b2

v , t 3 =c í
I V c2

v egye­
neseket az Aj A3, BJ B2. IEJ C2 pontpárokban metszik; és az Uj.-és 
Uj-től harmonicusan elválasztott a!11 a2

m, bj1 c2
x, Cj1 b2

x egyenes-
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párok közül az első a tx et az A1 A2-ben, a második és harmadik 
pedig az tVésUj-től harmonicusan elválasztott t2 t3, t3 t2 egyenes­
párt a Hj C2, Ci B2 pontpárokban metszi. 

A SxEiNER-egyenesek és SALMON-pontok közül a t és T egy 
háromszoros, a t;, tíj és a '\\, Ui egy-egy egyszeres; végre az Aj >3X C15 

A2 B2 C2 háromszögeknek oldalai és az an b t cí, a2 b2 c2 három­
szögeknek szögpontjai egyszeres S'reiNER-egyenesek, illetve SALMON-
pontok. 

3. Hátra volna még a |Vv]j és j[Vv| configuratíók helyzetének 
megvizsgálása a szilárd T Tj t ti alakzat irányában. Ámde, mint 
már említettük, e PAscAL-hatszög az előbb tárgyalt két PASCAL-
hatszögnek különös esete, úgy, hogy mindkettőnek különleges mi­
voltát önmagában egyesíti. Az előbbi két hatszög felől azonban 
kimutattuk volt, hogy a [Vv]^ j[Vv] configuratiók a T Ti t t ; alakzat 
irányában ép úgy viselkednek, mint a [Vv]0 configuratio; ennélfogva 
e körülménynek elég bizonyító ereje van annak kimutatására, hogy 
a hatszög [Vv]j_ j [Vv] configuratióinak helyzete a T Ti t tj iránt 
megegyezik a [Vv]„ configuratioéval. 

Ezért kimondhatjuk, hogy 
Ha egy kúpszeleten hat pontot veszünk fel, melyek négy­

félekép képeznek involutiót, még pedig a T, t; 1\, tx; 1\, tt; 
T3, 4 középpontra, illetőleg tengelyre nézve, akkor e hat 
pont egy különös PASCAh-hatszögnek szögpontja. 

Ha T^i^UJ,), t=(TlT.1T.i), ü^(tts), m = (Tl\), akkor 
ama hatszög 

PASCAL-egyeneseiből hat a KIRKM^-pontjaiból hat a 
t-vel és négy-négy a ti-vel 
egyesül; nyolcz nyolcz a tx 

pontokon megy keresztül és 
oly involutiót képez, mely­
nek kettőssugarai tux; hat 
a T-ponton megy keresztül 
és háromszorosan képez in­
volutiót, melynek kettőssu­
garai a ti Ui egyenespárok. 

A t egyenesen fekvő hat 
KmKMAVí-pontból kisugárzó 

1-vel és négy-négy a ti-vel 
egyesül; nyolcz-nyolcz a tx 

egyeneseken fekszik és in­
volutiót képez, melynek ket­
tőspontjai T Ui; hat a t egye­
nesen fekszik és háromszo 
rosan képez involutiót, mely­
nek kettőspontjai a I\ Ui 
pontpárok A T ponton ke­

resztül menő hat PASCAL-
egyenesen hat KIRKMAN-/?OBÍ-
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hatP\scAh-egyenespára T-és 
t-tó'l és tizennégy-tizennégy 
egyenespár az Ur és ux-tölhar-
monicusan van elválasztva. 

A íiTEiüER-pontokból egy 
határozatlan a t egyenesen; 
a T négyszeres, a T pontok 
pedig háromszoros STEINER-
pontok; a többi hat egy oly 
háromszögpárnak szögpont-
/a, melyek a T és U\ col-

lineatio-középpontokra és 
és t és UÍ tengelyekre vonat­
kozólag, tehát négyszeresen 
perspectivásak. 

E háromszögparnak hat 
oldala és a &\ «i egyenesek 
egyszeres, a t pedig három­
szoros STEINER-egyenes. 

A hatszög [Vv/j, jfVvJ 
pontjai akkép viselkednek a 1 
rendelt PASCAL- egyenesek és Ki 

pár íekszik, mely T- és t-tó'l és 
tizennégy-tizennégy pontpár 
az U\- és Ui-töl harmonicusan 
van elválasztva. 

A GAYLEY- egyenesékből 
egy határozatlan, de a Tpon­
ton megy keresztül; a t négy­
szeres, a ti egyenesek pedig 
háromszoros GAYLEY-egyéne 
sek; a többi hat egy oly há­
romszögpárnak oldala, me­
lyek a T és Ui collineatio-
középpontokra és a, t és Ui 

tengelyekre vonatkozólag, 
tehát négyszeresen perspec­
tivásak. 

E háromszögpárnak hat 
szögpontja és a Ti, Ui pon­
tok egyszeres, a T pedig há­
romszoros SALMON-/?OÖ£ 

confígaratióinak egyenesei és 
' Ti t ti iránt, mint a hozzájuk 
iRKMA-'j-pontok. 




