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Az dltalanos és négy kiilonos Pascal-hatszdg configuratidja.

Dr. Klug Lipdt kolozsviri tud.-egyetemi magintandrtol.
Eldszo.

 sorok czélja teljes és konnven altekinthetd képel nyijtani a
Pascar-hatszoggel kapesolatos configuratiokrol és igy annak tanul-
manyozasat eldmozditani, tjabb kntatdsokra serkenteni.

Tudomasom szerint az utols6 nagy ériekezés targyunkrol
Veronese-t0l szarmazik e czimen: »Nuovi teoremi sull' hexagram-
mum mysticume, Reale Accademia dei Lincei, anno CCXXIV. (1876 —
1877). Ertekezése feloleli a kiilénbozo folyoiratokban, akadémiai érte-
kezésekben és tankonyvekben e targyra vonatkozo tananyagot, de
legnagyobb része egészen U vizsgalatokat tartalmaz. Azonban a téle
hasznalt jelolés nem elég atlekinthetd, gy hogy miivének tanulma-
nyozasa nem kis faradsdggal jar.

Jelen értekezésemben a synthelicus geometria karara koran
elhunyt ScuréTer tanarnak a »Theorie der Kegelschnittes czimii
miivében hasznalt jel6lést alkalmaztam, de a kis-betliket nagy-
betiikkel cseréltem [el.

Ez a jeldlés a conliguratiot attekinthetébbé és azt is Jehelve
teszi, hogy az ilt eléfordulo nagyszamu pontot és egyenest tetszé-
siink szerint kezelhessiik.

Ertekezésem azonban tj dolgokat is tartalmaz, melyek Veronese
értekezésében nincsenek meg.

Elgszor is a Veronese-tol Y-nal jelolt négyoldalakat, de kiilo-
nosen az y-nal jelolt négyszogekel vizsgaltam meg részletesen kol-
csonds helyzetiitkre nézve.
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Egeszen ujaknak tekintenddk azok az ;[ Vv] configuratiok, melyek
a Veronese [Vv]; configuraticival (6 [7z);-vel jeldlte) bizonyos tekin-
tethen dualisan allithatok szembe,

Ujak egvszersmind a tizenot D hiaromszogril szolo vizsgalatok,
‘mely D haromszigek a Veronese A haromszogeinek dualisan felel-
nek meg.

Az altalinos Pascar-hatszog képezle configurationak targya-
lasat meég kiegészitettem négy kialonds Pascar-hatszog helyzeti
viszonyinak megvizsgialasaval. E hatszogeknél egyszer négy, kétszer
négy, haromszor négy és egyszer hdarom, végre haromszor négy és
egyszer hal Pascar-egyenes és ugyanannyi Kirkmax pont egy-egy
egyenessé, illetve ponttd egyesiil.

Ugy tudom, hogy e kiilonis hatszogek felismercse és reajuk
vonatkozd vizsgalataim is egészen ujak.

Kolozsvirt, 1897 jal. 27-én.
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I. AZ ALTALANOS PASCAL-HATSZOGROL.
Bevezetés.

A Pascar-hatszoggel kapcsolatos configuratiokkal szamos kivalo
geometer foglalkozott e szazadban. Stemer! volt az els6, a ki ama
hatvan Pascar-egyenes helyzetét megvizsgalta, a melyeket a teljes
Pascar-hatszogh6l szarmazo hatvan egyszerii Pascar-halszog nyujt,
és azt talalta, hogy: a teljes Pascar-hatszog hatvan Pascar-egyenese
egymést harmasdval husz pontban, az tugynevezetl husz STEINER-
pontban wmetszi.

Priocker 2 kimutatta, hogy a husz SteNErR-pont négyesével
tizenot egyenesen, tgynevezett SteiNer-egyenesen fekszik.

A husz SteNEr-pont és tizenot SteNer-egyenes Hesse ® szerint
egy (1b,, 20,) configuratio, vagyis olyan configuratio, a melyet
harom, paronként ugyanegy kozéppontra perspectivis helyzetii harom-
sz0g a szogpontokat vetitdé harom sugdrral és a harom collineatio-
tengelylyel egyiitt képez.

Hesse,* Grosman®, Staunt ¢ és Bauer 7 kiillonbozé tuton bebi-

! Annales de Gergonne, T. XVIII, 1828. és »Systematische Entwicke-
lung ete.« 311, lap.

* »Ueber ein nenes Princip der Geometrie«. Crerie s Journal, Bd. V.
P. 275.

3 »Eine Bemerkung zum Pascav’-schen Theorems«. Creue s Journal, Bd.
XLIL P. 269.

4 yUeber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloids. Crenre 's
Journal, Bd, XXIV, p. 40.

5 sUeher eine neue Eigenschaft der Stemver’schen Gegenpunktes. Crenie’s
Journal, Bd. LVIII, p. 174

¢ sUeber die Srener’schen Gegenpunkte ete.« Crerne ’s Journal, Bd.
LXII, p. 142.

7 sUeber das Pascar’sche Theorem«. Abhandl. der k. bayer. Akad. d.
W. Bd. XI, 3. Abth. 1874, P
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zonyitottak, hogy a hisz StENER-pont iz par kapesolt polus arra
a kupszeletre vonatkozolag, a mely a Pascar-hatszog koriil irhato.
F tiz pontpart Hesse elnevezte StreiNer-ellenpontok-nak.

Az eddigelé ewlitett német geometerek vizsgdlatait Kmeramax,
Caviey és Samon angol tudosok njabb tételekkel egészitették ki,
melyek olyanoknak tintek fel, mintha az elébbickb] a dualitas
elve szerint kovelkeznének. Kirkmax ugyanis azt talalta. hogy a
hatvan I’_-\:ac_-\s,—egyn-qms egymiast a hisz Srtemwer-ponton kiviil még
hatvan pontban, ugynevezell Kiesxan-pontban, metszi. Cavigy 1
kimutatta, hogv e halvan Kikksman-pont  harmasaval hisz egvene-
sen, a hisz Caviev-egyenesen, lekszik ; s végre SALMoN 2 bebizo-
nyitotta, hogy a hisz Caviev-egyenes négyesével tizendt ponton
megy  keresztiil, melyeket jelenleg Saimon-pontoknalk neveznek.
A hisz Cavrev-egyenes és a lizenot Sarmon-pont egy (20, 15,)
configuratio, mely dualis alakzata a (15, 20,) configurationak, s
melyet hiirom, paronként ugyanarra a collineatio-tengelyre perspectivis
hiromszig képez.

Amde a Kirkyan-pontok, Cavieyv-egyenesek és Sarmon-pontok
nem polaris-reciprocus alakzatai a Pascar-egyveneseknek, Stemer-pon-
toknak és Sreiner-egyveneseknek a Pascar-hatszig koril irt kipszeleire
vonatkozolag, sem egy mas kipszeletre vonatkozolag, a mint azt
Hesse® gondolta. Sét Kimutathato, hogy a Kirkmax-pontok és Pascar
egyenesek még az altalanos reciprocus vonatkozas, a correlatio eselé-
ben sem lehetnek egymasnak meglelelok, mint ScuroTer ¢ gvanita
mert kimutathato, hogy négy, egymast egy pontban (Pascar-pontban)
metszi |;',\5(_1_.\]‘-(-3g3'(4,|1[-‘.5_-‘}l(—PZ oly négy Kxmmax-pont lartozik, a mely
nem fekszik ugyanegy egyeneshen.

A teljes Pascar-hatszognek eddig emlitett lulajdonsdgai meg
mindig nem nyujtanak attekinthets képet a DPascar-egyenesek dés
Kirkman-pontok kolesionos helyzetérsl, mert a configurationak esak
igen kis részérgl szerziink tudomast, ha azt latjuk, hogy hiarom

1 28ur quelques théortmes de 1a geometrie de positione. Crerie 's Journal,
Bd. XXXI. und XXXIV,

# Sarymon-FienLer, Analytische Geometrie der Ebene.

3 »Ueher die Reciprocitiit der Pascar-Stesver’schen und Kinraan-Cavnoy-
Sanvox’schen Siitze ete.s Creone ‘s Jnurn;ﬂ, Bd. LXVIL, p. 193.

* Theorie der Kegelschnitte, 1876. 218. lap.
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Pascar-egyenes egy StriNner-ponton megy keresztiil, és harom Kirk-
van-pont egy Caviev-egyenesen fekszik. Amde Bauer ! kimutatta,
hogy »tiz Pascar-egyenes és tiz hozzajuk fartozo Kirkmax-pont egy
Desarcues-configuratiot (10, 10;) képez, és hogy a hatvan Pascat-
egyenes ¢s hatvan Kirkmax-pont hat ily Desarcues-configuratiora
bomlik«. K hat Desarcues-configuratio pedig kivetkez6 modon csatlako-
zik & STEINER-pontokbol és egyenesekbdl, valamint a Cavrev-egyenesek-
bél és Saraon-pontokbol képezett Hesse-configuratiokhoz, a H== (15,
20,) és H' =(20,, 15,)-hez: »A H configuratio felbomlik hat teljes
otoldalra, melynek oldalai és szogpontjai SteiNER-egyenesek €s STEINER-
pontok ; hasonlokép a H' configuratio felbomlik hat leljes otszogre,
melynek szigpontjai és oldalai Satmon-pontok és Caviev-egyenesek.
A Pascar-egyenesekbdl és Kirkman-pontokbol allo hat Drsarcues-
configuralio mindenike amaz Ololdalak egyike koriil és amaz o6t-
szigek egyikébe van beirvae.

Veronnse 2 végtelen sok oly configuratiot [Vv]; talalt, mint
a Pascar-egyenesekbdl és  Kirkman-pontokbol iallo, melyeknek min-
denike hatvan v; egyenesl és hatvan V; pontot tartalmaz. Mindezen
configuratiokban a Vi-pontok harmasival a Caviev-egyeneseken fek-
szenek, és a vi-egyenesek harmasival a Stemer-pontokon mennek
keresztill, s végre mindenike e [Vv]-configuratiocknak hat Desarcurs-
configuratiora bomlik.

A [Vv]i-configuratiok azonban abban kiilonboznek a Pascar-
egyenesek és Kirkman-pontok képezte configuratiotol, hogy az utéb-
biakban a hatvan Pascar-egyenes egymdst négyesével negyvenot
pontban (G-vel jellend6 Pascar-pontokban) metszik, holott a [Vv];-
configuratiok vi-egyenesei ezl nem teszik.

A végtelen sok [Vv]i-configuration kivil van azonban még mas
véglelen sok, melyeket [Vvl-vel jelolok és melyeket tudtommal
még eddig nem vizsgillak. A ;[Vv]-configuratick szintén hatvan
2V ponthol ¢és hatvan ;v egyenesbél allanak, melyek harmasaval
a Caviey egveneseken fekszenek, illetve a Stemer-pontokon mennek
keresztiil, és ugyancsak mind hat Desarcues-configuratiora bom-

lanak.

t Lisd a 103. old. 7. jegyzetét.

2 Nuovi teoremi sull' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia dei
Lincei, vol. CCLXXIV. (1876—77.)

Orv.-term.-tud. Frtesiti, 1897, 3
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E configuratiok elsejének, t. i. [Vv]-nek az a tulajdonsdga,
hogy a Pascar-egyenesekb6l és Kirkman-pontokb6l 4llo configura-
tioval bizonyos tekintetben dualisan szemben allithato. Ugyanis a
hatvan ,V-pont itt négyesével negyvenst egyenesen, og egyenesen,
fekszik tgy, a mint a hatvan Pascar-egyenes egymast négyesével a
negyvendét G pontban metszi.

A negyvendt .g egyenes tizenst D haromszognek oldala, me-
lyeknek csak tizenot szogpontjuk van ugy, a mint a negyvendt G
pont tizendt A haromszégnek szogpontja, a melyeknek csak tizent
oldaluk van; az utébbiak egyszersmind a teljes Pascar-hatszognek
tizenot oldala.

A tizenét D haromszog a tizenst A haromszoggel a Sarmox-
pontokra €s a StemEr-egyenesekre, mint collineatio-kézéppontra és
tengelyre, perspectivis; a megfelelé oldalparok egymast negyvenst Y
pontban metszik, és a meglelels szigpontparok Osszekoté egye-
nesei negyvent y egyenest adnak.

Mar VERONESE észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye-
nesek a [Vvli-configuratiokkal szorosan osszefiiggnek, a mennyiben
mindenik Y-ponton két egyenes megy kereszt(il, a melyen két Vi,
és két Vyiy, fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a
melyekben k€t Vi, és két v,ip, egyenes egymdst metszi.

Ugyanez mondhat6 egyszersmind a ;[Vv]-configuratiok pontjai-
rol és egyeneseirdl is, t. i.: ket sig1V €s két 444V pont mindig
ugyanegy egvenesben fekszik egy Y ponttal, és két v, valamint
két 444V egyenes egy y egyenesen talalkozik.

A kovetkezGkben szandékunk a Pascar-hatszoggel kapesolatos
configurationak itl toméren el6adott tulajdonsagait kimutatni és a
nyert tételeket négy nevezetes kilonds Pascar-hatszdgre alkal-
mazni.

Az. utobbi hatszégek szogpontjai a kupszeleten egy-, két-,
harom- vagy négyfélekép képeznek involutiot. Latni togjuk, hogy
ezekhez az involutiokhoz tartozé involutio-tengelyek és kozéppontok
mindig tobbszorés Pascar-egyenesek és Kirkman-pontok; tovabba,
hogy azok a [Vv];, j{Vv] configuratickban is tobbszoros egyenesek
és pontok lesznek.
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1. Pascal tétele.

1. Pascar mfiveiben ! olvashatdo a kivetkezd tétel:

»Ha két, egy kor sikjaban fekvé pontbal M és S-bdl szelGket
hizunk a kérhez, melyek azt a K, P, illetve a Q, V pontokban
metszik, és ha az MV, SK egyeneseknek mésodik metszGpontjai a
kirrel az O, N pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy
ponton mennek kereszttil. A tétel akkor is igaz marad, ha a kort
egy kupszelettel helyettesitjike. (5. abra.)

Pascar-nak e hires tételét jelenleg a kovetkezGkép szokas
kifejezni :

Egy kupszelethe irt hatszog szemben fekvd oldalai egy-
mast harom, ugyanegy egyvenesen fekvd ponthan metszik.

A kupszeletbe irt hatszoget Pascar-hatszognek, azt az egye-
nest, a melyben a hatszog szemben fekv( oldalai egymast metszik,
Pascar-egyenesnek nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kup-
szeletbe irt hatszog szemben fekvd oldalai egymast metszik, VERONESE-
vel Pascav-pontok-nak fogjuk nevezni.

A tételt, melynek bizonyitisa Pascar miiveiben nem taldlhato,
SteINER szerint legegvszeriibben bizonyithatjuk be, ha a kiipszelefet
két altaldnos helyzetli projectios sugarsor képz6dményének tekintjik.
Ha a kupszeletbe irt hatsziog szogpontjait ABCDEF betiikkel (2.
dbra), az AB, DE; BC, EF; CD, FA; ED, AF; CD, EF egyenes-
parok metszépontjait L, M, N, I, K,-gyel jeloljiik, akkor

C(EFDB) /A A (EFDB)-hdl
(EFK, M) A (EIDL).

Minthogy az EF, ED egyeneseken fekvs projectiés pontsorok
EFK, M. . ., EIDL .

perspectivas helyzetiiek, mert E-ben megfeleléleg kozds pontjuk van,

az FI, K, D, ML egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA,

CD, ML egyenesek egymast egy pontban metszik. Minthogy azonban

FA, CD a hatszognek két szembe fekvdé oldala, az M, L pontok
pedig a BC, EF ; AB, DE szemben fekv0 oldalaknak metszépontjai,

! Essai sur les coniques. — Oeuvres complétes. (1640.)
8*
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kovetkezik, hogy az ABCDEF hatszognek szemben fekve oldalai egy-
masl egy egyenesen fekv6 pontokban metszik.

A tétel meg is fordithato, t. i.: Ha egy hatszog szemben fekvo
oldalainak metszépontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak
szogponlijai egy kipszeletnek (vagy egy egyenesparnak) pontjai, mert
koziilok négy szogpont a mésik kett6bol projectios sugarakkal pro-
jicialhato.

Ugyanis az el6bbi jelolést megtartva, ha

(EFK, M) A (EIDL),
akkor egyszersmind

C(EFDB) A A (EFDB).

2. Ha az ABCDEF teljes Pascavr-hatszog alabb felsorolt olda-
lainak metszGpontjait kiovetkezékép jeloljiik :

(BC, ED)=1,, (BC, AF)=1,,
(AB, FE)=K,, (AB, CD)=K,

akkor lathato, hogy az
I 1, KK K,

héromszigek perspeclivasak, mert megfelelé oldalainak II,, KK, ; I, T,
KKy ; L1, Ky K metszépontjai N, M, 1., egy egyenesen fekszenek.
Minthogy a meg nem felel6 oldalaknak metszépontjai az ABCDEF
pontok, mondhatjuk: Ha két haromszog akkép van egymasra vonat-
koztatva, hogy az egyik haromszog oldalainak a masik haromszog-
nek bizonyos oldalai telelnek meg és ha a meg nem felelé oldalak
metszpontjai egy kupszeleten [ekszenek, akkor a haromszigek
perspectiviasak, és igy a megfeleld oldalaknak metszépontjai egy
egyenesen lesznek és forditva:

Ha két haromszog perspectivas, akkor a meg nem feleld

oldalak metszépontjai kip- | — szigpontokat Gsszekotd
szeleten fekszenek. egyenesek egy kupszeletnek
érintoi.

3. Hat altalanos helyzeti pont egy sikban hat szdgpontja egy
teljes hatszbgnek, mely hatvan egyszerii hatszigre oszthatd fel. Ha
ezen egyszer(i hatszogek kozil egynek szemben fekvé oldalai egymast
egy egvenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszdgnek szogpontjai
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egy kiipszeleten fekszenek és igy a t6bbi b9 egyszerii hatszignek
szemben fekvd oldalai egymast szintén egy-egy egyenesen metszik.

Sreiver volt az els6, a ki a feljes Pascav-hatszoghdl széar-
mazo hatvan egyszerd Pascal-hatszog PascaL-egyeneser
helyzeti viszonyanak megallapitisat tizte ki vizsgélata
targyaul.

2, A Steiner-ellenpontokral,

4. Ielﬂl_jiik ‘%canjrml szerint egy Pascav-hatszognek szog-
pontjait 1,2,3, 4,5, 6 szamjegyekkel (1. abra). Az 123456 egy-
szerl hatszognek szcmhen fekvé oldalai

12, 45; 23, 56; 34 61

egymast egy Pascar-egyenesben metszik, melyel mi p'-vel, vagy
12345 6-tal (tehat
p'=123456

-tal) jeldliink.

Ama 123456 hatszognek egymasra nem kovetkezé oldalai
12, 34, 56; és 23, 45, 61; valamint f6atloi 14, 25, 36, harom
haromszognek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-kozép-
ponlra perspectivisak.

Ugyanis az
12 34 56
45 61 23
36 25 14

haromszdgek koziil a két elsé perspectivas, minthogy megfelels olda-
lainak metszopontjai a p"=123456 Pascar-egyenesen fekszenek,
és a meglelelo szogpontoknak Osszekoté egyenesei
V= (12, 84) (45, 61)
v = (12, 56) (45, 23)
=(34, 56) (61, 23)
egymast a Il collineatio-kozéppontban metszik.

Amde
az 1634 D 2 PascAL-latszog miatt (b 2, 3 6) pont a 7'V egyenesen fekezik,
az 123654 > » (836, 14) pont a =¥ » »
az 143256 » » (14, 25) pont a ¥ » »

t L. a 104, oldalon id. m. 133. oldaldt.
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és igy a harmadik haromszog a két elsé irant szintén perspectivis.
A szarmazo két 1j collineatio-tengely p™ =143652, p'=163254,
a p" collineatio-tengelyt egy P pontban metszi.

Megjegyezhetd még, hogy az

12 45 36
56 23 14
34 61 bH2

haromszégek szintén perspectivasak, még pedig a P collineatio-kozép-
pontra; a collineatio-tengelyek a ='v, =¥, ="' egyenesek, és a szdg-
pontokat projicialo sugarak a p', p", p"* egyenesek.

E szerint mondhatjuk :

»Ha egy Pascav-hatszig szégpontjai 1,2, 38,4,5,6, akkor az
b 6

b 2
b 4

o

.

1
1
1

o DO
L w W
[ Lo =]

és az

» b 4
5 2
b 6
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egyszerii Pascar-hatszigeknek Pascar-egyenesei egy P, ilietve egy II
pontban metszik egymaste.

E két P és Il pontot egyiittesen egy par Stemer-ellenpont-
nak vagy egy SteNer-ellenpontpdrnak, kilon-kilon pedig SteiNer-
pontnak nevezik.

Ha szemligyre vesszikk az elébbi hat Pascar-hatsziget, azt
latjuk, hogy a paratlan helyen dllo szogpontok 1, 3, 5, mind a
hat hatszognél ugyanazok ; ellenben a péaros helyen levd szégpontok
2, 4, 6, az elsé csoportnal el6rehaladolag, a masodikndl visszalelé
haladolag vannak cyclicusan feleserélve. Ugyancsak ezeket a hat-
szogeket nyerjiilk akkor is még, ha a pdaros helyen levé szdgpon-
tokat hagyjuk valtozatlanil, és a paratlan helyen leviket cserél-
Jik fel elore- és visszafelé haladolag cyeclicusan.

Minthogy hat elemb6l harom elemet hiiszfélekép lehet kiva-
lasztani: egy teljes Pascar-hatszighdl tiz par Steiner-ellenpont szar-
maztathaté le, vagyis:
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Egy teljes Pascar-hatszdg hatvan Pascai-egyenese egy-
mast harmasédval hisz SteiNer-pontban metszi, mely tiz par
Sreiner-ellenpontot képez.

5. Egy par Sruxer-ellenpont kapesolt poluspar arra a
kupszeletre vonatkezolag, mely a Pascav-hatszog koril
irhato.

E tételt Hesse! dllitotta fol és egy stercometriai tétel segélyé-
vel bizonyitotta be.

Vegyiink fel harom egyenest g, g; g,-6t, melyek kozil egyik
sem metszi a masik kettét és legyen hy hy hy hiarom egyenes, mely
amazok mindenikét metszi. Jeloljiik a g, h; egyenesek metszdpontjat
(g hy)-vel, a g, hy-n keresztiil mend sikot [g;h;]-vel.

A (gihy, (g hy) pontok Bsszekitd egyenese és a [g;hy], [gx hy]
sikok metszfvonala ugyanegy egyenes, vagyis

(gihy) (g hy) = [gihy] [gx hy]

(gi hj) (gk hl) (gm hn ); [gi hj] [gk hl] [gm hn]

sik és pont egymasnak polarissikja, illetéleg polus a g, g; g hy hy hg
egyeneseken kereszifil mené ¢ mdsodrendii felilletre nézve.
Ha

(8 hy) (gshg) (gsh)=p (81 hy] [g he] [8s hy] =R’
(81 hs) (85 hy) (g5 hy) =p" (8 he] [2 hy] [g5 h,]=R"
(81 ha) (gs hy) (8 he)=p" (81 hg] [ h,] [g hg]=R"
(8hg) (g5 hy) (gshy) =0 (g, hy] [gs h,] [g hy]=F
(81 hy) (gs hy) (g5 hg)=10" (g1 h,] [g hs] [gs he]=5"
(g1 hy) (g5 hg) (gshy)==0" (g h,] (g h;] [gs hy]= S

ro_rtr o _rrt

kimutathatd, hogy az R'R"R"™ pontok a ¢'5"¢" sikok metsz§vona-
laban és hasonlokép az S'S”S™ pontok a p'p" ™ sikok metszovo-
nalaban fekszenek, a mibdl mivel R’, g'; R”, g";. . . polus és

polussik kivetkezni fog, hogy az

g = Rr Rn er = G" G" UHI'! r = Sr Srr Sm — P' P,, Pm

és a

egyenesek reciprocus-polarisok a o feliiletre nézve.

t Ueber das geradliniege Sechseck auf dem Hyperboloid. Crerie s Jour-
nal, Bd. XXIV, vagy Scurorer: >Theorie der Oberflichen IL. Ord.< 117. old.
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Ugyanis

az R’ pont a [g, h,] [g hy] = (g, h,) (g h,) egyenesen,
az R” > a (g h] [gh,]=(gh) (ghy) >
az R” s = a [gghy] g, hy]= (g, hs) (g bs) G

fekszik, mely utobbiakon és igy az R'R”R” pontokon a o sik
keresztiil megy. Hasonlo egyszerii tton kimutathato, hogy o, o™
sik is keresztil megy az R'R” R"” pontokon és a g'p”p” sik az
S'S”S™ pontokon.
A ‘g g g h,h, by sugarak a kovetkezo hat hatlapot hataroz-

zak meg:

8 hy g hy g by g hy g hg gg hy

g1 h, g hy gy hy g: by g by g4 hy

g hg g hy g5 by g hy g hy g5 hg,

melyek kozfil az els§ haromnak és az utobbi héromnak szemben
tekv6 lapjai (mint [g, h,], [h, g;]) egymast megteleloleg a ¢ " g,
illetve a o'c"¢” sikokban metszik.

Ezek utin kimondhatjuk a kovetkezo segédtételt :

»Harom egyenes, mely egymast paronként nem metszi, és
hirom egyenes, mely az el6bbicket metszi, hat rajtuk kereszttil
mend hatlapot hatdroz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsiga
van, hogy a szemben fekvé lapjaik metszovonalai egy sikban fek-
szenek. E sikok koziil barmelyik harom és a masik harom egymast
egy-egy egyeneshen metszi, a mely egyenesek reciprocus-polarisok a
hat felvett egyenesen keresztiil fektetett II. r. feliiletre nézves.

Ha ezutdn a g, g g, hyh, hy egyenesen keresztil mend ¢ IL. 1.
[elilletet, ama hat egyenest és a t6lik meghatdrozott hat hatlapot
egy ¢ sikkal metsziik, akkor e-nak metszése g-vel egy k kupszelet;

a 818 . - . . egyenesekkel az 135246 pont, mely k-n fekszik ;
a hat hatlap lapjaival, az

123456 123605H4

143652 163452

163254 143256

Pascar-hatszogeknek oldala; azokkal a g p"p”d o”c” sikokkal, a
melyekben a hatlapok szemben fekvé lapjai egymast metszik, ama
Pascar-hatszogeknek r'1r”r”s s”s” Pascar-egyenese ; végre azokkal
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az r, s egyenesekkel, a melvekben a p'p" ¢ és o' " " sikok egy-
mast metszik, az r'r"1r'" és 8's"s" Pascai-egveneseknek R és S met-
sz6pontja, melyek egy Striner-ellenpontpar. Minthogy az r, s egye-
nesek reciprocus-polarisok a o feliiletre nézve, az R, S STEINER-
ellenpontpar kapesolt poluspar lesz a k kupszeletre vonatkozolag.

6. A tételnek egy masik bebizonyitisa Sraupr-10l! szirmazik
és a kivetkezd :

Ha két kupszeletet collinearisan akarunk egymdsra vonat-
koztatni, akkor az egyik kipszelet hirom pontjanak megfelel6 harom
pontot a masikon tetszés szerint veheliink fel, s ez daltal az egyik
kiipszelet minden pontjanak egy hatarozott pont felel meg a masik
ktipszeleten.?

Vonatkoztassuk az 123456 Pascar-hatszog kortl irt kup-
szeleletet tnmagara az altal, hogy az 135 pontjaihoz a 246 pon-
tokat rendeljiik. Tudvalevileg megfelel6 pontoknak érintoi a collinearis
vonatkozasban szintén meglelelék, valamint megfelelé egyeneseknek
metszépontjai is. Ebb6l pedig az kivetkezik, hogy annak az x egye-
nesnek, melyben az 135 pontok érintéi az 135 haromszog 35 51
13 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a
246 pont érint6i a 246 haromszog 46 62 24 oldalait metszik.
Ennélfogva az x és y megfelel6 egyeneseknek képzetes metsz&pontjai
- X, X,, illetve Y, Y, szintén megfelel6k.

Minthogy

136 XX; A 246 YY,,
azért az
(14, 23), 36, 45), (16, 25), (XY,, X, Y)

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.! De az els§ hdrom pont a
p'=163254 Pascar-egyenesen van; ennélfogva a p* egyenes
keresztiil megy a
B = (Y X Y)
ponton.
Ha ellenben a k kipszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy-
masra, hogy az 135 pontoknak egyszer a 462, masszor a 624

t Uber die Sremser’schen Gegenpunkte. Crerie 's Journal, Bd. LXII.
2 Sraupr: Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal.
¢ Kuve : Projectiv geometria 102, oldal, 84. pont.
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pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, X,; Y, Y,
pontok valtozatlanok maradnak, tehdt ismét

135 XX, A 462 YY,
135 XX, A 624 YY,

és a p"=123456, p"=14365H2 Pascar-egyenesek szintén
keresztil mennek a

P=XY, X;Y)
ponton.

Ha folytatélag a k kipszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk
egymasra, hogy az 135 pontoknak a 264 vagy 642, végre a
426 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 24 6 pontokkal ellen-
kez§ értelmiileg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg-
felelok maradnak, de az X, X, pontoknak az Y,, Y pontok felel-
nek meg.

Ennélfogva

1856 XX, X 264 Y, Y

135 XX, A 642Y,Y
136 XX; A 426 Y,Y,

a mib6l, mint elébb, kovetkezik, hogy a
™=143256, ©"=123654, n¥=163452

Pascar-egyenesek a
I=XY, X,Y;)

ponton mennek keresztiil.

Amde a p'p”p™ és n¥'n' 'V Pascai-egyenesek egymast a P,
IT Stewer-ellenpontparban metszik, mely mint a k kipszeletbe irt
XX, YY, képzetes négyszognek atlospc  “rja, k-ra vonatkozolag
kapesolt poluspir.

A tétel még a kovetkezo segédtétel alapjan is bebizonyithato :

Ha az
XX, YY,, 27, U,

pontpérok kapcsolt polusok egy kiipszeletre nézve, akkor a

V=(XY, 2U), V,=(X, U, Y,%)
W=(XU, YZ), W,=(X,Y,, Z U,)
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pontpiarok egyidejitleg vagy kapcsolt polusok, vagy nem
kapesolt polusok a kipszeletre nézve.

Ennek kimulatisa pedig kovetkezdkép torténik :

Ha xyzuvw egyenesek az XYZUV W pontoknak polarisai,
akkor az xyv és a zuv egyenesek egy-egy pontban talalkoznak,
mivel az XYV és ZUV pontok egy-egy egyenesen fekszenek.

De az xyzu egyenesek az XY ZU pontokhoz kapesolt polu-
sokon X, Y, Z, Uj-en mennek keresztiil és a szerint, a mint V,, V
kapesolt poluspar, vagy nem az: a V, pont a v egyenesen fekszik,
vagy nem fekszik rajta.

Az elsé esetben az

XY|X1Y1l
uz| U 7 |

haromszogek a V, collineatio-kdzéppontra vonatkozélag perspec-

tivasak, tehat a
Wl. = (XI Y, U1 Z1)

| (xu), (y2) |

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az | XU |, |[YZ | egye-
nesek polusin megy kereszliil s, mint ilyen, a

W=(XU, YZ)

pont az

poninak polarisa w; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes
keresztiil megy a W,-en, és igy a W, W, pontok kapcsolt polusok
lesznek.
Visszatérve az 123456 Pascar-hatszighez, legyen
X=(14%4, 23), Y=(23, 56), Z=(45, 12), U=(36, 45)
X,=(12, 34), Y,=(36, 25), Z,=(25, 14), U,=(34, 586),
tehat
XY=23, X,U,=384%, XU=p", X, Y,=="
UZ=45, ¥;2,=25; YZ=p", Z; U; =="~
Minthogy
(XY, UZ)=(238, 45), (X, Uy, Y,7,)=(34, 25)
kapesolt poluspar, egyszersmind
XU, YZ)=@py=P, (% Y;, % U)=@" =1
kapesolt poluspar lesz.
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A kovetkezbkben a Stemer-ellenpontparokat P, 11; A, A,; A,,
Ay; A,y Ay By, By By, By By, B, QL Ty ; Gy, Ty Gy, Ty betiikkel
fogjuk jelolni; tovabba azokatl a Pascar-egyeneseket, melyek egymast
e SteNver-pontokban metszik, .ugyanilyen kis-bettikkel jeloljik s meg-
kiilonbdztetésiil még ellatjuk felsé mutatokkal. (Lasd az 1. lablat).

3. A Kirkman-pontokrol,

7. A teljes Pascav-hatszog hatvan Pascai-egyenese egy-
mast harmasaval a hisz Steier-ponton kiviil még hatvan
ugynevezett Kirkman-ponthan metszi.

Egy teljes hatszog 123456 oldalainak szama (§) =15, t. i.

12, 13, 14, 15, 16, 28, 24, 25, 26, 34, 35, 86, 45, 46, 56.

Ha ezek kozil az oldalak kozGil Scurorer? szerint kivalasz-
tunk oly hatot, a melvek egy egyszer(i Pascar-hatszoget képeznek,
akkor a megmaradt kilencz oldalbél ecsak harom oly egyszerii hat-
szoget alkothatunk, a melyek a teljes Pascar-hatszigben eléfordul-
nak ; ez utobbiaknak Pascar-egyenesei egyinast egy Kirkman-pontban
metszik.

Ha pl. a fentebbi tizentt hatszigoldalbol az

123456
hatszog oldalait kivalasztjuk, akkor a megmaradl kilencz oldalbol
a kovetkez6 hatszogek és csakis ezek, alkothatok:

135264

351426

513642,
mint a teljes 123456 hatszognek egyszerii hatszdgei.

Ha e hatszigek szemben fekv( oldalainak metszdpontjait kivet-
kezokép jeloljiik :

(13, 26)=L;, (3h, 64)=M,, (32, 41)=N;,
(85, 42)=1L,, (b1, 26)=M,, (14, 63)=N,
(13, 42)=L,, (b1, 64)=M,, (36, b2)=N,
akkor lathatd, hogy ama hatszigek Pascar-egyenesei:
Ly My N, Lo M, Ny, Ly M, N,.

t 1., a 104, oldalon id. m. 217. oldalit.
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Amde az M, M, My, N, N, N; hdaromszdgek oldalai koz(il

M, M,, N; N, egymast az (51, 63) pontban,
M, M,, N, N; » » (23, 14) »
M; M;, N; N, % » (64, b2) L

melszik, melyek, az 1523 64 Pascar-hatszig szemben fekvd oldalai-
nak metszépontjai lévén, egy egyenesen b, = 15 2 3 6 4-en fekiisznek.

Az M; M, M;, N, N, N; hiaromszogek lehat perspectivasak, s a
megleleld szogpontokat Osszekoté My Ny, M, N,, M, N, egyenesek,
vagyis ama harom Pascar-hatszog Pascar-egyenesei:

5" =13526 4
B =142635
6 = 136425

egymast egy Kirkman-pontban, P" = (3," ," B;")-ban metszik.

E Kikkman-pontrol, melyben az 1 2 3 4.5 6 hatszoggel kozos oldalt
egyet sem tartalmazo 13H264, 351426, 13642 Pascar-hat-
szigek Pascar-egyenesei egymast metszik, azt mondjuk (ScuroTER
szavail haszndlva), hogy a p"=1234bH6 Pascar-egyeneshez van
rendelve. Minthogy pedig ilyenforman minden Pascar-egyeneshez van
egy Kirkman-pont V rendelve: a Kirkman-pontok szama hatvan.

4. A Pascal-egyenesekbdl és Kirkman-pontokbol
allo Desargues-configuratiok.

8. Az egymast Kirkvman-ponthan metszd harom Pascar-
egyeneshez rendelt Kirkmax-pontok abban a Pascar-egyenes-
ben fekiisznek, a melyhez az elébbi KirkMmax-pont ren-
delve van.

E tétel legegyszeriibben tgy bizonyithaté be,® hogy el6bb fel-
irjuk azokat a Pascar-egyeneseket, melyek egy Pascar-egyeneshez
rendelt Kirkman-ponton mennek kereszt(il és aztian azt a kilencz
PascaL-egyenest, melyek egymist a hirom Pascar-egyeneshez rendelt
harom Kirkman-pontban metszik, vagyis, hogy felirjuk a kévetkezd
tablazatot :

t .. Veroxese-nek a 101, oldalon id. munkdja 17, oldalit,
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a,"'=156342

Bs"=13H5264 { p'=5H61234

| &"=615423

( a,"=312564

p'=123456 B"=851426 | p"=128456

Il c,"=231645

( 2,"=534126

B,"=bH13642 { p"'=345612

|l c,"=453261,

hol

a ﬁau an ﬁlu PASCAL-egyenesek a p"-lwz rendelt KIRKMAN-ponton P“-n,
az asn p" Cs" » » {33“ » » » B:“'“--['l.|
az a," pu Czlr 5 i [3;‘11 - N B,™n,
aza,” pu c," ¥ § ﬁ;n o # B,"n

mennek keresztil.

Ebbél lathato, hogy a B, B,"B,™ Pascar-egyenesekhez rendelt
B,"B,"B," Kirkman-pontok a p" egyenesen fekiisznek.!

A fentebbi tablaban tiz Pascar-egyenes fordul el, a melyet
mind meghatdroz a p" egyenes. De ama tiz Pascar-egyenes bar-
melyike ugyanazon modon, mint p", meghatirozza a tobbi kilenczet,
a mit a kovetkezd tablazatbol lathatunk:

¢"=164523
B, =6413852
e, "=416235

a,"=156342

B, =513642
B,"=1385264 ) p'=561234 | B,"=1835264

: B,"=351426
2,"=652134
B,=526413
a,"=265341.

¢,"=615423

L

S R P ——— s e e g,

! Hesse tigy vélte, hogy azok a Pascat-egyenesek, melyek a j,1T g1 .11
Pascar-egyenesekhez rendelt Kirkmas-pontokon mennek keresztil, egyméastsl
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E szerint a
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Pascar-egyenesek mindegyikén harom Kirkman-pont fekszik, és e
Kirkman-pontok mindegyikén héarom Pascar-egyenes megy keresztiil.
E tiz Pascav-egyenes tehal egymiast a kovetkezo tiz

]_)TI BI‘II BSII BSII Alll A?‘“ Asll I‘lll I‘EII I‘sll

Kirgman-pontban metszi s igy egy Desarcues-configuratiot (105, 10,)
képez, melynek minden egyenese Pascar-egyenes és minden pontja
Kirgman-pont.

9. Induljunk ki egy masik Pascar-halszioghdl, pl. az 16325 4-
b6l, melynek p* Pascar-egyenese az elobbi tizt6l kiilonbozik, s mely
tehdl ismét még 1uj kilencz Pascar-egyenest hataroz meg. Ugyanigy
lehet a p™ =" =n" ©¥' Pascar-egyenesekkel kapesolatos kilencz-kilencz
Pascar-egyeneset is meghaldrozni, vagyis az 0sszes Pascar-egyene-
seket tizesével hat csoportba osztani, mint azt az 1. tablazat a
120-ik oldalon mutatja.

E tablazatban a Pascar-egyenesek akkép vannak hat csoportba
osztva, hogy, ha barmely csoport els6 Pascar-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjiik, akkor a kivetkez6 hdrom Pascav-egyenes vetité-
sugara ama perspeclivas haromsziogek szdgpontjainak, a melyeknek
oldalait a kovetkezG hérom-hdarom Pascav-egyenes képezi.

Kimondhatjuk tehat a kovetkezo tételt: Hgy teljes Pascar-
hatszognek hatvan Pascav-egyenesébil (v) és hatvan Kirk-
MaN-pontjabol (V) 5116 [Vv]-configuratio hat Desarcurs-
configuraticra (10,, . ' -~a oszlik.

10. Minden Srewer-ellenpontpéron keresztiil mend hat
Pascar-egyenes egy-egy Desarcurs-configaratidhoz tartozik.

Ez kittinik a 121-ik oldalon kovetkezd Il. tablazathol, melyet
a 4. pont ertelmében az I. tablazathol képeztiink.

kitlénboz6k (Crevee 's Journal, Jahrg. 1868, p. 193), a miért is nem taldlhatta
meg azt a hat Desarcuss-configuratiét, a melyre a hatvan Pascar-egyenes
felbomlik.
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5. A Cayley-egyenesekrol,

11. Az el6bbiek meggyGzhettek arrol, hogy a hatvan Pascai-egyenes
harmasaval a hisz SreiNer-ponton és hatvan Kmkamax-ponton megy
keresztfil, tovabba hogy a hatvan Kirkmax-pont harmasaval a hat-

p'=163254
%'=126435H

»=135642
“31:134265
b'=142563
b,)'=152634
bi=125364
¢,'=165423

p'=12345

B o= 364;;’)
B '=14263H
B,"=13H264
0,"=145326
e, X=164523
c,'=154236

2,"=126534

p'=143652
Y2 =135426
1. '=132645
Yo o=164285
a,=156432
=165 34.2
'f”*126543
b, "=152364

=154326 | a,"=125643 | b,"=142536
¢'=164532 | a,"=156342 | h,"=145263
V. V. VI,

n=168452

a,V=146235
b, V=182465

,"=185624%
%V=16H243
BY=162534
1:"=152846
V=124563
BV=145362
s '=154632

=123654
a,"=135246
b,Y=162435
%*:134625

T=1b4363
"“—12 H463
'y.‘ V=124536

=156234
j]‘:l/i[J‘)23
yv,'=165324

(1. tablazat.)

VI=143256
a,"=136245
by, =135462
"'=124635
%"'=146532
B,Y1=156324
V=145623
%, 1=125346
B,Y'=152436
vs'=162543

van Pascav-egyenesen fekszik. Vizsgdljuk most meg, vajjon a hat-
van KRkmaN-pont nem fekszik-e szintén hiarmasa vaJ még
més hiisz egyenesen ?
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A P Sremer-ponthan egymist metsz6 p', p™, p'" Pascar-egye-
nesekhez rendelt P, P™, P Kirkman-pontok metszdpontjai a kovetkezd
Pascar-egyeneseknek :

%,'=126435 B,"=136425 """=135426
wg'=135642 B,"'=14263b 1""=132645
%,'=134265H B;"=1356264 1" =164235b.

STEINER- I5== rajtuk kereszttil mend STEINER-  |a rajtuk keresztfil mend
pontok, ‘ PASCA L-egyenesek pontolk, PASCAL-egyenesek
P PI, pu’ pm 11 ,Rw.J TEV., Vi
A, a,", a,", a,™ A, Y, o
B, b,"¥, b,"", by B, B.% B B
C| clw‘* C,', Clu FT 'ﬁm: Tlva TIYI
As 8,7, &, @t A, e
Bg bz\.: b‘ima bﬁ[ B2 _111’ Biwa EW
G, Gy Cf, GM T, 7 Tsw‘ Tzw
AS ali‘rlf aﬁ"! aa'l” A‘ﬁ\ “a!: “31") m'-'lv
B, bsna bam, har B:: {33:[1 [331\(, ps\'
Ga C:!\rls 031, ('-'3” PS Tanta T:sw} Yﬁv
(L1, tablizat.)
De az

T@ 1., 1 ipR 1M, 11 IR IT,, I0X
% BT, %[33 Ta “a?‘s s

haromszogekrdl bebizonyithatjuk, hogy azok paronkint perspectivasak.

Ugyanis
az (IZII ﬁln) (Ggl [3211J szOgpontokat Gsszekitd egyenes a Ca"[ PASCAL-egyenes
a ([31]1 Tllil') (BBH Tsln} " » > asvx »
a (Tlln 0511) (Yﬂnl 121) % ™ » bsvt %

mert ezek az egyenesek a megfelels (5 1, 64), (35, 42), illetsleg (13,
42), (51, 26) és (35, 26), (13, 64) Pascav-pontokon mennek
keresztiil.

Minthogy az utobbi Pascar-egvenesek egymast abban a IV
KirkMAN-pontban metszik, mely a =" Pascar-egyeneshez van ren-
delve: az o,"3,"y,"", a,"B," v,™ haromszogek megfelels oldalainak
metszépontjai, azaz a

Orv.-term.-tud. Ertesits. 1897. 9
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PI: (all aﬂl aa'l), Pll:(ial'll ﬁall aalll), E)ln =(T111] Tﬂ“l T&TII)
Kimrkman-pontok ugyanegy p egyenesen fekszenek.

Ebbél folyolag a kovetkezé tételhez jutunk :

EBgy Steer-ponton keresztiil mend héarom Pascai-egye-
neshez rendelt hérom Kirkman-pont egy egyenesen fekszik,
melyet a SteNer-ponthoz rendelt Caviev-egyenesnek neveznek.

Minthogy a teljes Pascar-szig husz StriNEr-pontot hatéroz meg,
a Caviev-egyenesek szama szintén hisz. K szerint:

A hatvan Kirkman-pont hdérmasaval a hisz Caviey-
egyenesen fekszik.

Jegyzet. Mi a kovetkezdkben a Caviev-egyeneseket ugyanazon,
de kis betiikkel jeloljilkk, mint a Stemer-pontokat, a melyekhez ren-
delve vannak, és azokat a Caviev-egyeneseket, melyek egy-egy STrINER-
ellenpontparhoz rendelvék, Caviev-ellenegyenesek-nek nevezziik.

12. Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy az o' B, v,™, o5" B™ 2™,
%" B v;™ haromszogek paronként a

p — (l)l I_]l[ PIII)
Caviey-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozélag paronként
perspectivasak ; a vetité sugarak az a," b,*V ¢;", a;¥ b,V ¢,V a; V' b; V¢, Yt
Pascar-egyenesek ; a harom collineatio-kozéppont a = Caviev-egye-
nesen fekvg

HIV —_ (ail\’ bll\' CIIV), HV - (aiv sz Cg\’), HVI —_ (aa\?f bs\fl‘ CSVI)

Kmrkman-pont.

Ennélfogva :

Ama kilencz Pascavr-egyenes, mely egy Caviry-egyene-
sen fekvd hiarom XKirkmaN ponton megy keresztil, hirom,
paronként perspectivas haromszdignek oldalait szolgéltatja.
E haromszogek szogponijait vetité kilencz sugar Pascar-
egyenes; a hiarom collineatio-kozéppont Kirkman-pont; a raj-
tuk keresztiil mend egyenes az a Cavirv-egyenes, mely a
felvett Caviev-egyenessel egyiitt egy ellenegyenespart képez.

E configuratio egy Caviev-ellenegyenesparbol, hat Kirkamax-
ponthol és tizennyolez Pascar-egyenesbél all. A teljes Pascar-hatszog
tiz ilyen configuratiora oszlik; minden Pascai-egyenes hédrom ilyen

t Crewte s Journal, XLI.
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configuratioban fordul el6; ellenben két ily configurationak négy
k6z6s Pascar-egyenese van. (Lasd a TII. tablazatot.)

13. Minden Caviev-egyenes keresztil megy azon a
SteNer-ponton, mely a Caviev-egyeneshez rendelt SteiNer-

Pontnak Srriner-ellenpontja.

[

CAYLEY- |
egyenesek |

a rajtuk fekvsé KIRKMAN-pontok

(111, tablazat.)

Vagy, a mi ugyanaz:

A Caviev-ellenegyenesparok véltakozva keresztii]l men-
nek a hozzdjuk rendelt Steer-ellenpontpédrokon.

PP =(a ol ") P =B, BT B | P = (™ ™)
ay [| A = (0™ 0¥ V) | AT =(cg™ g By | A= (by™ b, v, )
a | A, = (&Y o, ¥ ) A = (e e, BT | A= (by™ b, y,™)
ag | Ay = (2 ol ) | AT =(c, e ByT) | Ag™ = (b, ™ b v, ™)
b, B,V = (8,7 B, &) | BT =(a," 2, v, | BT =(c," e’ a,7)

by | BsY =(Bs" B.¥ =) By = (2, ™ 2," v, | By =(c; ¢, @)

by | B, "= (B, "' m") | By =(a,"™ a," ¢,"™)| B =(e,% e,F o)

e G = (™ 1, ) |G =(by by oY) C™ =(as™ a," B,
6 |G =(rT e |G =0y |G =(ag e,
(e CS\-"I: [‘.rl\’l TEYI .ﬂ:\"l) C.'II — (b]l b21 o:sl) Csll :(all'[ azﬂ ﬁsll)

e I IEY = (alw blw cl1\’) v = (ag\' bgv va) v = (asvx bsvx ca'ﬂ)
w|AF =(blerp) A =G rTaY) |AT=E e
o || A" =(by" ¢ p’) Asvf =B 11 as") [ AT = (B, Tory 8:°%)
o || Ayt =(by" c5' p') A =" 1M, ) AT = B n'aY)

B B =(ei™a,"pY) [ByY =(13 Va3 'hy") | B,V =(y,"" 25" by ¥%)
Ba [ Be™ =(ca™ a,"p™) | ByVi=(y," a,"" by") | By = (1, 2™ b,™)
Bs [ Bs" =(cs™as"p") [ByV= (12" %™ b,™) | B;Y = (yraVieerY beY)

vy [T =(a, " b,™ p™) | T,V =(a" B," CgY) [T,V = (o By )
Yo T, = (2, b, ™ p™iT) | Ty VE = (g, VX BV ¢, YY) [T,V = (o™ By ctw)
T 1‘311T= (aalll baul pIII) Fsl\? — (a‘?.“' ﬁ?lv CIIV) I‘av =(le B]\r C!v)

Gk
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Ugyanis az

IR 111V 1 11 -V
o' B Y, e By

hiaromszigek perspectivas helyzettiek, mert

(0" By (2" ") =, "¥ =124 6385
EEY) (B mY)=(36, 52) (14, 36)=36
(7Y a") (m¥ o) =(34, 12) (56, 12=12;

a megleleld oldalak metszépontjai tehal egy egyenesben fekszenek.
Ennéltogva a Il=(x" =" ©¥") Srumer-pont a P'=(o'a,' a,') és P"'=
(3" 3™ By ™) Kirkman-pontokal dsszekotd Cavrev-egyenesen p-n lekszik.

Ebb6l még az is kitiinik, hogy a 12. pontban leirt configura-
tick barmelyike valamennyi Stemwer-ellenpontpart magiban foglalja,
t. L. egy Stemer-ellenpontpar a Caviev-ellenegyenespiron, a tobbi
kilencz par pedig a configuratiohan szereplG tizennyolez Pascar-
egyenesen fekszik.

14. Vizsgaljuk mar most meg, hogy egy P Stemxer-pont és a
hozza rendelt p Cavrev-egyenes nem polus és polaris-e a Pascar-
hatszog koriil irt kupszeletre nézve ?

Ha kimutathato, hogy van egy a P-hez kapcsolt polus, mely
a p egyenesen Kiviil fekszik, akkor a p egyenes nem lehet polarisa
a P pontnak, mert a p polarisa az Gsszes P-hez kapesolt polusokat
tartalmazza.

A P ponton keresztiil mené p"=123456 Pascar-egyenesnek
polusa (m, n) metszépontja a p"-6n fekvé (12, 45), (23, 56) pon-
tok polarisainak, m-nek és n-nek, mely (m, n) pont a P-hez
kapcsolt polus. Az m, n polarisok azonban az 1245, 2356 négy-
szbgek révén az (15, 24), (14, 25), illetve (25, 36), (35, 26) ponto-
kon mennek keresztil.

Ha az (m, n) pont a p egvenesen [ekiidnék, akkor az

(14, 25), (25, 36), P =(B," B, B;™)
(15, 24), (35, 26), PM=(r," 1,"'7:")

szogponti haromszogek perspectivasak volnanak, mert az elsd,
masodik és harmadik oszlopban felirt pontok az m, n, p egyeneseken
yannak.

Amde e haromszogek megleleld oldalainak,
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a 25 és b)Y =153426 metszépontja a(25, b,Y)
aB"=135264 és v,"=164235 s a (35, 64)
a B"=186425 és v,"=135426 , a(13, 42).

E pontok kozil a két utolso az a,¥=135246 egyenesen,
ellenben az elsé az a," egyenesen kiviil fekszik, mert b,Y a (25,
16) ponton nem megy keresztiil.

Ama két haromszog tehat nem perspectivas, és a P ponthoz
kapcsolt polus (m, n) nem fekszik a p egyenesen. A p egyenes
tehdt nem polarisa a P pontnak, s ugyanazon oknil fogva
a m egyenes nem polarisa a 1l pontnak.

Vizsgaljuk még meg, hogy a p, = Caviev-egyenesek nem kap-
csolt polarisok-e a Pascav-hatszog kortl irt kipszeletre vonal-
kozolag ?

Ha p. = kapesolt polarispar volna, akkor a p-nek polusa
P’ mely az el6bbiek szerint a P ponttal nem esik egybe, a © egye-
nesen fekiidnék. Ekkor azonban, minthogy II, P és II, P (5. és 6.
pont) kapcsolt polus, a II pont polarisa a PP == egyenes volna,
a mi az el6bbi tétellel ellenkezik. E szerint

A Caviev-ellenegyenespdrok nem kapcsolt polarisok a
Pascar-hatszog kordl irt kipszeletre vonatkozdlag.

6. A Steiner-egyenesekrdl.
15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az

T 12 34 56
| 45 61 23
- 36 25 14

oldalu haromszégek a II collineatio-kézépponira vonatkozolag per-
* Spectivasak ; a velité sugarak és a collineatio-tengelyek a =¥ ¥ zV!,
- illetve p' p p'™ Pascar-egyenesek, mely utobbiak egymast a P StemNur-
. pontban metszik.
! Ugyanigy kimutathattuk volna, a mi killonben az el§bbinek

kovetkezménye, hogy az

12 45 36
34 61 25
56 23 14

1 V. 6, Veronese-nek a 101. oldalon id, m. 27. old.

|
L
;
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oldali haromszégek a P collineatio-kdzéppontra perspectivasak; a
p'p"p™, mVn¥ Y Pascav-egyenesek kozil az els6 hdarom vetits-
sugar, a 16bbi collineatio-tengely, mely egymast a Il pontban metszi.

Ha akar az egyik, akar a masik csoport haromszigeit tekint-

jik, azt latjuk, hogy

az 12, 61, 14 meg nem felelé oldalak metsz6pontja az

az 12, 23, 25 » » »
a 34,23, 36 » » »
a 34, 45,14 » » »
az b6, 45, 26 » > »
az b6, 61, 36 » > »

1 pont,
B a 2 »
» a 3 »
» a 4 »
» az b »
» a 6 »

ellenben a megfeleld oldalak metszdpontjai a collineatio-tengelyeken
fekiisznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztiil.

Ennélfogva mondhatjuk :

»Ha két haromszog akkép van egymasra vonatkoziatva, hogy

az egyik haromszog minden

oldalinak a masik két harom-
szog egy-egy oldala felel meg,
és a meg nem felel6 oldalak
metszOpontjai egy Pascar-hat-
szognek szogpontjai, akkor a
hiaromszdgek ugyanegy colli-
neatio-kozéppontra vonatkozo-
lag perspectivasak, s igy a meg-
felel6 oldalak metszépontjai ha-
rom, ugyanegy ponton keresztiil
mend egyenesen fekszeneke.

szogpontjanak a masik két ha-
romszignek egy-egy szégpontja
felel meg, és a meg nem feleld
szogpontok hat egyenesen lek-
szenek, melyek egy kupszeletnek
érintdi (egy Briancmon-hatoldalt
képeznek), akkor a haromszogek
ugyvanegy collineatio - tengelyre
vonatkozolag perspectivisak, s
igy a megfeleld szogpontok is
harmasaval oly egyeneseken [ek-
szenek, melyek egymast harma-
saval egy egyenes hdrom pont-
jaban metszike.

Ha ama két csoportban felirt haromszogeket tekintjik, azt

litjuk, hogy az elsd, illetve masodik csoportban levé haromszigek
oldalai az 135 pontok Osszekotd egyenesei a 246, 462, 624,
illetve 264, 642, 426 pontokkal. Tovabba mindegyik haromszog-
nek oldalain rajta fekszenek a Pascar-hatszignek szdgpontjai.



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 127

Kérdés : Hany ily A haromszog talilhaté az egész con-
figuratiohan, és hanyfélekép lehet ezeket hirmasdval a fen-
tebbi mddon csoportositani?

16. Az 1238456 pontnak tizenot Osszekdoté egyenmese van.
Minden ily egyenes, a négy masik pontot 0sszekols harom egyenes-
parral egy-egy haromszoget képez, a melynek oldalain rajta fekszik
mind a hat pont. Ama tizenot egyenesnek tehat barmelyike harom
A-hdromszognek oldala, s igy ezeknek szima 15.3:3=15.

A 15 A-haromszognek 45 szogponija mind Pascar-pont, a
melyeknek mindegyikén négy Pascar-egyenes megy keresztiil. Igy:
az (12, 45) Pascar ponton keresztl mennek a

PT=123456, a,"=126543, b,'=126453, ¢'=123546

Pascar-egyenesek, tehit: a teljes Pascar-hatszog hatvan PAscat-
egyenese egyméast négyesével a tizendét A-hdromszog negy-
venot szogpontjaban metszi; mindenik PAscAL-egyenesen
hérom ily szoégpont (Pascavi-pont) fekszik. (4.45=3.60).

A mi pedig ama csoportok szamat illeti, a melyekre a tizenot
A-haromszog harmasaval oszthaté oly médon, hogy minden csoport
héromszigei paronként perspectivisak legyenek : az 123456 pont
koztil kivalasztunk harmat 6s ezeket a megmaradt hirommal, vala-
mint ezeknek, cyclicus feleserélésiik ltal nyert, complexidival Ossze-
kotjiik ; a nyert osszekotd egyenesek az ily haromszog-csoportok-
nak oldalai. Ennélfogva:

A tizendt A-héromszog harmaséval hisz oly csoportha
oszthatd, hogy mindegyik csoport haromszogel ugyanegy
collineatio-kizéppontra vonatkozdlag perspectivisak; & hiisz
collineatio-kéozéppont, valamint a collineatio-tengelyek husz
metszépontja a hiisz STENER-pont.

17. Mindenik A-haromszog négy csoportban fordul eld; pl. az
12 34 56 oldali A-hiromszog, melyet [12 34 56]-lal akarunk
jelolni, fellép a kovetkez6 csoportokban :

[12 84 56] [12 3465 [123456] [124365]
[45 61 32] [64 1532 [63 16 42] [45 62 13]
[36 52 14| |[35 62 14 [465213] [63 15 42].

E perspectivis haromszogekhez tartozo collineatio-tengelyek
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p' =123456 a,"=123465 a,"=124856 a,"=126543
pU=143652 a"=143562 a," =134652 a," =156342
p' =1632564 a,"v=153264 a,” =164253 a,""=136245,

melyek egymast a P A, A; A, betiikkel jelolt Sremer-pontokban
metszik.

E perspectivis haromszigekhez tartozo velitésugarak :

TV=168452 o« =126435 0,"'=125346 o =154362
7 =128654 «,"=146532 «' =135642 o,"=124563
n'=143256 «" =156234 «,V=165243 ' =134265.

Egymast a ITA, A, A, Stemner-pontokban metszik, melyek az
elébbieknek megfelels Striner-ellenpontjai. AA=[12 34 5 6] harom-
szignek ez utobbi tulajdonsagat a kovelkezOkép fejezhetjik ki:
»A A=[12 34 56] szogpontjaibol kisugarzo tizenkét Pascar-
egyenes egymdast a 1L A, A, A, Sremer-ponthan metszie. (9. dbra.)

Amde a tizenkét Pascar-egyenes egymast harmasaval még
négy Kirkman-ponthan:

P(minie)), AM=@"n"w), AY=("a"w),
A:'}VI:(O:IV] ag‘l TI:\"I}

metszi, melyek a p’, a,"v, a,¥, a,"' Pascar-egyenesekhez vannak
rendelve. Ennéltogva :

Minden A-hdromszig szoégpontjaibol kisugiarzo tizenkét
Pascar-egyenes egymést hirmasaval négy SteiNer- €S négy
Kirkman-ponthan metszi.

18. Vegyiik most az

56 34 12
a"=143562 a,"=134652 a,""=1563842
a,"=123465 a,""=124356 a,"""'=126543

oldali haromszogeket tekintetbe.

Ezeknek elseje a masodik és harmadik hiaromszdggel perspeclivas,
mert a megfelels oldalak metszépontjai a p'"'=143652, illetve
p"=123456 Pascar-egyenesben fekszenek. Ennélfogva az elsd és
masodik, valamint az els6 és harmadik hiromszég meg nem felels
oldalainak metszopontjai (2.) egy-egy Pascar-hatszognek szogpontjai,
Amde e szogpontok mindkét esetben ugyanazok, mert
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a,', a,"" és H6 metszépontja (56, 13)

a,", a,"" és B34 > (34, 15)
2, a," és 12 > (12, 53)
a;", a,"" és b6 » (56, 24)
a,", a,"™ és 12 > (12, 64)
a,", a,"" és 34 » (34, 26);

tehat a misodik és harmadik haromsziog meg nem felelé oldalainak
melszépontjai egy Pascac-hatszognek szogpontjai, s igy e két utobbi
haromszog egy P,' collineatio-kizéppontra vonatkozolag perspeclivas,
vagyis a megfelelG

It

. 11 o 1. 1
ﬂ-e"; alms as '12 ! 33 ] aa

oldalak metszépontjai egy egyenesen fekszenek. (8. dbra.)

De ha hdarom hdaromszog meg nem felels oldalainak metszo-
pontjai, egy Pascav-hatszognek szégpontjai, akkor (15.) a hdrom-
szigek ugyanegy collineatio-kdzéppontra vonatkozolag perspectivasak
és a collineatio-tengelyek egymaist ugyanegy pontban metszik. Ebbdl
pedig az kovetkezik, hogy a

l:‘ll. pI”; a[“ a“‘, asll agl”| ay“ 33“1

Pascar-egyeneseknek metszopontjai, azaz a P, A,, A;, A, STEINER-
pontok ugyanegy egyenesben fekszenek. Oly egyenest, a melyen
négy StriNer-pont fekszik: SreiNer-egyenesnek neveznek.

Miutan a teljes Pascar-hatszog tizendt A haromszoget hatiroz
meg és e haromszogek mindegyike, mint lattuk, egy Steiner-egyeneshez
vezel, a StriNEr-egyenesek szdima tizendt. Ennélfogva:

A hiisz SreiNer-pont négyesével tizendt StuNer-egyenesen
lekszik ; minden Stewer-ponton hédrom STEINER-EQYVEnes megy
keresztil (15.4=20.3).1

A tizendt SveiNex-egyenesbdl és  uisz Sreer-ponthdl
allé (15,. 20,) configuratio, hérom, paronként ugyanegy col-
Iineatio-kozéppontra perspectivis haromszoghdl szirmaztat-
hato le; e hidromszigek oldalal, a collineatio-tengelyek és
vetitésugarak, a configuratio egyenesel.

t Procker : »Ueber ein neues Princip der Geometriee; Crere ’s Journal,
V. kotet; vagy Scurdrer: »Theorie der Kegelschnitte« 28, §.
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Ezt a configuratiot Hesse-configurationak nevezzik és H-val
Jeloljik, mert Hesse ismerte fel a Sremer-pontok és egyeneseknek
a tételben kifejezelt helyzetét.t

Jeygzet : 1. Azt a két 11, és III. Desarcues-configuratiot, melyek-
nek egyeneseit felhasznaltuk annak a tételnek bebizonyitasanal,
hogy a P A, A, A; StEer-pontok egy Stemver-egyenesen fekszenek,
tovibbd a A=(12 34 56] haromsziget a | PA, A, Ay | STEINER-
egveneshez srendelte-nek nevezziik.

2. A Stewer-egyenesekel altalaban o-val, a | P A; Ay Ay | StEiNER-
egvenest o' "“mal, az [12 34 56] haromszoget A™ "-mal jeloljiik,
a mely jelolésben a mutatok a hozzarendelt Desarcurs-configura-
tibnak mutatoi.

3. A 17. pontban kimutattuk, hogy a o= | PA A, A, |
Striner-egyeneshez rendelt A™ " haromszog szogpontjaibol kisugirzo
tizenkét Pascar-egyenes egymast harmasaval a P A, A, Ay STEINER-
pontok ITA, A, A, ellenpontjaiban és a P'A,"V A,V A" Kirkman-
pontokban metszi. A ITA, A, A;. valamint a P* A" A,V A" négy-
szoget és a p'a,"Va,’a,"' négyoldalt a "™ SreNer-egyeneshez
rendeltnek nevezziik és rividség kedvéért S™ 1 VIL 1 llgtye vh ™
betiikkel jeloljitk. Az egész configuratioban tizendt ily S és V négy-
sz0g, valamint v négyoldal van, melyek az egyes o StriNeEr-egyenesek-
hez vannak rendelve.

7. A Salmon-pontokrol.

19. A ¢ " Srener-egyenesen fekvé P A, A, A, StriNer-pon-
lokhoz a pa,a,a, Caviev-egyenesek vannak rendelve, melyekrdl
kimutathato, hogy egymast egy Z' ™ pontban, tigynevezett Sarvox-
pontban metszik. Azokat a o' "' Sreiner-egyeneshez »rendelteke-
nek nevezziik.

Ugyanis az

a,"=153264 b"™=152364 ¢,*=1623bh4

8, =135246 b, =142536 ¢,"=132546

8,"'=136245 b™"=145263 c,"=154236
Pascar-egyenesek koztl az 1-s6, 2-dik és 3-dik sorban felirtak egy-
mast a (23, 14), (25, 16), (b4, 36) pontokban metszik, melyek
a p'=163254 Pascavr egyenesen fekszenek.

1 Crewie s Journal; XLI kotet.
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Kbh6l pedig kovetkezik, hogy az
all\’ au\’ i].:i"], b]l[l I}ill] b:g“l} (T_|” (53“ (.:3“’

haromszigek a p' collenatio-tengelyre vonalkozolag paronként per-
spectivasak és igy e perspectivas haromszigekhez tartozo collineatio-
kozéppontok egy egveneshen fekszenek.

Amde az 1-s6 és 2-dik, 1-s0 és 3-dik, 2-dik és 3-dik harom-
sz0ghoz tartozo projicialésugarak

TI]TI TQI" T3}”[1} ‘311] 132‘11 ?";1“1 3-1 ag 33.
mert
egyenecs Osz- KIREMAN- ! v VI

a T-l“I szekibt uzI Allu:(])._,]” h-.;lu) pontot és az (! 3, 4 2)“- (3-2 g ) pontor,
a Tnnl 3 Aum :(bsm blm) 5 (1 5’ 9 [i):(aﬁ"‘ a1IV) o

a Y:im ¥ Aamz(hlm b_lm) 5 (3 5’ 6‘@):(?&,“ aZV) s
a " " AT =(c," e 4 (13, 42):(32\- ;") »
a p," » A2 =T 65 s (15, 26)=(a;"" a,"") »
a pem » AT =™ &) » (35, 64)=(a,"Va,") »
aza, » A es AM »
aza, » A7 gs AT »
aza, 5 A" és A 4

Ennélfogva az a,a;a; Caviev-egyenesek egymist a P™'=
(™ ™ ™), PT=(8," Bo" By™) Kirknman-pontok 0sszekoté egyenesén,
vagyis a p CavLev-egyenesen metszik.

E szerint: Egy SreNer-egyenesen fekvd négy STEINER-
ponthoz rendelt négy Caviev-egyenes egymést egy SALMON-
pontban metszi; minden Caviev-egyenesen harom SALMON-
pont fekszik.

A hiisz Caviey-egyenes és tizendt Saumox-pont egy H' = (20,,
15,) configuratidt kiépez, mely reciprocus alakzata az elobbi
H=(15,, 20,) configurationak, s harom, pironként ugyanarra
a collineatio-tengelyre perspectivas hiromszognek oldalaibdl,
a kozds collineatio-tengelybdl és a collineatio-kozéppontokat
tarté egyeneshol all.

20. Mas idton is kimutathato, hogy a pa,aya; Caviev-egye-
nesek egymast egy pontban metszik. Ugyanis az

AT AV A
(34, 12) (12 56) (56, 34)
A A A
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hiromszogek (9. abra) kozil az elsd kelté perspectivis, mert az
oszlopokban fekv szogpontok a =¥ =¥ =¥' egyeneseken vannak. Ennél-
fogva a meg nem felel6 szogpontok 0Osszekoté egyenesei o, o, ¥
o ¥ o™ as™ 0,V egy kupszeletet burkolnak be (2.). De ez utobbi
egyenesek a harmadik haromszognek szogpontjain is keresztil men-
nek ; miért is (15) a harmadik haromszdg az elSbbi kettovel per-
speclivas és a collineatio-kézépontok egy egyenesben fekszenek.
Amde az 1-s6 és 3-ik, valamint a 2-ik és 3-ik haromszog megfelels
szbgpontjai az a, a, a; CaviEv-egyenesen, illetve az o' a,' o' Pascar-
egyenesen vannak, minek koévetkeztében az a, a, a; egvenesek egy-
mast a P'={e« o, ") Kirkvax pontnak és [ Sremer-pontnak 6sz-
szekoté egyenesén, a p=(ILP*P" P"") Caviev-egyenesen metszik.
21. Az imént leirt configuratiochan eldfordil négy Caviey-
egyenes p a, a, a,, melyek egymist egy X' " Sarmvon-pontban metszik ;

a p CAYLEY-egyenesen feksaik o 11 STEINER-pont és a P! KIRKMAN-pont,

az a, » A, » L A »
aza, > A, » A,¥ »
azay » A, » AV! »

mely utobbiak az S™ "M=I[A, A, A;, V" M=PrAVAY AV uégy-
szogeknek szogpontjai. E négyszogek a A™ "'=[12 34 5 6] harom-
szoggel perspectivis haromszigekre bonthatok; a collineatio-kozép-
pontok a V™ ™ és S " péoyszigek szigpontjai. Ennélfogva:

Egy 2 Sawvox-ponton keresztiill mend négy Caviev-egye-
nesen egy-egy Sveser-pont fekszik, melyek egy S-négysziognek
szogpontjai. E négyszig négy hiaromszogre bomlik, melyek
ugyanegy A-haromszoggel perspectivasak; a collineatio-kozép-
pontok ama Caviev-egyeneseken fekvd oly Kmkwas-pontok,
a melyek egy V négyszognek szogpontjai; a projicialé suga-
rak e Kirkman-pontokbdl kisugirzd Pascav-egyenesek.

Jegyzet. A 1V, tablazat elsé oszlopaban a Sreingr-egyeneseken
o-n fekvé Siemwer-pontok; a 2-ikban egy Saimon-pontban X-ban
egymast metsz6 Caviev-egyenesek; a 3-, 4~ ¢és H-ikben az ezekhez
rendelt V, v és A négyszigek, négyoldalak és haromszigek szig-
pontjai, illetve oldalai; végre a 6-ikban.az ezekhez rendelt Desar-
curs-configuratiok jelz6 szamai talalhatok.
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8. A Desargues- és fHesse-configuratiok kolcsonos
helyzete.

22. Kimutattuk a 13. pontban, hogy minden Caviev-egyenes
a hozzarendelt Steiver-pontnak ellenpontjan megy keresztiil. Ebbdl
pedig az kovetkezik, hogy a H=(1b,, 20,) és H"=(20,. 15,) Hessk-
konfiguratiok Osszeliiggnek egymassal, még pedig:

A Sreser-egyenesek és pontok képezte = (15, 30,)-,
és a Caviev-egyenesek és Saimon pontok képezte 11'=(20,, 15)
Hesse-configuratick egyiitt egy (35,, 35,) configuratiot alkot-
nalk. Knnek 35 egyenese és 35 pontja a 15 Srvemer- ds 20
Caviey-egyenes, illetve a 20 Svaner- s 15 Saumon-pont. Mind-
egyik SreNer-egyenesen négy Svewer-pont, mindegyik Caviey-
egyenesen harom Saimon- és egy SrriNer-pont fekszik; mind-
egyik Srewer-ponton hidrom Sreiner- és egy (Caviv-egyenes,
mindegyik Saimon-ponton négy Caviiv-egyenes megy keresztiil.

E configuratio nem egyéb, mint harom, paronként ugvanegy
collineatio-kozéppontra perspectivis tetraéder éleinek és szogpontjai-
nak, tovabba a megteleld lapok- és élek melszivonalainak és pont-
jainak, végiil a projicialé sugaraknak és a collineatio-sikok kozos
metszdvonalanak kozponti vagy parallel projectioja egy sikra.

A (35, 35,) configuratio a kivetkezé modon szerkeszthetd meg:
a sik egy P pontjan keresztiil négy egyenest: P A, Ay Ay, P B, B, By,
PC,C, Gy és =t hizunk. Ezutin harom négyszoget rajzolunk, me-
lyeknek szdgpontjai amaz egyeneseken fekiisznek, oldalaik: A; B;,
By G, CGi A; o5 Bi, vi. Az (% Bi vi) szigpont a m egyenesen
fekszik ¢és i=1, 2, 3. E hdrom négysziget négv, a P pontra péaron-
ként perspectivis haromszaigre honthaljuk, melyeknek oldalai: A; Bj,
B; Ci, Ci A,, A4 Bj_ ;. i‘i. B; (‘1, ijjj Yis Ci A;__ Yi, &, (IZI, 2, »;)
A collineatio-tengelyek | A; B; Iy |, ay by (i=1, 2, 8), melyek
egymast a p egyenesen fekvo II, (a,a,ay), (by be by), (¢4 ¢y ey) colli-
neatio-kézéppontokban metszik.

23. Vizsgaljuk most meg, hogy mily helyzetii egy (10, 10;)
Desarcurs-konfiguratio a két H, H Hesse-konfiguratio iranyaban.

A TI. Desarcues-konfiguratio tiz egyenese kozill
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pa,"a,”a," megleleldleg a PA; A, Ay Srriner-ponton

pll clll CBll csll » a I.) (-“"' Cz Cs 9
clll alll ijg]l iﬂ;;]l » a C] A‘ B?‘ BS »
e AT B P » a Cy A, B, B, »
cs" ag™ B, " 4 a CA;B, B, »

megy keresztiil; e Stuner-pontok pedig egy-egy olyan egyenesen
fekiisznek, melyek ecgy teljes dtoldalt képeznek. (6. abra.)

Minthogy a Desarcurs-configurationak tiz egyenese ennek a
teljes Gtoldalnak tiz szogpontjan megy kereszliil, a Drsarcurs-con-
figuratio az otoldal koril van irva.

Amaz 6toldal és a Desarcurs-configuratio egyiittvéve egy (15,,
20,) configuratiot képez; a hdarom perspectivis haromszog pl.
a,"a, " a,", e, e e, B, By By a projicialo sugarak: B," B." B3
a collineatio-tengelyek : p™, ¢ ™=|P A, A, A; |, o" "=|PC, G Gy |.

A 11, Desarcurs-configurationak tiz Kirkmax-pontja kozil

PTA, ™A™ ALY megleleldleg a pa, a, a;, Caviev-egyenesen

PI G, CM G, » a PCeC;Cy Gy 4
C,"A "B, B," » a c;a, By fy ?
CGTASB"B™ i a €8, [ By ’
;" A" B," B," » a Cy 83 P ’

fekszik; ezek egy-egy Saimon-ponton mennek keresztil és egy
teljes 6tszégnek szdgpontjai. (7. dbra.)

Minthogy a Drsarcurs-configurationak tiz Kirkmax-pontja a
teljes oOtszognek tiz oldalan fekszik, a Drsarcues-configuratio az
otszoghe be van irva.

) Amaz otszig és a Desarcues-configuratio egyiittvéve egy (20,
15,) configuratiot képez; a perspectivas haromszogek pl. a," a,™ a,
et e o™, By Ba By B collineatio-tengely p™; a co]lineatio-k(’izépj
poniok : P]lz({:a’]ll li:‘“ l’j“u), i, m:(p a, y as), 3, II=(p ¢, Cy cs)'

A nyert eredményeket ezek utan a kovetkezoleg fejezhetjiik ki :

A SreiNer-egyenesekb6l és pontokbdl 4116 H=(15, 20,)
configuratio és a Caviev-egyenesekbél és Saumon-pontokhdl
allo H'=(20,, 15,) configuratio hat teljes dtoldalra, illetve
hat teljes dtszogre bonthatd. A Pascar-egyenesekbdl és Kirk-
MaN-pontokbdl #116 hat (105, 10;) Desarcues-configuratio min-
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degyike egy ily Jtoldal koriil, illetve otszdghe be van irva.
Ugyanegy Desarcues-configuratidha irt, illetve kordl irt ot

oldal és tszog oldaiai és szégpontjai, valamint szégpontjai

és oldalai egymishoz rendelt Sreiner-egyenesek és SaLmox-
pontok, illetve Srriner-pontok és Caviev-egyenesek.

igy pl. a Il. Desarcues-configuratio a ob% ™ g ™
s ¥ o V' Gtoldalba be van irva és a XH M XU, mr 3O, 1w
I V¥ Y1 Giszog kordl van irva.

24. A P" Kmkman-ponton keresztil mend B,"B," B,” Pascar-
egyeneseken a 23. pontban tekintetbe velt Kirkman- és Sreiver-
pontokon kiviil még harom-harom Pascar-pont fekszik, t. i.:

B,"-en fekszenek az A," C," B, (15, 46), (13, 24), (25, 36) pontok

Bhen > azAMCB; (24 35), (15, 26), (14, 36) »
Ben >  azA CMB, (18, 26), 35, 46), (14, 25) »

gL, v

melyek a P kozéppontra perspectivas: A" A" A"=c," ¢ ¢",
lei Czll Cx” — a].‘[] agll 33”, B]_ B.z B;” u].l\’ C‘Z“ (-!3\’1’ a}“ az ag"[g AI mr__ —
(14 25 36] haromszigeknek szdgponijai.

E haromszogek koziil :

PII_,_'_B IIB I.'[B 11 |

all‘l' azll 33
» p'=16325H4: e e
[14 25 36)

I I II I
e e,

v Y Vi
g0 A" a,

[14 25 36]

‘ J
)
alw apr.agt G 24 C~ Cs }
a"a,"a," s |[PA A A | eGTe™ o [ PCCC |
]
)
) )
I |
f > pM=148652
) )
collineatio-tengelyre, melyek egvmast a P Svremer-pontban metszik.
A Kmrrman-pontok szamanak megfeleléleg hatvan ily: configu-
‘ratio van, melyek azonban egymast részben elftdik.
A p Caviev-egyenesen a P" Kikkman-ponton kiviil még a P',
P™ Kirkmax-pontok fekiisznek ; az ezekbél levezetett configuratiok
az el6bbit még a kovetkezokkel egészitik ki: 1. a P!, P™ pontokbol
kisugarzo «," e’ o', 1, v, v, Pascar-egyenesekkel; 2. a P'p'
és P™p™ collineatio-kdzéppontra és tengelyre perspectivas b,'b,' by’
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cyf e et a, ™ a,™ a,™, b,™ b,™ b,;™ haromszdgekkel; 3. a'b,™" b, Y bV
haromszoggel, mely a ¢,V ¢,V ¢,"' és a,"Va,"a,"" haromszoggel a
P, & és P, n-re vonatkozolag perspectivas ; 4. a A ™=[12 34 5 6],
AY1=[16 32 54] haromsziogekkel, melyek egymas kozott és a
ALY haromszoggel a II pontra és a p'p™ p™ collineatio-tengelyekre
vonatkozolag perspectivasak; végre b. az A, A; Ay, T, I, Iy harom-
szigekkel, melyek egymas kozott és a B, B; By haromsziogekkel a
Il pontra ésa | PA;AA; |, | PB BBy |, | PCCCs | tenge-
lyekre vonatkozolag perspectivasak.

E configuratio (ij egyenesek hozzaaddsa nélkiil is) magéaba fog-
lalja mar valamennyi SteiNer-pontot és egyenest, 39 Pascar-egyenest
és 33 Kirkman-pontot, 3 A-haromsziget és a =, p Caviev-egye-
neseket.

9. A V, Veronese-pontok és két Desargues-
configuratio kolcstnds helyzete.

25. Ama tétel bebizonyitdsdndl, hogy négy Stmmner-pont egy
egyenesen fekszik (18.) az [66 34 12], a,™ a,” a,", a,"" a," a,™
haromszogekb6l indultunk ki, melyek paronként a P;' collineatio-
kozéppontra és a p™, p", o% ™= | PA; A, A; | collineatio-tengelyre
vonatkozolag perspectivasak. De ép igy kiindulbattunk volna (8.
dbra) az

[56 12 34] [34 56 12] [12 34 56]

pH aall ag" pn asII 31" p_u alu azn

pﬂl aleI aslll plll anlll al.'ll[ plli a'll'll ag!][
haromszdgekbdl is, melyek az
A, collineatio-kozéppont és a,"", a,", ™™ collineatio-tengelyekre
AE(V » » asll'l, asll’ GJII IIn 2
A:hw » > asln’ as“: i, 1L =
vonatkozolag perspectivisak.

A négy collineatio-kézéppont megunnyi szbgpontja egy

VB[R A AT A VI[P A BT A,

négyszognek, melynek atlosharomszége A™™=[12 34 5 6],
E négysz6g mindegyik oldalan két Kirkman-pont és a A™ 1T
hiaromszognek egy-egy szogpontja fekszik, még pedig:
Ory.-term.-tud. Ertesits. 1807. 10
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a | P* A, |, oldalon a C,", B,"™ (34, 12) pontok fekszenek,
a|PAY |, > a GH B (12,56 » .
a | P* A, 20 2B BB (58, 84 v s >
a [ AYAT | e a. By B, (84,:1.2) » »
AR AR e a BT B (1.2:11516) » »
a 1A]w Agv lt » a Bsu, ]_13111} (56, 34) x s

Minthogy a teljes Pascar-hatszig tizenot Stever-egyenest szol-
galtat, a V,-négyszigek szama 1s ugyanannyi. A V,-négyszigeket
az illeté Srener-egyenesekhez rendeljiik és hatvan sziégpontjukat
V,-VeronEse-pontoknak, vagy roviden V,-pontoknak nevezziik.

A mi a hatvan V,-pont kiilonos jelolését illeti, megjegyzendo
a kovetkezd: Egy SteNer-egyenes négy SteINErR-pontjabol 1. egy
v-négyoldal négy oldala, mint négy Pascar-egyenes és 2. még négy par
Pascar-egyenes sugarzik ki. Az utobbi Pascav-egyenesparok koziil
harom-harom kél, a StriNer-egyenesre, mint collineatio-tengelyre,
és egy V, pontra, mint collineatio-kdzéppontra, vonatkozolag perspec-
tivas négyszoget képez. Ezt a V, pontot, mint a v négyszog egyik
oldalahoz, ahhoz a Pascar-egyeneshez rendeljitk, mely a negvedik
SteiNer-ponton megy keresztfil, és a Pascar-egyeneshez rendelt
Kirkman-pont jelzé-bettijével latjuk el, melyhez megkiilonboztetésiil
még egy »« mutatot fiiggesztiink. Ugyanahhoz a Pascar-egyeneshez
rendelt Kirkman- és V,-pontot egymashoz rendeltnek fogunk nevezni.

26, A V,-pontrél Veronese! kimutatta, hogy:

Egy Stemner-ponton keresztii]l mend harom Pascai-egyenes-
hez oly hiarom V,-pont van rendelve, mely a StEwEr-ponthoz
rendelt Caviev-egyenesen fekszik.

Ugyanis az

all'l. a211 a3H =C]II CZII CSII’ alll'I ag'ﬂl aSIII :.BIIII BgI]I Bs'ﬂ'l’
bl‘.l]l bgﬂl bslll =A1Hl AZIII ABHI’ cl]'l 02“ eall =A1” AE‘II Asll

haromszogek kozil az 1-s6 és 2-ik, a 2-ik és 3-ik, a 3-ik és 4-ik,
a 4-ik és 1-s6 perspectivis; a collineatio-kézéppontok és tengelyek :

Pl‘) i Al Az AS | ; Pl‘ﬂ =(Y1111 TZIH .YSIII), pIII ; E‘.[I, .II.I: (3«1 a2 as)1 pI ;
I)II — ({3:‘11 [3!11 {3311’), pli :

1 Veronwse: id. m. 36. old.
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és, mert a collineatio-lengelyek egymast a P SteiNer-pontban metszik,
a négy collineatio-kbzéppont ugyanegy egyenesen fekszik.t Amde
a harom utolso pont a p Caviev-egyenesen fekszik, minek kovet-
kezlében a p egyenes a P,' ponton megy keresztiil.

Ugyanigy kimutathaté, hogy a p egyenes a P, és P,"" ponton
is keresztiil megy, vagyis bogy a P Stever-pontbol kisugarzo
p'p" p™ Pascar-egyenesekhez rendelt V, pontok a P-hez rendelt p
Cavrev-egyenesen fekiisznek.

A tételb6l még az is kovetkezik,hogy a o™ ™ = | PA; A A, |
SteNer-egyeneshez rendelt V,™ "'=[P'A,"Y A,V A,V négyszog szog-
pontjai a pa, a,a, Caviev-egyenesekben fekiisznek, mely utobbiak

1 3Ha a A, A, A, A, biromszogek kozdl A, Ay, Ay Ay, Ay Ay, AL A,
A tig, Opaj oy, Ogg; tye Ogs tayy 0y, collineatio-tengelyre es kozép-
pontra vonatkozblag perspectivis és a négy collineatio-tengely egymdst
egy T pontban metszi, akkor a négy collineatio-kézéppont egy o egye-
nesen fekszike.

DBizonyitds :

Ha azt a haromsziget, mely a A, A, héromszogekkel a t,, ten-
gelyre, a A; A, haromszogekkel a t,, tengelyre vonatkozélag perspec-
tivias, Ag-tel jeléljiik ; tovabba azt a hiromszoget, mely a A, A, harom-
szogekkel, a t,, a A, A; héromszogekkel a t,; tengelyre perspectivés,
Ag-tal jeldljiik, akkor

a A Ay A; héromszbgek a t,, tengelyre és 0,5 0y5 0,5 kiozéppontokra

a A; AL A, ) a tg, » 6s Oy Oy; Oy %
a A A A, > a ty, » és 04y 046044 2
a A, Ag A, i a ty % 6s Oy Oyq O ¥

vonatkozélag perspectivisak, miért is az egyes sorokban levd kozép-
pontok egy egyenesen fekiisznek.

Miutin a A, A, A; héromszogek a t,,, O, te, 0155 tses - Oug
collineatio-tengelyekre és kozéppontokra vonatkozélag perspectivasak
és a feltétel szerint a t,; t;5t;, egyenesek egymast a T pontban met’-
szik, az Oy 0,5 O, pontok egybeesnek, még pedig az O,, pontban.

Ugyanigy kiniutathat6, hogy az Oy; Oy Oy, valamint az O, 0507,
és az 0,, 0,, 0,, pontok az Oy, O,,, illetéleg O,, ponttal egyestlnek,
Ennélfogva ;

[ 0,5 045 015 | = [ 055 094 04y i ) | 034 045 Og5 | EII 034041023 | ’
| 04y 045 014 | = | 0405405 |, | 0505 0s | = | Oy 05,045 |,
a mib§l mar kovetkeztetni lehet, hogy az Oy Oy Oy, 0,, pontok egy
egyeneshen fekiisznek.
10*
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egymist a ¢ " StEmEer egyeneshez rendelt ™ ™ Sarmon-pontban
metszik. Ennélfogva :

Egy SreiNer-egyeneshez rendelt V, négyszog szégpontjai
azokon a Caviev-egyeneseken fekiisznek, melyek egymést a
STEINER-€gyeneshez rendelt Saimon-pontban metszik.

27. Két Dusarcurs-configurationak kolesonds helyzete ezek-
utan a kovetkezokép allapithato meg.

A o™ = | P A A A; | StemNer-egyeneshez a =™ ™ =
(p a, a; a;) Sarmon-pont, a v ™=p’a,™ a,V a,V* négyoldal, a V,"» ™=
[P*A,™ AY A", négyszog és a II. és Ill. Desarcues-configuratio van
rendelve.

E Drsarcuss-configuratiokat egy-egy négyszogre és négyoldalra
bonthatjuk :

pll alll azll as'll — Clll CB“ Gslll BLII Bg" BSII’
PII Ai“ Aﬂll Asllzcl 11 CQH csll ﬁlil [3211 ﬁsll!
piil alll'i a‘slll asHl:Bllﬂ BQ‘II‘I Bs}ll I‘llil I‘EHI I‘slna
PII] AIIII AsIII Aslllzbllll bslll b3]ﬂ TIII}' Tg1'.']1 Yslll'

A négyoldalaknak
1T JII . I 111, I TIT. pus I
P P 8y, ap; agt, a5 agh, ag

oldalain rajta fekiisznek a P, A;, A,, A, Strixer-pontok, és a négy-

szogeknek
Pn, P]I‘I; AllIA:III; AQH‘ AQITI; JAF}II1 ASIII

pontjain a p, a,, a,, a, Caviev-egyenesek mennek keresztiil.
A négyszigek

11 oI. 11 11T . II III. I T« T III . I 111
8, bi™5 ¢y b5 ey b BT 1T e Tas By Te

oldalai egymast a v ™=p'a,"" a.V a,"" négyoldal szigpontjaiban met-
szik, miért is ama négyszogeket négy par a v'% ™ négyoldal olda-
laira, mint collineatio-tengelyre, perspectivas haromszdgre bonthatjuk;
ellenben a négyoldalak

II Im. 11 nI. 11 oI . I r. I III . 1T 111
011811031.82103!]38931:1‘1 aBﬂ?PﬂiBS!I‘a

szogpontjai paronként a V,™ ™=[PTA,™ A,V A,V"], négyszig oldalain
fekiisznek (25.), és e négyoldalak szintén négy par a V% ™ pégy-
sz0g szogpontjaira vonatkoz6 perspectivas haromszégre bonthatok.
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Tovabba az

alll' aﬁll as‘ﬂ

haromszogek, melyekre a p™a," a,’

bonthatok, perspectivasak a
[AIK\’ Agv ABVI]“

plT aall aS

pu a

11 T i

alnl azin asm pIII a21 a; prEy
T 0L
a& i

[P*A,Y A,Y,,

o s Y
3 4 P a, 4

11r 1T 111 IIx
a, pa; a

1T
p™ a," a," a,™" négyoldalak

(PTA AN, [PAM ALY,

héromszogekkel, melyekre a V,™ ™ négyszog oszlik; a kimaradt

oldalak és szdgpontok

11 T11 D III .
p'lp 111 3

I o 1L v - 1x it .
al 3 d] y ‘Al’ 3 ag ] a:! 1 Ag!’

11 VI
asuz a:!1 k] Asl

a collineatio-tengelyek ¢és kozéppontok.

Ugyanekképen az
A" .A2" A"

haromszogek, melyekre a P" A" A" A",

Pll Asll A]][
l)lll Aalll Ailll Pl[‘.[ Azlll Aslll

11 11 I
PT AT A,

> It
Alltl ASI“ Aslll PII‘I A;n AS

P A1u Azil

[Ju! Alill Asﬂi Aslﬂ nég}"‘

szbdgek bonthatok, perspectivasak a v ™=p'a," a," a;"’ négyoldalbol

leszarmaztathato

aliv as\' as\"[ pI ag\'as\"l

‘haromszogekkel ; a kimaradt

11 OIIT I . 11 11T IV . 11 11 V.
P1} '!p:AlaAl y & !AQ:AS y dg 5

pl as\'l a], v pI aiIV az\"

1L 111 Vi
gy A, ag

szbgpontok és oldalak a collineatio-kdzéppontok és tengelyek. En-

nélfogva :

Minden Srewer-egyeneshez két Desarcues configuratio van
rendelve.melyek egy-egy négyoldalra és négyszogre bonthatok.

A két négyoldal, melynek
oldalai a Srtriner-egyenesen
fekvi SrteiNer- pontokon men-
nek keresztiil, négy perspec-
tivis haromszogre oszlik; a
collineatio-tengelyek a Stri-
NER-egyveneshen fekiisznek, a
collineatio-kozéppontok pe-
dig a SreNEr-egyeneshez ren-

A két négyszog, melyeknek
szogpontjai a STEINER-6QYe-
neshez rendelt Saumon-ponton
keresztiilmend Caviev-egye-
neseken fekiisznek,négy per-
spectivias haromszogre osz-
lik; a collineatio kizéppon-
tok a Saimon-pontban egye-
stilnek,ellenbenacollineatio-
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delt V, négyszignek szig-
pontjali.

FE haromszogek még azok-
kala haromszogekkel is per-
spectivasak,a melyekre a V,
oszlik ; a négyoldalaknak és

a négyszognek kimaradi
oldalai és szdgpontjai a col-
lineatid-tengelyek és kozép-

tengelyek a SteiNER-egyenes-
hez rendelt v négyoldalnak
oldalai.

E hidromszogek még azok-
kala haromszogekkel is per-
spectivasak, a melyekre a
v négyoldal oszlik; a négy-
szdgeknek ésa négyoldalnak
kimaradt szogpotjai és ol-

pontok. dalai a collineatio-kézép-
pontok és tengelyek.
28, A 25. pontban kimutattuk, hogy a

Blﬂ I‘lllf1 BS” I‘ﬂ'ﬂ'l’ lel I‘slll‘ Bllll CI“) ]'{2111 Csll, I_jslll Csll
Kirkman-pontok a V™ ™ négyoldalnak '
‘ AEVASW | 1 i ASNAIN I 1 I PI Alw I 13 ' 1“ sz ] 1 E PI A3w ] 1

oldalain fekiisznek. Amaz egyenesek azonban a kovetkezé hat V
négyszognek
V\’, IVZH\‘I All Blll 1"11111 V\"I; I\‘ZHV ABI thll"al]l,
Vi\f, b _:1'1\’1 Asl lel anla
VI, ]\':Bl'l‘.l.i C].“A)‘“ As\", \T‘I’ \’:}32111 an Aal\«' Al'\-".l’
VI. VI:Bs[I[ C3H A],V A‘-,I\'

egy-egy oldalat képezik, valamint forditva is a V' "=P' AV A,V A,V
négyszognek oldalai egyszersmind a V% Y4, V VL W YV LWV Oy LV
Vi ' négyszogeknek egy-egy oldalaval egyesiilnek, ugy hogy a
tizendt V; négyszdgnek 90 oldala a tizendt V négyszignek 90 olda-
laval egybeesik.

Az V. tablazatban a tizengt V, négyszog, valamint az azoknak
oldalain'fekv6 Kirkman-pontok vannak felirva. Ezeket az oldalakat vagy
egyeneseket altaldban g,,-gyel jeloljiik, két oly egyenest pedig, melyeken
egymdshoz rendelt Kirkman-és V, -pontok fekitsznek gy, go;-gyel.

29. Miel6tt vizsgalatainkat folytatnok, még az ugyanegy STEINER-
egyeneshez rendelt A haromszig és v négyoldal kozotti Gsszefiggést
akarjuk bemutatni. Legyenek azok:

AT M=[19 34 56] 65 v M=pla, ¥ a, a,"
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A p'=163542 Pascar-egyenesen fekve

it sznek

Vi
\-"[ Allll
Vi RB,?
VI Aﬂv
\}" Al\']
Vi Azw
VI,
VA.J"’
Vi 331\'
\i [‘1\'
VA,Y
Vi BIV
\r ]_‘2\'1
Vv Azw
yu Bb\’l

’|.)11 AEIV Hglll C::II
’|>11| B‘_}Iv C:I Azm
'I;lm ("'-'1" Asn ng
'II]l\‘ BI]H ng Bﬂ\-’
'Ill\' Bglu Bsw Bl\'l
'll]\"l B_\h” Blv Bg“
'(."11“ A21‘“ CSI le\'
B YR
'th 1‘21\'1 me A:l\'
(oMLl W s T
'AEIUI Ba,“. Alu l‘“v
Bei I VbR
'Cy, ™ A,,Y C,' B¥
'Am"[ Bl.v Agu I‘Iw
rH:hI I‘]]\' ”2111 A]”

'i_'lll ASlV! lel( Csu
’.I__:Il]I BS‘YI CSI ASIH
'l.)llu Cs‘\'l AHII le
'H]IV l‘lllll 1‘2\’1 I‘“V
'IIlV l‘EII]I 1‘3[\" l‘l\’l
’HIH I‘s]nl lwlv I.‘.zw
"Gy, iy, VG B R
fl.'\lil]] Bhv Agu 1131\.-
;“111 laalv BE“I Asw
0, A, G B,
’Aillll BIIV] AEH 1‘1\'
'HElI ‘[1“\'1 BSI]I AIV
’(:3]11 AEII\’ Cll B2VI
"I_‘\slIII Bﬁli\' AIH I‘!\"!
'Hslr lelv BII.'II AQVI
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Az alabhi négyszog oldalain |

g(n 1 g’ol -en

V,“' m:[]u Alxv Aﬁ\' A:i\‘l]:
\a’lnl, 1 :[Im H]I\' H!v HR\'I}]

V,h
v,V
Vln_
Voiy,
v,

v,

I :[I”” (':]I\' (:2\' {::!\'IJI
vi :[lli\' A]I B]” I‘1IIJ'J‘
I\':[II\' Azl B.-'I] [‘:IHL
v :[][\'I A-;-;IBg“ I-‘:{““L
v — | Hllll {_:]I[ A::\'I AH\'J[
A% :I(lll j\llllBg"lB;;"],

\,'llll, v — [f\]” H]I 1‘2\'1 [1“\'-]]

0
v,

:ll;ul“ [:.,” Alil\' AI\'Il
oo :Jtigi 1\1”1 B:{I\' Bll\'lrt |

Vllll, ¥ :lf“-;” H.-'I [‘Hl\' J_‘l\'lll

\TII‘

= { H3IH (':3“ Al\. ‘A"i“ || i

Vit ¥ =[C,' Ay B, B,"|
VT M=l ABIT Y

Jegyzel. A »'« jelek

A YA RS [, n
By,® By, I, A
Gy, G,V A B
‘A, Bu” G,¥ G
'R;: T B, G G
| ’A;hl B,," " CyY
| A,¥ A,Y A IV
.I B; = BiY B I
VR R L
I A:hw A]I\'l ALY
B, Bhw B, II¥
; 1\;“1\' l\ll\q Rl i A
A]I\' Ag‘w A, [IAE
B, Y Bﬂllv B," JIAR

T YT Iy I ¥i
[I1 121 ]3 [

az egyes rovatokban azt jelentik, hogy ezek

a kovetkezo

pon

Tok

J.\:il\'l ‘.._\IJIV an |12n]
”3[\'1 ”1|w 112||1 Agl
("3:‘1 {"I;”r A‘ll B:&“
"BIJII -[‘[1]“ Aﬁ\' ._-‘\:s\'l
rB:h” |_‘2Im ‘,-\a\'l j\‘r\'
'B;;,“ 1\3]111 Alw A,¥
H].m (:IIII |21 ‘\l"-
(.'l:] Al,m [ReE H]l\'
A1|” H],' i (':ll\-‘
H._,jm (_'_'.__zlu P A'.’.Y
Gyt Ag, 1 P13,V
Ay By P (Y
By, ™ Gy, P AV

v 1 T o1 Vi
Gy A, P B,

A:“IJ H::‘I I}III (:3\'!

_r-\“:\‘ Ae,v B," I',m
I;lll\’ I;gl\' 1‘31n A:{I
(.:]II\' {:gl‘l Aﬁl BS“
'J_‘IIIII An] B,¥ B,V
'i‘gl“' Ai‘:] B,V1 B,
’[‘ullll A:stl ].;]I\' I;z\"
H:,m A_.‘W B I,
{-:“] Bg]\"l (':3“ A-_II"
"\I.“ l‘__]l\'l A" B,
Igg]lll Aﬁll\-’ Iil| l‘:{"
(1211 BHJI\’ ¢, Ay
Am“ I_‘SII\' A BY

”31|1| A“\' HSI l"J‘.[

C:n[ Bl|v (.'2“ Alvt |

A:‘lll 1‘11\’ }L:III BI\'I

(V. tiblazat.)

fekiisznelk

,i;ll Ahw B N
r]_)ill H“"' (.'Iul A1m
P (':1‘1\‘ ‘.\11! ];ll
LY A, ' A ALY
'H!v A2|] A;"A,”
ALY AT ALY ALY
B]Iul A I\' “21 1‘3|\'
C]’l Bmv (o A“w
Allll l‘:“\’ A._;.“I Bal\’
”2]|11 Ah\u H”; 1‘1\‘
(‘:2I1 Bll\'l {.“u“ Al\'
A;z]u 11“\'1 ARIII Bl\’
Byt A, BFT, Y
(_:3'1 B"-‘uw .[_:Iu Ag‘“

Aﬁl” J‘e,“‘ .r'\ll” B‘:\'I

a g, egyenesek »'< jellel vannak ellatva,

Pyt AgY B (M
BT BV G A
rPIIII C'.“_ 1‘-'\2” Bg]
’l'Itl\' B1|u Bg\r’l va
'IIl\' B‘Z.“ BSI\’ Bl\'l
’I'[]\-’I B:i.” Bl\' Bgl\'
f(_-l“u Ag]\'l (':31 lev
'Allul BMH Aa“ J-‘zw
lelx l‘el” “3]“ A;l\'
oA™Y GVB,Y
'AQ]IH B“II\' i"ﬁl“ .II1:‘\'
r }’gll ]_‘:hl\-' H] 111 As\r’

4" A,Y ' B,V

’A:i,]“ B!I\' A.!II l‘l\'t [

rH:“l l‘“\' “zlli A]\'I

|

'I)II Aalw B, C‘sn
'[.)111 Ha]\fl CSI Asm
*l_alm (':3]\'1 Asu “31
'le l‘llm '[‘2\'1 ng
"H:V [‘21111 l‘sl\' 1‘1\1
'Il] Vi rsjm 11} v 112,\.
G2 A" CEBY
4 m v o7 iv
i
11 =1 2 Aa
'“h" A’llvl Call Biv
'Ag"“ Bll\rn A" 1‘1"
rHe,' Fn,“ Hsm Alv
B R VG BT
,Axlm Bﬂ‘w A]“ 1‘2\-:
rl_}:“] I\hw B‘m A,,,V’
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A p'=163b542 Pascar-egyenesen fekvd

(3 2, 4 1) pont polarisa a (3 -’i-., 1 2) és (1 3, 2 4-):(33" aa"') Geszekots egyenese.
(16,25) » » (12 56)6s(15, 26)=(a,"a,™) » ,
63,54 » » (b6, B4)és (b, 46)=(a,"Va,") > »

E polarisok metszGpontja, mely a p'-nek polarisa, collineatio-
kozéppontja az [56 34 12], a,"va," a;"" haromszégeknek.

Ugyanigy kimutathato, hogy az a,"V, a,", a,"' egyeneseknek
polusai egyszersmind collineatio-kdzéppontjai az

56 34 12), p'a,"a,"; [34 12 56], p'a,Va,";
[12 56 34], p'ay"a,"

perspectivas hdromszdigeknek.

Kitiinik tovabba, hogy az [12 34 56] haromszég (34, 12)
szogpontja az (14, 23)=(p'a,"), (13, 24)=(a,"a,"") pontoknak
osszekolo egyenese. Ennélfogva a (p'a,"), (a,’ a,*") pontoknak pola-
risai, melyek a p', a,"V; a,¥, a,"' egyenesek polusainak Gsszekotd
egyenesei, egymast a (34, 12) pontban metszik.

- Lathat6 tehat, hogy a

A% Tm=[12 34 586
haromszog a
VI M—plg 1V g,V g VI

négyoldal polaris alakzatinak atlosharomszige, vagy a mi ugyanaz:
a v ™ négyoldal atlosharomszoge polaris alakzata a A™ ™ haroms=
szognek a Pascar-hatszog kordl irt kupszeletre vonatkozolag.

E szerint:

Egy Sremer-egyeneshez rendelt v négyoldal oly négy
héromszogre oszlik, melyek a Srtener-egyeneshez rendelt A
haromszoggel perspectivisalk; a collineatio kézéppontok a v
négyoldal polaris négyszogének szégpontjai a Pascar-hatszog
kortl irt kapszeletre vonatkozdlag. A A hiaromszog polaris
alakzata a v négyoldal atloshiromszogének s igy véle per-
spectivas.
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10. Az Y-négyoldalakrol.

30. A 20. pontban két négysziggel
vy, 111=P1 A;llv Agv Asﬂ, Qu, I.Il_.___.:[]'_‘A:l Az As
talalkoztunk (9. és 8. abra), melyeknek szdgpontjai az egymist a
2L M Sarmon-pontban metszé p a; a, a; Caviev-egyeneseken fekiid-
tek. E négyszogek szdgpontjainak 0Osszekoté egyenesei a A™ "=
[12 34 H6] haromsz6g szégpontjain mennek keresztiil, t. i

a A Y=xn", A/ P=g, AA"=a", AjA V=x"
egyenesek az (12, 34) ponton,
a A =7n"; A A=V, A,Pl=oa', A; A=
egyenesek az (56, 12) ponton,
a HAS\’:nVI, A] Asv:%v: AI-} All\":“‘llv, A:{ }.“:ast
egyenesek az (34, 56) ponton
mennek keresztil.
A vE 0 G T pégyszigek négy par haromszégre oszlanak,
melyek a A™ ™ haromszoggel perspectivasak, ezek:

AT AY Asw P! AY AV
A, A, A, I A, A,
(34, 12) (12, 56) (56, 34) (12, 34) (34, 56) (56, 12)
PI ASVI AIIV IJI A}I\" As\'
I A, A, I A, A,
(56, 12) (12, 34) (34, 56) (34, 56) (56, 12) (12, 34);

a collineatio-kézéppontok :

¥, 11 p1 n, »i, Alw A” 3, ur ALV Ag, o, 1 Aaw Aa-

Minthogy ez utobbiak egy-egy egyenesben fekiisznek, a colli-
neatio-tengelyek egy

= = =Y12 Y34 Ybﬁ Y'm Y(s-; Y'ﬁll

négyoldalnak oldalai lesznek, melynek sziégpontjaiban ama négy-
szbogek és ama hiromszog oldalai egymast metszik, még pedig
az Yig b‘z’l?ln;}- AYAY, AAy, 125 az Yy, t?::}ta P'AY, ITA,, 12
az Yy, > A AN, ALA, HG; az Yy »  PTAYY, ITA,, 56
az Yy, > AVTANY, ALAL 345 az Y, o PYAY, A, 34
oldalak,
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Az Y™ ™ npégyoldalt a o ™ egyeneshez és a 2™ " pont-
hoz rendeljiik. E négyoldal szégpontjai a A™ ™ haromszig szog-
pontjaitol harmonicusan vannak elvalasziva, minthogy az a harom-
sz0g atlosharomszige a szoban lévé négyoldalnak.

A tizenit o egyeneshez rendelt Y-négyoldalaknak csak 45 szig-
pontjuk van, mert kettd-ketté koziilok mindig egybeesik.

Ugyanis a Pascar-hatszognek mindegyik oldala harom A-harom-
szognek oldala; pl. az 12 oldal a A™ ™A™ vV, A% Y harom-
szogeknek oldala, melyek a

o M = | PA, A, A, 11 oV, Y— | IA,B,T, ‘, o V1= | By C; A, Ag]

StriNer-egyenesekhez rendelvék.

De az imént gy tapasztaltuk, hogy a <" ", o> V egyenesek a
A" ™ hiromszog 12 oldalat az Y,,, Y',, pontokban metszik, me-
lyek az (12, 34), (12, 56) pontoktél harmonicusan vannak elva-
lasztva. Ugyanezen titon kimutathato, hogy a o™ ™, &% Y1 egye-
nesek a A™: vV  haromszég 12 oldalat az Y”,, Y';, pontokban, a
o' M gV. ¥V egyenesek a A V' haromszognek 12 oldalat az Y7,,,
Y,, pontokban metszik, még pedig ugy, hogy az Y",,, Yy, pontok
az (12, 36), (12, 5 4)-16l,az Y",s, Y,, pontok az (12, 35),(1 2, 6 4)-161
harmonicusan vannak elvalasztva.

Ebbél az kovetkezik, hogy a 15 Y-négyoldal szégpontjai-
nak szama 45, melyek harmasaval a A-haromszigek olda-
lain fekiisznek; tovabbsd a A-hiromszigek oldalain az Y
pontok harmonicusan valasztjak el a Pascar-pontokat.

31. A o' ™ egyenes a A" "™ haromszig 19 oldalat az Y"y,
ponthban metszi. Ugyanigy a ¢ ™ egyenes a A™ ™ hdromszog-
nek 34, 56 oldalat az Y",,, Y",, ponthan metszi. Ennélfogva:
a 45 Y pont hirmasaval a tizenoét StriNer-egyenesen, a
tizendt A-hiéromszdgnek negyvendt oldalin és a tizendt Y-
négyoldainak hatvan oldalin fekszik.

Az Y-nédgyoldalak hatvan oldalirél kimutathato, hogy
harmasaval a SteNer-pontokon mennek keresztiil.

Ha ugyanis a helyett, hogy, mint el6bb, a V* m  gu, 1
A" ™-pol, a 6" "= | PB, B, B; | Sreiner-egyeneshez rendelt

yuL, 1 pn Blesv ”sﬂ: SuL I — H:BI B! Bs, Am, 1 {1 4 56 b 2]
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négyszogekbdl, illetve haromszéghél indulunk ki, azt latjuk, hogy az
Y™ T négyoldal Y,, Y;, Y,, oldala kozos collinealio-tengelye a

B,'YBY, B,"!, B, B, B,, (25, 36) (36, 14) (14, 25)

haromszogeknek.
Ha tovabba meggondoljuk, hogy az

A A A, (34, 12 (12 56) (56, 34),
25, 36) (36, 14) (14, 25), B BB,

haromszogek kozil
az 1-s6 és 2k a P* és | Y,3Y;, Y, | coll.-kézéppont- és tengelyre

a 2-ik és 3-ik a Il és p™ » . »
a B8k és 4ik a PTés | Yy, Viu Yy | > ey
a 4k és 1s6a Il és |PC, CyCy | » » »

perspectivias, és hogy a collineatio-kézéppontok a p Caviev-egye-
nesen fekiisznek, belathatjuk, hogy a collineatio-tengelyek egymast
ugyanegy pontban metszik.? Minthogy a p™ és a | PC, C, C; | egye-
nesek a P ponton mennek kereszt(il, az | ¥,, Yy, Y5 | €5 | Yyq Yio Yy |
egyenesek és hasonlékép az | Y,, Yy, Yg, | egyvenes is a P ponton
fog keresztiil menni.

A mint az imént lattuk, az Y™ ™ négyoldalnak Y,, Yy, Y,
oldala a &% ™ = | PA; Ay A; | Srtrner-egyenesnek P STEINER-
pontjan megy keresztlil. — Ugyanigy kell az Y™ ™ négyoldal
Yia Yo Yooy Y3 Y5 Vi Yo Yea Yy, oldalainak, a o™ ®-nak Ay Agiy
StemNer-pontjan keresztil mennie, vagyis: egy StemNer-egyeneshez
rendelt Y-négyoldalnak oldalai a SteNer-egyenest @& STEINER-
pontokban metszik.

32. Térjiink vissza az el6bbi configuratichoz (9. abra), a mely-
ben a V™ ™ S MOV I U pégyszigeknek szigpontjai a pa; a, a,
Cavrev-egyeneseken fekiisznek (26.) és a V,'™» ™ négyszognek
atlésharomszoge a A™ ™ haromszog

A A% ™ haromszog (34, 12), (12, 56), (56, 34) szogpont-
jaiban a V™ ™ négyszog

| Ag¥A™ [, [ PPAY [ 5 [ AYVAY [, | PTAY |,

| AV AY |, [PRAYT |, :
oldalai egymast metszik, s azokon

1 26. pont, jegyzetben,
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Bl'll 1_111”, _]31]” CIII ; Baﬂ I‘SII]’ ].ialil Cg“ ; B;H 1‘31111 BBI"C.B“

Kirkvan-pontok (27.) is rajla fekiisznek. Amde a felirt Kirkamax-
pontok osszekiold g,, egyenesei, mint a V-négyszogek oldalai, a hoz-
zajuk rendelt A hiromszigek oldalait Y-pontokban melszik, még
pedig:

a '\‘;I'V, Vi :lII\' AIIBIHI‘IIII B],“ I‘]II! 3 A\"_ VI :,':’6 Yﬁﬂ h
a VVL W_TIv Aﬁ] anl‘am - Bgu ]-‘2“1 Avi v

e
e

=
: E o a

> IV, v _J[VIpA IR U 11 IRUP U |& AV, ¥ r g

a V 1 —l.[ ‘A'S Bﬂ 13 ;é-uBs ]"d .°-6 A 1%0 2 112 g

q VL IV B A YIAY (B U g AL 1Y 2 s ]

aVh N —BECEATAY (EBWCRE A : ]
3

o
&
-

qa VL Vv :Bsmcsuﬂswﬂ-xw 2 32m(:2n ALV
a VI, v =B:5]II Csll AlvAEIV lell Gsll Al, Vi
metszi.

A folsorolt Y-pontok azonban az Y™ ™ négyoldalnak szogpontjai;
tehat a V™ "' négyszog az Y™ ' négyoldal koril van irva, s mert
atlosharomszogiik kozos, azért az illetd Y-négyoldalaknak olda-
lai a V, négyszigek szégpontjainak harmonicus polarisai a
hozzajuk rendelt A haromszdigekre vonatkozolag.

33. Az YV, VUYL WONW, Vpégyoldalak szemben fekvo szig-
pontjai az

" T " e, " " "o,
Y:m Y 32 158 Y 662 Yl-l. } 142 YIGY 163 YS{Y 4y YB'IY B2
T r T r ¥, rr
154Y HES] 1Il?.VY 122 YﬁﬁY a6

BO
g

i

-]

= 02 Ot e W
oldalat az
et
o
[--]

pontok, melyek az

T T Trr " "
Yf}ﬁ}ﬁ-lj 124 G”’ .{11:]:)A1 AB Aazl 56 17 34Y 12
Yo Yio Yo, 6™ "=PB, B, By =Y", Y53 Yy

I b 3 N bl g " T
st Yer,.u Qi —PCI(-‘EC‘:% =Y ssY 1:3Y 54

egyenesekben (30, 31) fekiisznek; ezek az egyenesek tehat invo-
lutiot képeznek.

Ennélfogva :

Minden Stewer-ponton keresztiil megy harom STEINER-
egyenes, valamint hidrom oldala azoknak az Y-négyolda-
laknak, melyek e Sruxer-egyenesekhez vannak rendelve. E
hat egyenes oly involutidt képez, melyben a mondott Y-négy-
oldalak oldalai a Srewer-egyenesekhez kapcsoltak.

AZ YY, \-’11 Y\’I’ 1\', YIV’ v négyoldalak A\', \"I’ ﬁ\'l, l\"’ AIV, v
atlosharomszogei a P collinatio-kézéppontra és a =V, =¥, ="' colli-
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neatio-tengelyekre vonatkozélag perspectivasak (15.) lévén, kovet-
kezik, hogy a négyoldalak is perspectivasak a P pontra és a =",
n¥, ©'' tengelyekre vonatkozolag. Tudjuk tovabba (32), hogy ama
négyoldalak oldalainak harmonicus polusai atlosharomszogeikre vonat-
kozolag a V,Y» Vi VYL ™ V', V négysziogeknek szogpontjai;
ezért e négyszogek is perspectivasak a P pontra és =", =¥, ="'
tengelyekre.

Ennélfogva :

Fgy Stewer-ponton keresztiil mend hérom STeINER-egye-
neshez rendelt Y-négyoldalak, (valamint V,-négyszigek),
paronként perspectivisak; a Stewer-ponton keresztill mend
Pascar-egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, a STrINER-
pont ellenpontja a collineatio-kozéppontot.

Vagy:

Ugy a tizenét Y-négyoldal, mint a tizenét V,-négyszog,
harmasaval huszszor perspectivdas a hisz STrINErR-pontra,
mint collineatio-kézéppontra vonatkozdlag; a collineatio-
kézéppontoknak, mint StEwer-pontoknak, ellenpontjain ke-
resztdl mend Pascan-egyenesck képezik a collineatio-ten-
gelyeket. '

E tételek szerint az Y™ ™ négyoldal perspectivis

az Y™ 1 YW '-QYE‘I a I, pm, p*;
az Y™ ¥, Y% w_gyel az A,, a,"", aln;
az Y™ V. Y™ Vel az A,, a,"", a,";
az YL v Y Vigal az A:n aaul‘ 33“

pontokra és egyenesekre vonatkozolag; és ugyanigy a V," '™
négyszog.

Tehat :

Mindegyik Y-négyoldal (V,-négyszig) négy par Y-négyoldallal
(Vy-négyszoggel) perspectivis; a négy par collineatio-tengely négy
par Pascar-egyenes, melyek a felvett Y-négyoldalhoz rendelt SreiNer-
egvenesen fekvi Stemer-pontokban metszik egymast; a collineatio-
kozéppontok pedig a Strmwer-pontoknak ellenpontjai. A négy péar
Pascar-egyenes két negyoldalt képez, melyek a STEINER-egye-
neshez rendelt két Desarcurs-configuratichoz tartoznak.
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34. Ha a (8. abra)
p‘ll 31" pll‘.i al‘l‘II p‘.il asll pIII a“‘lll’ pﬂ asll plll aslll
oldali négyszogeket tekintjiik, melyeknek két-két atloja
l) Ylﬂ YB\I. YEB\ Y'I'Z Y’EH 1’56 ; P Ylﬁ Y‘d! Ybl}! Y’.'lﬁ st Y'GO ;
P Yi?. Ya-i th‘}‘! YH‘. '.\T's& Yrbﬁ
az Y™ ™ négyoldalnak oldala, és
B,", 28, 56); B,", (16, 34); By, (64, 12)

szigpontjai a p” oldalon fekiisznek, kdvetkezik, hogy e szdgpont-
parok amaz atloktol harmonicusan vannak elvalasztva. Minthogy a
p™ egyenes az Y™ "™, Y™ ! perspectivis négyoldalaknak collineatio-
tengelye, mondhatjuk, hogy

Mindegyik Pascav-egyenes collineatio-tengelye két Y-
négyoldalnak; egy megfelelé oldalpir a Pascar-egyenest a
SteiNer-pontban, a tobbi hiarom péar pedig més harom pont-
ban metszi. Ez a StriNer-pont harmonicusan vialaszija el a
hiarom metszépontot a Pascai-egyenesen fekvd Kirkman- és
Pascar-pontoktol; toviabbia a Srtewer-pont ellenponija a két
perspectivas Y-négyoldalhoz tartozd collineatio-kizéppont.

Ha ellenben a II Stever-pontra vonatkozolag perspectivas
Vi Mo[PATATAT. V=PRI CT Y
négyszogeket tekintjiik, melyeknek atlosharomszogei
A" ™M=[12 34 56]), A~ "=[b4 16 32,

azt latjuk, hogy ezeknek meglelelé oldalai egymast az (12, 54),
(3%, 186), (b6, 32) Pascar-pontokban, amazoknak megfelel oldalai
pedig egymast a p' egyenesnek

B]Ij:(A21v ASIV, 021V CS;VI)Q BSII:(ASI‘” A111v1 CSIVI C].;lv)!
Bsn = (Alslv ‘Amv! C'h‘w Chv)

Kirkman-pontjaiban és még harom U pontban:
(I}ll AI!IV‘ PI‘III Clt'l\?), (Pl'l AE“’, PII“ Cs‘\'), (Pll A31VI1 Plll'l CS‘VI)

metszik.
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A négyszigek harmonicus tulajdonsaga kovelkeztében az U
pontok a Kirkman-pontokat két Pascar-egyenestél harmonikusan
valasztjak el. Ennélfogva:

Mindegyik Pascar-egyenes két perspectivis V,-négyszog-
nek collineatio-tengelye; a collineatio-kozéppont a Pascar-
egyenesen fekvd SteNer-pont ellenpontja. A négyszogek meg-
feleld oldalparjai egymist a collineatio-tengely hirom Kirk-
MAN-pontjaban és mds hdrom U ponthan' metszik; ama
négyszogek dtldsharomszigeinek megleleld oldalai pedig
egymést a tengely Pascav-pontjaiban metszik. Két-két Pascar-
pont egy Kirkman-ponttol és egy U ponttol harmonikusan
van elvilasztva.

Mivel mindegyik Pascar-egyenesen hdarom U pont fekszik, az
U pontok szama 3.60=180; s mert mindegyik U pontban egymast
két g, egyenes, mint V;-négyszogeknek oldalai metszi, azért mind-
egyik g, egyenesen négy U pont van. igy pl. a P,"A;,"V egyenesen
rajta fekiisznek a

(}')( AIIV’, I..'I'II Bl'l\')l’ (1:}1 AI‘IV' ]:_)I‘J."[ Clr\r)“ ('I_)I AI‘IV, Al” I‘SV)“
(]:)I AI.W: AlnIBﬂ‘”)l .

pontok, melyek egyszersmind pontjai a p™, p™, a,", a,”™ egye-
neseknek.

35. Az Y™ ™ négyszog Y., szOgpontjin keresztil mennek
(9. 4bra) a V® ™ SW M YW M péoyszigeknek PTA,YY, ITA,,
| PPAYY | | oldalai, s az utobbi oldalon még az (12, 34) Pascar-
pont is rajta fekszik. Abbol, hogy a P'A,"V II A, négyszognek atlos-
pontjai Y5, 2™ ™, (12, 34), kovetkezik, hogy a

I_)I AII\', HA1; Yrﬁl‘! 'l_'}ll AI;_IVJ Y’ﬁ{! E‘I‘I’, 1II
egyenesparok s igy a
22 H; 1)11’ N, oI

pontparok harmonicusan vannak elvalasztva.

Ugyanigy kimutathato, hogy a p Caviev-egyenesen a P", II;
P, XUL T gs a P™, II; P,™, X% ™ pontpdrok harmonicusan van-
nak elvilasztva. Ennélfogva:

Mindegyik Caviev-egyenesen egy Stemer-, hirom Kimrk-
MAN-, hdrom Saumon- és harom Vi-pont fekszik. A STEINER-
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pont és mindegyik Kirkman-pont az utdbbiakhoz rendelt Vi-pon-
toktdl és egy-egy Saivon-ponttol harmonicusan van elvialasztva.

E tétel alapjin a hatvan V,-pont konnyen megszerkeszthetd, ha
a hatvan Kirkman-, higz SteiNer- és tizendt Sarvon-pont ismeretes.
PL. a p egyenesen fekvs P,', P,", P\ pontok a

“111‘[ P 1 EI: l‘ll),_“ml[ [1 11 LHI I) (Pll” ]| 111 E[ II] 1

relatiokbol konnyen megszerkeszthetdk.

A fentebbi tételbsl (vagy az A" A,V A, A, négvszighdl) kivet-
kezik, hogy a V,"™ "™ négyszog | A,"VA,Y | oldalan a szdgpontok
az Yi,, (34, 5 6) pontoktol harmonicusan vannak elvalasztva. Vagyis:
a g, egyeneseken fekvi V,-pontpirok az Y pontokiol és a Pascar-
pontoktol harmonicusan vannak elvalasztva.

36. Ha a 8-k abraban a p"p" a," 3‘“ négyoldalt tekintjiik,
melynek egyik atlospontja és atloja Yl,, ' M azt latjuk, hogy a
p" p™ egyenesparok a o> ™ | PY,, YBAMl egyenesparoktol, és
hasonlokép az a," a,"" egyenesparok a o™ ™ | Ay Yo Yy Y |
egyenespdaroktol harmonicusan vannak elvalasztva. Minthogy mind-
egyik STrNErR-ponton a tizenét Y-négyoldal hatvan oldala kozl
harom megy keresztiil, kimondhatjuk, hogy

Egy Sremer-ponton keresztlil mend harom Pascar-egye-
nes kozil kettj-kettd harmonicusan vilasztja el a STEINER-
egyenest a SteNer-egyeneshez rendelt Y-négyoldal hdrom
oldalatil.

Ha tovabba a p"p™a,"a,” négyoldalnak azt az atlojat
Ba‘u 113111: (pll asll} {p‘nr as‘III)

tekintjikk, melyen az A, ™, A,' pontok fekiisznek, azt latjuk, hogy
az Y, pont és a o "™ egyenes a B,"I\" pontparokat harmo-
nicusan valasztja el. Igy tehat: A g,, egyeneseken, mint a V-
négyszogek oldalain, fekvd Kirkman-pontok egy Y ponttdl és a
V,-négyszoghoz rendelt SteiNer-egyenestol harmonicusan van-
nak elvalasztva.

Ezt a tulajdonsagot a 9-ik abrabol is klolvashat]uk Mert
ITA,Y,, atlosharomszige az

AV ALY (12, 56) (12, 34)
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négyszognek, s igy az A,", A,V pontok az Y,, ponttol és a | ILA,|
egyvenestsl harmonikusan vannak elvalasztva. De az A;™ A,Y egyenes
egybeesik a | B;" I';"™" |, egyenessel, mely a V,™V=[II"* A; B," I';™],
négyszognek egyik oldala, és MA;B;I'; a o> ¥V BrrnNer-egyenes.
A p”p™a;"a,"™, a,” a," a," a,” négyoldalak végre azt is mutat-

Jak, hogy az

A, A, pontparok az Y",, | PPAY" | -t6l és a

P A, » az Y'yg, | AT AgY | 61

harmonicusan vannak elvdlasztva, a mit a kovetkezikép fejezhetiink ki :
Egy Steiner-egyenesen fekvo négy Steiner-pontot hatszor
bonthatunk szét pontparokka; e pontparok mindegyikét egy
Y pont és a Stewer-egyeneshez rendelt V,-négyszog egy
oldala harmonicusan vialasztja el
Végezetiil még a VI. és VII. tablazat megtekintésére kérjik
fel az olvasot.

11. Az y-négyszogekrol.

37. Tudjuk, hogy a tizenit ¢ STEINErR-egyenes a hozzajuk rendelt
A-hdaromsziégeknek oldalait negyventét Y-pontban metszi. Ennek meg-
feleldleg a tizendt X Sarmon-pontot a hozzajuk rendelt A-harom-
szogek szogpontjaival sszekotd egyeneseket altalaban y-egyenesek-
nek nevezziik. Szamuk szintén negyvendt. A mi pedig az y-egyenesek
kiilonos megjelolését illeti, gondoljuk meg, hogy a g™ egyenes a
A™ ™ haromszog 12 34 b6 oldalait az Y4, Y"y,, Y., pontokban
metszi. Nevezziik tehat a X' ™ pont Oszszekoté egyeneseit a
A™ ™ hiromszog (3 4, b6), (56, 12), (12, 34) szogpontjaival rendre
V12 ¥'3a €8 Y'gg-nak.

Ha ezek utan ismét a 9-ik abrihoz tériink vissza s azt latjuk,
hogy az

: Azw AV Al ) ) PIAsw HAs
négyszogek dtléspontjai

B (34 56) Ve ZU T (34, 56) Y
ennélfogva
az AI‘VAlia, AY A, =a, egyenesparok az Y,,, y";-t6l;
auPIl =y ALY AL =g » az Yhe, ¥ 14-t01
harmonicusan vannak elvilasziva. '
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Ugyanennél az okndl fogva mondhatjuk, hogy
a7z a, 8, egyenes-parok Yy, v'5-t6l5 a pa; egyenes-parok Y'yq, v756-t61
az a; 2 » Yy ¥'et6l; a pa, 2 > Yy ¥e-tol
vannak harmonicusan elvalasatva. Tehat:

FEogy Sawvon-ponthdl kisugdrzd négy Caviev-egyenes hat
egyenesparra bonthatd; ezek az egyenesparok a SALMON-

Alabbi
négy- kovetkez6 szogpontjaik vannak :
oldalaknak
) ]|| Yis Yoo Y Yia Yo Y
ymI, 1 | Ysﬁ N Y” Yfau Y’% Y’“
YL, 1 [ Yr Vg Ysg Y,b.l Y’m Y’E-ﬂ
Ve X2 ' Yaz Yna Yu Y"s‘z Y"W Y"N
AR A Yio Yoo Yoo Y Y75 Y5
Ny You Yy Yy Y”M Y% Yig
les 1Y Y”ﬁl'! Y"ls ‘&rﬂ-z.j Y’ﬁ!! Yr]'-i Y'24
N A Y Yoo Yoo Vi Y Yy
yim, 1w T T R T s
Y5 Iv [ Y80 Y6 Y5 Yy Yoo Y5
Yy N | Y Yy Yy Y Y Yo
i Y Yy Y Yig Yo, Yy
YL v Y e Yo Y e Yt Y
Y“’ Vi | Yuas Yg_,‘ Y]ﬁ Yrsa YHE,‘ Y"]r.
Y&V Y% Y Yy Y Yoo Yis
|

(VL. tablizat.)

E tdblizathoz megjegyzends, hogy a négyoldalak elss hirom szbgpontja mindig
egy egyeneshen fekszik, a kivetkezd hirom pedig egy hdromszognek szigpontja.

ponton keresztiil mend egy-egy y-egyenestil és a SaLmon-pont-
hoz rendelt Y-négyoldal szigpontjaitél harmonicusan van-
nak elvalasztva.

A o™ ™ Sremer-egyenes a A™ ™ haromszdg oldalait az
Y"1, Y54, Y pontokban metszi, a A™ ™ haromszognek szog-
pontjai pedig, mint mondottuk, a Z™ ™ Sarmon-pontbél az y",,
Y34 Y55 egyenesekkel projicialvak, Ezért:
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Lgy Steiner-egyenesen fekvd Y-pontok az illetéhéz ren-
delt Sawvox-ponthdl kisugérzé y-egyenesektél involutidsan
vannak elvalasztva.

38. A negyvendt y-egyenes egyméast harmasaval a
tizendt Saimon-ponton kiviil még hatvan ponthan metszi,
melyek harmasdval a Caviev-egyeneseken fekiisznek.

Ugvanis az

allll Elg11l ag”, a] ag “3: all\' ag\' as\"l

haromszogek oldalai, az A;, A,, A; pontokon mennek keresztiil, me-
lyek a o™ ™=|PA, Ay A, | egyenesen fekiisznek; a haromszogek
tehat perspectivasak. A collineatio-kézéppontok, melyek az 1-s6 és;
2-ik haromszoghez tartoznak : Z' *=(p b, by by), PP = (1, v."™ v;™)
a szogpontokat velild sugarak b, by by, v/ 1" v,"": ennélfogva a
2-ik és 3-ik perspectivds haromszighez tartozo velitd sugarak egy-
mast a 2" 1 P™=p Cavrev-egyenesen. metszik.

Amde ez utobbi haromszogek szogpontjai a _

Z4 W=(h, c; agag), B ¥ (bg cymgm )y I F=(by Cs i ts)
Sarmon-pontok és e Sarmon-pontokhoz rendelt A% ™, AL ¥, A"
haromszigeknek

Vi

(13, 24) (15, 26) (35, 46)

szigpontjai. Ennélfogva az =, o, ;, a,"va," a,"v perspectivas harom-
szigekhez tartozo velitG sugarak az v.;, Vi Vie egvenesek, melyek
egymast a p Caviev-egyenesen metszik.

Ugyanezen az uton kimulathato, hogy

8% Vi =24 ™ (8D,26), vas =2 V(13,46), vee =2 (2%, °15)"

€887 Vo =200 (15, 4 0), Y = 2T (35, 24) Sy s =25 ST G NS
egyenesek egymast a p-egyenesen metszik. 3

39. A negyvendt v-egyenest tizendt y-négyszog oldalinak te-
kinthetjiik és ezeket a tizenit SaLmon-ponthoz és tizendt SteiNer-
egyeneshez rendelhetjiik.

Lattuk az imént, hogy az vy., Vs4, Vie €gvenesek egymasl a p-
egyenesen metszik, s ha
2% (1 4 B32)=y e 2T (16,5 2)=Vqu 2V (88, 54) =¥,
ugyanoly modon kimutathatjuk, hogy az

- " r Z ' i r r
Vi2; Vass Voo o Yoo Vaas Yoe: Ve Yoo Vioes Yaos Vs Vs
11*
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egyenesek is megfeleléleg p,a,, a,, a8, Caviev-egyeneseken metszik
egymast.

Ez oknal togva azy,s, Vs Vagr V19 ¥'sss Vs €gyenesek egy y™ ™
négyszognek oldalai, melynek szdgpontjai a Z™ ™ pontbol kisu-
garz6 pa, a, a; egyeneseken fekiisznek.

Ha tehat ezt az y™ " négysziget a Z'™ ™ ponthoz és ¢ '
egveneshez, valamint a tébbi hasonldo y-négyszigeket a (Gbbi Z-
ponthoz és s-egyeneshez rendeljiik, mondhatjuk:

A  negyvendt y-egyvenes tizendt y-négyvszogel Lképez,
melynek 4.15=60 szdgpontja hirmasaval a hisz Caviey-
egyenesen fekszik, még pedig akkép, hogv mindegyik y-négy-
szdgnek négy szogpontja azon a négy Caviev-egyenesen fek-
szik, a melyek egymist az y-négyvszdghez rendelt Saivox-
ponthan metszik.

40. A 38. pontban targyaltak szerint az

* (V1o Yas Ys)y (Vae Voo Via)s (V54 Vao Vao)

pontok a p Caviev-egvenesen fekiisznek, mely még a

II I]I — " r r III ] — " f,' "f A 1[. II = L .'f’ rr
zr =(Y"12 Y34 Y 56 X" T=(Y"36 Y25 Y14)y & =(Y"54 Y16 Y'32)

SaLmon-pontokat is tartalmazza.

Amde
az Yy9,Y 323 Vous Van Vas ¥ a4 ellenoldalparjai az y¥: ¥ négysadgnek,
az Yie Y 165 Your Y343 Vooo ¥ 5o » 3
aZ Your ¥ 543 Yaze V123 Yoo ¥ se » ¥ ¥ »

a minek kovetkeztében eme hat pontpiar a p-egyenesen involutiot
képez, Tehat:

Mindegyik Caviev-egvenesen hat oly pont van, a me-
Iyekben az y-egyenesek egymist harmasaval metszik, t. 1.
harom pont mint az y-négyszigeknek szogpontja és hidrom
e négyszogekhez rendelt Sauwmox-pont. FE hat pont involutiot
képez, melyben a Sauvon-pontokhoz a hozzdjuk rendelt négy-
szogek szogpontjai kapesolvik. (Osszehasonlitando a 32. pont-
ban foglalt tétellel.)

41. Miutan az y™ ™, V,™ '™ négyszogeknek

(Y:I2 Ys4 Yo6) (lea V54 ¥os) (V12 Yss ¥'s0) (Ym Vsa ¥Y's6)
2% B AgY AV
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szOgponljai a p, a;, a., 8, egyeneseken fekiisznek, kérdezhetjiik,
hogy nem perspectivas helvzetiiek-e, vagyis, hogy a megfelelé oldalaik-
nuk metszépontjai nem lekiisznek-e ugyanegy egvenesben ? '

Tudjuk, hogy

Voo =2% TV (18, 24)=(b, ¢,y 23) (13, 24)

. ]:111.11“1»-_=..1_§1111 6
€s hogy a by, ¢ egyenesek a B,", C;" ponlokon mennek keresz-
til. Miutan az v,, egvenes a by, ¢, egyenespart a B,"™ C/" egyene-
sen fekvi Yy, ponttol harmonicusan vilasztja el (37.), az (yg,
B, C,™ pont is harmonicusan valaszija el a B™ C™ pontokat
az Yy, ponttol.

Ha ezulan az a,a," a,"a," negyoldalt (8. abra) tekintjiik,
melynek szemben fekvo szogpontjai  B™, G egyik atléspontja
Y'o: egvik alloja o M= | PA, A, A, |, belathatjuk, hogy az (Y,
PyTA YY) pont a &' M egyenesen fekszik és az Ay, A; pontokat az
Y”,, ponttol harmonicusan valasztja el.

Ugvanezen az tton kimutathato, hogy az y™ ™ V™ " négy-
szigek tobbi oldalai is a ¢ " egyenesen melszik egymast és a meg-
felelé oldalparok

(3’5!\1 PII All]v)‘ (Y'mi! A?.l\r ASlw): (_.3'34: l)1[ Ahv)a (Y'ﬂia A3.|“'1 Ah]v);
(Yio: Pi" 46, (V10 Anw Az;v)
metszépontjai az
Aﬁ A:” P Av A:! An IJAea Al Aev P As
pontpirokal az
Y”bm Yul‘;ﬁ! Y”:Ha Y”:hh Y”l'ﬂ' Y”I’I

pontoktol harmonicusan vialaszijak el, és igy ama négyszogek per-
spectivas helyzeliiek. Ennéllogva:

A tizendt V,-négyszog a tizenot y-négyszoggel perspec-
tivis helvzetii; a hozzdjuk rendelt Saimon-pontok €és STEINER-
egvenesek a collineatio-kizéppontok és tengelyek.

Vagy pedig:

A Striner-egyenesek a hozziajuk rendelt  y-négyszogek
oldalait kilenczven ponthan metszik; mindegyik metszépon-
ton keresztiil megv a kilenczven g, egyenes kozil egy-egy.
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Toviabba, tekintetlel a 36. pont utolso tételére :

Egy Sreixer-egyenesen lekvd négy SrteNer-pont hat
pontpdarra bonthatdé; e pontparokat a SrTeEINErR-egyvenesher
rendelt y-négyszog (ugyszintén V,-négvszog) egy-egy oldala
és egy Y-pont harmonicusan valaszija el (Dualisan meglelel
a 37. pontban levi tételnek.)

E tétel a 9. abrabol is kimagyarazhato, melyben az A A,
pontpar az Yy, v'1,-l00 és hasonlokép a o Y= | B C,; A, Ay, | -n
fekvé

B, C;, By Ay, Gy A,, B; A, G, A, ponlparok, az
Yio, Y23 Yas Yo Yase Y555 Yaes Yios Yeer ¥'as PONtEOl és egyenestol
harmonicusan vannak elvalasziva.

42. Az A" AYAL A, PPAMITA; négyszigekbdl lathato (9.
abra), hogy az

AVA =o A™A,=2," egyenesek az Y,,, V' 0], és az
AV ==Y, P, A;=a," egyenesek azY'y,, y"o-t6l
harmonicusan vannak elvilasztva.

Ez pedig a kivetkezikép fejezhetd ki: Egy A-haromszog mindegyik
szogpontjan négy Pascav-egvenes és egy y-egyenes megy kereszliil;
e Pascavr-egyenesek koziil kétszer kettd az y-egyvenestdl és egy a
A-haromszig ama szogpontjaval szemben fekvi oldalon nyugvo Y-
ponttol harmonicusan van elvilasztva. Vagy, mintan a V" "=
[PTA™ AV AYY, négyszog | A,V AV, | PPAYY, oldalai az Y,,,
Y';, pontokon mennek kereszlil, mondhatjuk :

Egy V, négyszog atlis haromszdgének, A-nak mind-
egyik szogpontjiban a V, négyszignek két oldala, azaz két
20 egyenes, egy y egyenes €s négy Pascavr-egyenes talilko-
zik; mindegyik g, egyenes az y egyenest két Pascai-egye-
nestol harmonicusan véalasztja el.

43. Vegyik szemiigyre a V,» ™V=[B,™ C," A,"* A,"], négy-
szogel és annak AY V=[13 24 H6] atlosharomszogét, mely egy-
szersmind atlosharomszige az

71 IV __wyr ’ wre et T "
Yo V=¥ Yoy Y6 Y18 Y04 Y'ie

négyoldalnak is. A mondott atlosharomszognek szogpountjait a 2H
SaLmon-ponttal Osszekiive, az Yy, Vis, Voo €gYeneseket nverjiik.
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A AN W haromszog (13, 24) szogpontjan kereszttilmend V,% ¥
négyszig oldala, v-egyenes s Pascar-egyvenesek kozil a

Yrr.u ]311"101[]1 - f P! Alw r s Vso
harmonicusan valaszijik el a
pl“ i f ])II Cl“f\jn J .rllu = | 1_)1[! Alll‘l B]_]“ ’
egyenesekel. Minthogy azonban a
PY, (¥i2 Vas Vse)» P7, P

pontok a p-egyenesen fekiisznek, azért a két elsd pont a két utébbit
is harmonicusan vilaszija el.

Hasonlo tton, ha a V'™, V,"™ ¥ négyszogekhdl indulunk ki,
kimutathaté, hogy a p-egyenesen fekvd

P™, (Vi Yos Vso)s P75 P* €5 P™, (Vg Y16 Yas). P, PV

pontok harmonicus helyzetiek.

Tekintve, hogy az (Yis Yas Vse)y (Yaa Yos Yas)s (Ves Vig Vas) PODLOK
az y™m Wy 10 L I négyszigeknek szigpontjai, mondhatjuk :

Minden Caviev-egyenes harom Kirkmax-pontot €s az y-
négyszogek harom szogpontjat tartalmazza, a mely hat pont
involutiot képez. Két-két ily Kirkman-pont a harmadilk KiRkmaN-
pontot, az y-négyszogek egyik szigpontjatil s 1gy egyszer-
smind az y-négyszogek két szigpontja a harmadik szog-
pontot egy Kirkman-ponttdl harmonicusan vilasztja el

Jegyzet, Ha e tételt a 36. tétellel a 151. lapon Osszehasonlitjuk,
azt latjuk, hogy a Pascar-egyenesek és az Y négyoldalak oldalai
nem felelnek meg dualisan a Kikkman-pontoknak és az y-negyszo-
gek szigpontjainak. K szerint Veronese »Sull” hexagrammum mys-
ticume czimii érlekezésének LXI. theoremaja Aibéds.

44. A 38. ponlban kimutattuk, hogy az a,va,¥a,"Y, «; o,
haromszogek az (Vyq Vs Vsg) collinealio-kozéppontra és a o' ™
collineatio-tengelyre vonatkozolag perspectivasak.

Ugyanigy kimulathalo, hogy a

pl ag\’ aSVI pI H,‘{‘” all\' pl a] v ag\"
ooy %y T %y % TOy O

haromszégparok is perspectivasak az (¥, Vg Ves)s (Ve Voa Yiaels
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(V12 Y4 ¥5s) collineatio-kézéppontokra és a o' "' egyenesre, mint
collinealio-tengelyre, vonatkozolag, vagyis:
31\ \,’T]‘ III:}I}I A][V 1’\3\’ As'\’]!

s Ayl 1 pr 9.1“' ag¥ a,"*, 5

W= o o oy négyoldalak ’ S =LA, A, Ay négyszogek
|
|

5‘1‘ 1
négy par haromszogre bontha- négy par haromszogre bontha-
tok, melyek az y'™ " négyszig tok, melyvek a Y™ ™ négyoldalra
szigpontjaira és a o' " egye- ¢g a X' M opontra, mint colli-
nesre, mint collineatio-kozép- | neatiotengelvekre éskozéppontra
pontokra és tengelyre vonatko- I\ vonatkozolag perspectivasak; a
zolag perspectivasak ; a szogpon- | megleleld oldalak metszdpontjai
tokat velité sugarak az y™ ™ | uz ymom négyoldal szogpontjai
négyszog oldalaic. L (30.)e.

Tudjuk tovabba (27. és 41. pont), hogy a o™ " SreiNer-
egvenes P, A, A,, A, Strixer-pontjabol kisugarzo

ﬂpl p‘II pl[I 5'-1 all\"’ 31" a]]ll a! a"\-' sjsII aglll 11; aa\‘f d;}“ a-SIIl

Pascav-egyenesek az
3”’ III:E fx_'l 12 '13 pII a]Il. aB“ aﬁll
v“, ‘I]I= pI aJT\’ aEV a;!\"l l}:ll H-llll a-zlll 33]“
négyoldalaknak oldalai.
A keét els6 és a két utobbi négyoldal a " " collineatio-
tengelyre és az

Y5 =10 Vo Voo Y2 ¥oa Yer Vi =[PP ALY AV AV,

négyszig szogpontjaira, mint collineatio-kiozéppontokra vonatkozolag
perspectivas, maguk az y™ ™ V'™ nagyszagek pedig a o' ™
és X' ™ tengelyre és kiozépponira vonatkozolag perspectivasak.

45. Az y™ MUV M négyszigekkel  egyiill azoknak D' M
A U atlosharomszigei is perspectivisak az o' M0 X Ulpa yopal-
kozolag. Amde e hiaromszogeknek meglelels szogpontjai

Dis=(v1a ¥12) Dyu=(¥sse Ysu) Dss=(¥ss V'so)
(34, h6) (6, 12) (12, 34),
s ennélfogva a Z'™ "' pontot a A™ "™ haromszog szogpontjaival
Osszekold egyenesek, névszerint y7y,, vy, Y5 @ D™ T hiaromszig
szogpontjain mennek keresztil, és a ' ™ egyenesnek Y"ys, Y7y, Y",
metszépontjai a A™ ™ haromszog "12 34 H6 oldalaival a D% ™
haromszdg oldalain fekiisznek.
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Abbol tovabba, hogy a A™ " atlosharomszége az Y™ ™ négy-
oldalnak, kovetkezik:

Az

Y™ =Y Yoo Yoo Yo Yo Yoo ¥ ™=¥13 Yau ¥50 V12 Y54 Vo6
négvoldal ¢és négyszdg atldsharomszogei A™ ™ ds DU ™ g
hozzéjuk rendelt 5" ™ SreNer-egyenesre, mint collineatio-ten-
gelvre, és a hozzdjuk rendelt X" "' Sauvon-pontra, mint ko-
zéppontra, vonatkozdlag perspectivisak; a megfeleld oldalak
metszépontjai Y Yy, Y., 65 a megleleld szigpontokat 6sz-
szekots egyenesek yis, ¥'si ¥'see

Toviabbi :

A negyvendt y-egvenes egymist hirmasédaval a tizenot
Sawmon-ponton és a Caviev-egyeneseken fekvd hatvan ponton
kiviil még tizendét D -ponthan metszi, melyvek a tizendt y-
négyszog D-datloshiromszogeinek szogpontjai.

Valamint hogy a tizendt A-hiromszig negyvendt Szog-

“pontja a negyvendt y-egyenesen fekszik, azonképen a tizenot
D-hiiromszog negyvendt oldala a negyvendt Y-ponton megy
keresztiil.

46. Miulan az vy, V5., V' egvenesek egvmast ugyanegy
pontban, D,,-ben, melszik, e pont szigpontja a

D™ M =Dy, Dyy Dy, D> V=D, Dyg Dyye D™ V'=Dyg Dy Des
haromszégnek. Tehat:

A tizendt y-négyszog atldsharomszogeinek, azaz a tizendt
D-hdaromszognek csak tizendt szégoontja van, miként a tizenot
Y-négyoldal A atloshdromszigeinek is csak tizenot oldala van.

Az g™ T gL VY Y pégyszigek Vi, Viei Vs Yia SZem-
ben fekvi oldalparjai

a D™ M haromszognek Dy Dyy=(y12 ¥'12) (Yaa Via)s
Do Dyg=(¥12 ¥'12) (Ve Y'ss) oldalait,

a D% ' haromszognek Dy Dyy=(y"15 ¥"12) (Y55 V35,
Dyo Doy =(¥"12 V'12) (Vo4 ¥'s4) oldalait,

a D™ vV haromszognek Dy, Dyg=(Y"13 V12) (Y756 Vao)s
Dyy Dyg=(¥"12 Y12) (Y754 V5a) oldalait

harmonicusan valaszijik el.
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A D hdaromszigeknek a D-hiromszogek szogpontjaibdl
kisugirzd harom oldalparja ugyvanazon szogpontokbdl kisu-
garzo y-egvenesektdl harmonicusan van elvalasztva. (Meg-
felel a 30. pontban levé tételnek).

47. Az

v

VI__ . . r" xy v, LIV — " e L.
Yo V' =Vee Via Voo Y sa YV aa Y aas V0 V=Vas Voo Vi Vaa Vsa ¥V 143
YV V= ¥ Vae Yoa Y 12 Y 36 Y 54
négyszogek oldalparjai egymadst az
r r " N VITT, T " " 1t .
(Y56 Yoo Yaa)s 27 ™ =(7"56 Y04 ¥"12) 3 (V1a You Yoy 20 *=(¥"1e Y 52 ¥'s0)
4 . I, 30— (" " r”
(Va2 Y1e Ysu)y 25" =(Y"32 ¥ 16 Y's4)

pontparokban metszik, melyek a p-egyenesen involuti6t képeznek.
Ama négyszigek tizenkét szogpontja koaiil
(V56 V1s Ya2)  (Ysu Yse Vi)  (Yiz Vs Yoo

a 7 Caviev-egvenesen fekszik, a tobbi pedig szogpontja a kovet-
kez6 perspectivas haromsziégeknek :

’

" " " rr " N " w o
YE‘:HY ]4?5'}‘ YMY.']‘.%!'IG'YIRY‘SG}‘M-

" mely haromszogekhez tartozo collineatio kézéppontok a w-egyene-
sen fekiisznek.
Ugyanis az

VeV 1e ¥ 525 [-511 B,*I,™),, [A By™ 1™, V30 Y 50 Y 16
haromszigek koziil

az 1-s6 perspectivas a 2-ikkal £V ¥, % YIra vonatkozolag (41.)

a 24k » a 3-kkal P, n'ra >
a 34k » a 4-ikkel ZVL W VL Wopg s
a 4k > az 1-sével p-ra »

s merl a négy collineatio-tengely egymast a 1I SteiNer-ponthan
metszi, a collineatio-kozéppontok a m-egyenesen fekiisznek.
Ugyvanezen az tton kivetkeztethetd, nogy az yv”., V"¢ Ve
T Yﬁse Y50 €8 Y'5aY 52 Y16 Vs Y56 ¥'54 perspectivas haromszégek
collineatio-kozéppontjai is a w-egyenesen lekiisznek.
Minthogy az y¥: ', y¥u ™, yiv v négyszogeknek harom szig-
pontja a m-egyenesen volt, kovetkeztethet6. hogy azok paronként
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perspeclivisak ; a kozos collineatio-tengely a p-egyenes, és a harom
collineatio-kézéppont a w-egyenesen van.
Ama négyszogek

DY V=D D;;Dis, DY V=Ds; Dy Dy DMV V==Dig Dy Dy

atlésharomszigei tehat szintén perspeclivisak a p collineatio-tengelyre
és a m-egvenesen fekvé collineatio-kézéppontokra vonatkozolag, és
a megleleld oldalak metszGpontjai koziil kettd-kettd harmonicusan
valasztja el annak az involutionak kapcsolt pontparjait, a mely
involutio szerint az y% Y& yV& W, yV. V négyszigek oldalai a p-
egyenest melszik: vagyis a

(Df)ﬁ D14! DZS‘! Dl'i?.! Dl? Dﬂﬂ)‘ {Dﬁﬂ DH‘-)‘ {]31 DlG! Dlﬁ Dﬁi)!
(Voo You Yao)y (Y756 ¥ 34 ¥ '12)5
(DIS DZE‘! Dh'l Dlli:l Dﬁﬁ Dfi-l)‘ (D.'l-l Dﬁﬁl D52 Ds-l! DZG ]—]12)!
(Vie Voo Yae)s (V14 V52 ¥'36)5
LDSE Dhﬂ" IT}.ll‘i DEH! Dh-i D]‘!)i {]J32 ]‘)143 D]ﬁ Df\ﬂ? DI'J-l Dﬁll)!
(Yae Vig Vo) (Y752 Y16 V'54)
pontok harmonicug négyest képeznek.
A DY VI DYL WO DY Y haromszogeknek szdgpontjai egyszer-
smind szogpontjai az

111

LI, TIIT ’ r r i I. 43 r r L
¥ —=VYo5 Yoa Yae Yoa Yaa Yoo ¥ = VY14 Yse Yoo Y14 Y52 Y 36y
yh M=

= Yaa Y16 V5u Y32 V16 V54
négyszogek

D% =Dy, Dy, Dgg, D™ T=Dys Dy, Dy, D =Dy, Dyg Dge
atlosharomszogeinek, mely ulobbi négy- és haromszogek a = colli-

nealio-tengelyre a p-egyenesen fekvo collineatio-kézéppontokra vonat-

kozblag perspeclivisak. _
Jelen esetben is a négyszogek megfelel§ oldalainak melsz6pontjai

. - — '3 r r r Y g ‘P —_— ’ 7' ' .
(Vs Vi ?a?]s 2V V= (¥ Y14 Vs2) 5 (Va4 Y52 Via), B3 ‘—(Ya-l Ve Vi)
’ n 3 . ] ’ ]
(V12 Ya6 Vae)y 27 V=(¥"12 Y36 ¥'54)
harmonicusan vannak elvilasztva a haromszégek meglelelé oldalainak

(Dis Dsus Dsg Dsss DsaDye)s  (Dsa Dygs Dye Dyyy Dy Diy),
(Dﬁe D121 Du D:‘.oa D82 DM)
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metszépontjaitél. Amde ez utébbi pontok a DY: Y, DL ¥ [V, V)
vVo VIO yVh IV IV, Y perspectivias harom- és négyszogek collineatio-
kozéppontjai; ennélfogva mondhatjuk :

A tizendét y-négyszog (és a tizendét D-haromszog) koziil
hiiszszor valaszthatunk ki hdarmat, mely pzaronként perspec-
tivias a Caviey-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre,
vonatkozolag. A harom collineatio-kozéppont, mely ily hiérom
perspectivas y-négyszoghez (és D-haromszighez) tartozik,
a Caviev-egyvenes ellenegyenesén fekszik és harmonicusan
valasztja el annak az involutidnak kapcesolt pontparjait,
mely involutiot a Caviev-egyenesen fekvd Saumon-pontoknak
és az y-négyszogeknek szigpontjai képeznek.

Jegyzet. ¥ harom collineatio-kézéppont nem esik egybe a
Caveev-egyenes Kirkman-pontjaival, mert két Kimkmax-pont az y-
négyszigeknek egy szogponljalol és a harmadik Kirkman-pontiol
van harmonicusan elvilasztva, hololt két collineatio-kizéppont
az y-négyszogek egy szogpontjatol és egy Sarmon-pontid] van har-
monicusan elvalasztva. :

48. E fejezet végén még az Y-ponlok- és y-egyeneseknek, vala-
mint a g, egyeneseken fekvé pontoknak emlitésre mélto helyzeti
viszonvéarol akarunk szélani.

A (84, 56), illetve (54, 36) ponton keresztiil mené

gm:Alw Axv B:MH ;1.1“: g'.u = Anw Aglv Bsn IW“m
egyenespar egymist az Y,, pontban metszi.

Az vy =2" ™ (34,5 6)egyenesaz A,"Y AV, A, "V A, Y pontparokat és
az Y, =2 Y (36,54)egyenesa B," I',™, B, " I';,™ pontparokat

harmonicusan valasztja el az Y,, pontiél. E szerint:

sMinden Y-ponton egy g, ésegy g, egyenes megy keresztfil,
melyeken két-két Kirkman- és két-két V,-pont fekszik. A két Kirkmax-
pont a g, egyenesen és a két V,-ponl a gy, egyenesen, és fordilva
a két Kirkmax-pont a g, és a két Vi-pont a g, egyenesen, a fel-
vett Y-ponttol és egy-egy y-egyenestl harmonicnsan van elvilasztva.
A két y-egyenesnek és az Y-pontnak ugyanazon alsé, de kiilonbozé
fels6 mutatéja vans.
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Jegyzet. 1. Ha a VII. tablazalban a nagy bettiket kiesinyekkel
cseréljitk 161, akkor az egyes v-négyszigek oldalait nyerjiik.

2. A VI tablazatbhol lithato, hogy mely y-egyenesek mennek
keresztiil az egves Sarmoxn-pontokon.

0 M= (" 0 Y e Y sa)| 2™ F= (7 10 Y s Yo N2 T =(¥"16 Y5 Y '54)
2V VU= (y'14 ¥'s2 Yo | EV I = (Y0 Y54 ¥'50) | ZV: V=(y'15 Y0 ¥'54)

Eh WV = (v Yoy Vea) |2 V=V Ysn Vae) | 2™ V=(Y"15 Y s6 Vso)
25 ¥ =(¥y5 Yog Yau) ‘ B Y =Yg Vas Vie) [ 2™ Y=(V16Y 24 ¥ s5)
V= (yys Vas Vaa) | Z V=(V05 ¥Vou Yao) | 2 V=008 Yas ¥ 26)

| |
(VI tiblizat.)

12, A v,-Veronese-egyenesekrol,

49, Ismeretes, hogy a P! Kirkmax-ponton keresztil mend o, o, ' o,
Pascar-egyenesekhez a p' egyenesen fekvd A,'A," A" KirkmAN-pon-
tok vannak rendelve.

De ngyanezekhez a Pascar-egyenesekhez az A," A,.' A;," pontok
is rendelvék, melyekrél szintén kimulathato, hogy egy p,' egvenesen
fekiisznek, mely épen tgy, mint a p', keresztiil megy a P-ponton.

Ugyanis az

(12, 34) (b8, 12) (34, 68) BXB, B CIVCYC™
haromszdigek a Il collineatio-kézéppontra vonatkozilag perspectiviasak,
mert megfeleld szagpontjaik a =V, 7% ' egyenesekben fekiisznek.

De az 1-s6 és 2-ik, 1-s6 ¢s 3-ik haromszighoz lartozo colli-
neatio-lengelyek, mert megleleld oldalaiknak metszépontjai a

(12, 45), (34, 61), (6, 28); (12, 36). (34, 52), (66, 14)
pontok, a p', p"* egvenesek. De a 2-ik és 3-ik haromszog oldalai g,
egvenesek, melyeket V,-pontokkal ekkép fejezhetiink ki (V. tablazat):

1 All I‘llll AEI '[‘2111 As‘l 1‘131’1] | i
IAIIBIII Ah!IBSH ASIlel l’

Ennélfogva az | A" A,"A," | | pontok, mint a megfelel6 olda-
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lak metszGpontjai, egy p," egyvenesen fekiisznek, mely a P=(p™ p™)
ponton megy keresztiil. ]

Ha még meggondoljuk, hogy az «,', o', &' egyenesek P' metsz0-
pontja a p-egyenesen fekszik, kimondhatjuk a kovelkezo tételt:

Egy Caviev-egyenesen fekvo Kirkman-ponthdl kisugéarzo
harom Pascavr-egyeneshez oly harom V, pont van rendelve,
mely a Caviev-egyeneshez rendelt StriNer-ponttal egyiitt egy
egyenesen fekszik.

Ezt az egyenest a Kirkman-ponthoz rendelt v, Veronese-egye-
nesnek, vagy roviden v, egyvenesnek nevezzlk altalanosan, s mint-
hogy minden Kirkman-ponthoz egy v; egvenes van rendelve, azért a
v, egyenesek szama hatvan. Ez egyeneseket kiilon-kilon akkép
jeloljiik, mint a Kirkmax-pontokhoz rendelt Pascar-egyeneseket, de

megkiilonbiztetésiil még egy »,« mutatot fliggesztiink hozzdajuk.
Igy a
P, Pl=(a'a’ay’), Py pf = [A 8 A" | = | ATATAS [

pontok és egvenesek egymishoz rendeltek.

Miutan minden Pascar-egyenesen harom Kirkman-pont fekszik,
minden V, ponton is harom v, egyenes megy keresztil; s mert
minden Caviev-egyvenesen harom Kirkman-pont van, azért minden
Sremner-ponton harom v, egyenes megy keresztiil. Ennélfogva:

A hatvan v, egyenes hiar- | A hatvan V, pont hirma-
masaval a hatvan V, pon- | saval a hatvan v, egyenesen
ton és a hiisz SteiNer-ponton | és  huisz Caviev-egyenesen
megy keresztiil. | fekszik.

50. Vizsgaljuk most meg, hogy egy Desarcues-configuratio iz
Pascar-egyeneséhez és tiz Kirkman-pontjahoz rendelt V,, v, pontok
és egyenesek mily configuratiot képeznek.

A. p' egyenesen fekvd A" A," A" pontokhoz oly o, o, P oy " egye-
nesek vannak rendelve, melyek egymast a p’~-hez rendelt P,* pontban
metszik ; tovabba a P* ponton keresztlil mend «,'«," 2" egyenesek-
hez oly A,'A,"A, " pontok vannak rendelve, melyek a P™-hez ren-
dell p," egyenesen fekiisznek. Miutan a

b* b by =CF G ¥, ¢" ¢y 6" =B By’ By!
harnmszogek, melyeknek szogpontjai az «,', o', ;" egyeneseken fekiisz-
nek és melyeknek oldalai egymast az A, A,", A,” pontokban metszik, a
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Pr=(o," ey’ "), p'= | A;TATAL |
pontra és egyenesre vonalkozolag perspectivasak, a
(BB ByY), =(ei* e’ 65),s (G G Gg), = (b " be' byh),

haromszigek is, melyeknek oldalai egymast az | A,", A,", A, | | pon-
tokban metszik és melyeknek szogpontjai az | " 2", o' | | egye-
neseken lekiisznek, perspectivasak a

= ASAS A | PU=(e e ey,

egyenesre €s pontra, mint collineatio-tengelyre és kozéppontra, vonat-
kozolag. Ennélfogva : -

A hatvan V., pontbdl és hatvan v, egyeneshdl allo
[Viv|=/[VV], configuratio, ép tigy, mint a hatvan Pascav-
egyeneshdl v-bil és hatvan Kirxman-ponthdl V-bil 4116 [Vv]
configuratio, hat Desarcurs-configuratiora oszlik. Mindkét con-
figuratio [Vv], [Vv], a két H=(15,20,), H' = (20,,15,) HEssE-
configuratio irdnydban egyenlokép viselkedik, a mennyiben
minden Steer-ponton keresztiil megy hirom v, és hirom v-
egyvenes és minden Caviev-egyenesen hdrom V, és harom V-
pont fekszik.

51. A 44. pontban két haromsziget
B BT B, GGG

targyaltunk, melyek egymas iranyaban és az A" A,V A, iranyaban,
ap’, p,", p." collineatin-tengelyekre és a = pontra vonatkozolag,
perspectivisak voltak. A harom hdromszig tehat egy (15, 20;)
Hesse-configuratiot képezett. Ennek husz pontja a kilencz Kmrxman-
és a kilencz V, pont

(A].I Agr Asl lel BSII B:’H I‘illl I‘EI‘II I\SIII)‘.

valamint a PII Svexer-ellenpontpdr; tizenot egyenese pedig a
harom ='Y, ©¥, =¥1 Pascar-egyenes, a harom v, egyenes,

L e 1 I T Ir 11 I II 1 1 i 11T III 11T
Pt = ACATAS ], p" = BB, "B |, pM=| I, |,

és kilencz g,, egyenes, a melyeken két-két Kmrrman- és két-két V,
pont (V. tablazat) fekszik. Ennélfogva:
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Egy Stemer-ponthol kisugarzé hdarom

Pascar-egyenesen ki- | v; egyenesen kilencz | StriNner-egvenesen ki-
lencz Kirkmax-pont | V, pont fekszik ; ezek | lencz Stemver-pont

fekszik ; ezek harom, } harom, paronkent | fekszik; ezek hirom,
pironként perspecti- ‘ perspectivis  harom- | paronként perspecti-
vas hiromszognek | szignek szogpontjai. A vis haromszognek
szogpontjai. A meg- | meglelel6 haromszog- | szogpontjai. A meg-
felelo oldalok metszé- |o|dalok metszépontjai | felelé haromszog - ol-
pontjai Vi -pontok; a | Kirkman-pontok; a | dalok metszépontjai
collineatio tengelyek ‘ collineatio-tengelyek | Striner-pontok; a col-
v, egyenesek, | Pascar-egyenesek, lineatio-tengelyek

| SreNErR-egyenesek,

melyek egymast a Steiner-ponl ellenpontjaban melszik.
A kozéps6 tétel a configuratio
- = P o R s A1 I ST
haromszogeib6l folyik és altalanosithato.
52; A
Vi =TT B I n v se = T Ag Bt o
Vit Ve AT e

négyszigek szogpontjai a P ponton keresziiil mend = p,' p,” p,™*
egyenesen fekiisznek, és a P pont és ='Y, =¥, ©¥' collineatio-tenge-
lyekre perspectivasak.

Ugvanis ama négyszigek allos haromszdgei: AY: V1, AYL 1V,

A™: V. valamint az
[ASBFIM] . .. . (i=1,2,3)

haromszdgek, mint ama négszogeknek részei, a nevezell pontra és
collineatio-tengelyekre vonatkozolag perspectivisalk.

Minthogy ama négyszigek a Il Stemver-ponton keresztiil mend
g% VI g¥L IV gV, ¥V Sreiver-egyenesekhez vannak rendelve, ko-
vetkezik :

sEgy SremNver ponton keresztiil mens harom SteiNer-egyeneshez
rendelt harom V, négyszog paronként perspectivis. a STEINER-ponton
keresztfil mens Pascar-egyvenesek képezik a collineatio-tengelveket, a
SteNer-pont ellenpontja a kozos collineatio kozépponte.
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Vagy még:

»A tizendt V; négyszog harmasiaval huszlélekép perspectivis,
a hisz Striner-pont képezi a collineatio-kizéppontokat ; az ezeknek
ellenpontjain keresztiil mendé Pascar egyenesek pedig a collineatio-
tengelyeke.

Mindkét tételt mar a 33. pontban levezeltiik.

53. A 3b. pontban foglalt tétel alapjan (9. dbra):

(Ahl\' EII__ 11 All\’ A;):_I,
tehal egyszersmind azoknal a sugaraknal
]]_Alll\’:,rtll\" ll Ellr IIiI:p‘ llAJI\':nl\’? IIAI:G\’, \'l’
melyek e négyes pontjait a II pontbol projicialjak
(nlw p A \’IJ:_I.

Ugyanigy, a Il pontbol kisugarzo (6bbi IT A, Y ==,%, Il A, V1=
mYY, . . . sugarakal tekintve,

(Ttl\' l] R\' GVI’ I\'):L’ﬁl\’l P ,'....\"I 0“" 1’):_-_1’

Ez pedig a kovetkezikép fejezhetd ki:

Minden Srewer-pontbdl kistugarzik egy Caviey-, hirom
Pascar-, harom v,-, és hirom Sremer-egyenes. A Caviev-egye-
nes és a vy-egyenes, az utéhbihoz rendelt Pascal: egyenestol és
egy SrteNer-egyenestol harmonicusan van elvilasztva.

Ennélfogva, ha a Pascar-, Caviev-, és StriNer-egyenesek isme-
relesek, ezekbGl a v,-egyenesek egyszerii uton szerkeszthet6k. Mert
pl. a P ponton kereszlidl mend p,', p,", p,"" egvenesekre nézve

(p," 7 p*a™ m):(p]u 7 pY UL i)z{'plul npPel M=—1,

13. A Pascal-egyenesek nincsenek correlatiéos vo-
natkozasban a Kirkman-, és V,-pontokkal, és nin-
csenek collinearis vonatkozasban a v,-egyenesekkel,

b4. A fontebbiekbisl meggyézédheltiink arrol, hogy a hatvan

Pascar-egyenes Kirkman-pont V, pont
1. harmasaval a hisz | 1. harmasaval a hisz | 1. harmasaval a hisz
StEINER-pOntON, CavLEv-egyenesen, CavLEy-egyenesen,

Orv.-term.-tud. Ertesits. 1897. 19
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2. harmasaval a hat- | 2. harmasaval a hat- | 2. harmasaval a hat-
van Kirkman ponton, | van Pascar-egyenesen |van v, egyenesen fek-
3. négyesével a negy- | fekszik, szik.

venot Pascar-ponton
megy keresztiil.

Vizsgaljuk most meg, hogy nem fekiisznek-e az olyan Kirk-
Man-, valamint Vi-pontok, melyek egy Pascav-ponton keresztiil
mend négy Pascavr-egveneshez vannak rendelve, ugvanegy
egyeneshen?

Az (14, 23) pouton (I. tdblazal) keresztil mennek a p* a,"
b, ¢, Pascar-egyenesek, melyekhez a

t)l All\' Ile]I C]_JI; | lJI Allv ]-;]_HL‘-Ci:[I F .
pontok vannak rendelve, és az V. ¢és 1V. tablizal szerint a
P A YB, G (12, 34), valamint a B, ™G, " P*A,Y (13, 24)

pontok egy-egy egveneshen (g, &) lekliszuek.

Ha mar most ama négy Kirkman- és négy Vi-pont egy-egy
egyenesben fekiidnék, akkor ez a két egyenes egvbeesnék, egy
q-egyenessel, mert mindegyiknek két kozos pontja van a masik egye-
nessel, és akkor az (12, 34), (13, 24) pontok is a  egyenesen vol-
nanak. Amde

az (13, 24) és C"=(3," a," a,"") pontok Osszekots egyenese: B,",
s (12, 34) » AV=(n" eV ") ’ » v,

ennélfogva a ( egyenes ugy a B, mint a ="-gyel egybeesnék.
Minthogy azonban az dltalanos Pascar-hatszoghen a §,” s n'¥ Pascar-
egvenesek kilonbizik, ama feltevésiink, hogy a négy Kirkman-, vagy
a négy V,-pont egy egyenesben fekszik, hamis. Igy tehat:

FEgy Pascav-ponthdl kisiugarze négy Pascar-egyeneshez
rendelt négy Kirkman-, valamint négy V, pont nem ftekszik
ugyanegy egyeneshen.

Ennek pedig az a kivetkezménye, hogy a hatvan Pascar-
egyenes képezte configuratio sem a hatvan Kirkmax-ponthol,
sem pedig a hatvan V, pontbdl &llo configuratioval nincs
correlatiohan.
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bb. Vizsgaljuk még meg, hogy a hatvan Pascar-egyenes,
és a hatvan v, egyenes képezte configuratiok nem collinearis
alakzatai-e egyméasnak?

Ha ismét kimutathatjuk, hogy négy egymast egy (Pascavr) pont-
ban metsz6 Pascar-egyeneshez rendelt v; egyenes nem metszi egy-
mast egy pontban, akkor a Pascavr-egyvenesek és vy-egyenesek nem
lehetnek egymasnak collinearis alakzatai akképpen, mint a hogy az egy-
miashoz rendeiést egész eddigi targyalasunk folyaman eszkozoltiik.

A 9. abraban hirom négyszoget V'™ " =P AN AV AV
V,™ =[P A,V A,Y AV, S ™=II A; A; Ay latunk, melyeknek
szogpontjai az egymast a 2 ™ ponthan metszé p a, a, a; egyenesen
fekiisznek.

Ha az alabbi egyenesek metszépontjai

(A Ay,Y, Ay A, ™)=(34, 56),, (A;,™A," AYA, ")=(34, 656),
(Ag Ay, ™y Ag AyV)=(12, 34), (A A", AV AyY)=(12, 34),
(A AL, Ba Ay ™M =(56, 12), AV 4, AV A, T)=(D6, 12).,
akkor
a X ™ (34, 56), (34, 56),, (34, b6), pontok az y",, egyenesen,
S R G B e T B RS s e
» XL M (12 34), (12, 34), (12, 34), > Vigh »
fekiisznek, és mindegyik egyenesen az elsé két pont az utobbi kettét
harmonicusan vilasztja el.
Ha most az o,= | A, A;Y (34, 12) | collinealio-tengelyre per-
spectivas
hatu s i A‘B: Amw] 3y, 1 Aev A, \}
(84, 56) A,WILf (84, 56) A, P |
haromszigeket tekintjiik, azt latjuk, hogy a
R 1 ' 9 1

egyenesek az
Y =2% T (34, 56), A,V AY,AVA,Y

egyenesek (34, 56), metszopontjaban talalkoznak, az
fxllv :AI A?lv rxhlv;Ai A“lllv

egyenesek pedig a (34, 56), ponton mennek keresztiil.
Minthogy azonban a (34, 56), pontok altaliban nem esnek
12*
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egybe, mert a Z™ ™' (34, 56) pontoktél harmonicusan vannak elva-
lasztva, a «¥" o' ¢,V @, Pascar-egyenesekhez rendelt =,"" o, " oy ¥ @y,"Y
vy-egyenesek nem metszik egymast ugyanegy pontban. Ezért:

A hatvan Pascar- és a hatvan vy-egyenes képezte con-
figuratick nem collinearis alakzatai egyméasnak

56. Az elobbi bizonyitasbol kitiinik, hogy az y"s. Ve Ve
egyenesek mindegyikének két pontjaban két vi-egyenes metszi egy-
mast, melyek az illeté y-egyenes és az Y™ ™ négyszOg szogpont-
jaitél harmoniensan vannak elvalasziva. Még pedig:
az (1 2’ 3 'i)l ponton kereszttil b V2 asty egyenesek harmonicusan S

mend 24 vannak elvilasztva a Y pes Yﬁs‘u‘]la
a7 (19, 85), 15 e ; Vit Ygotal,
az (56, 19), : g, aty, Y : Voo Y,.-t6],
az (56, 12), > 7Y g, " » Ve, Yagtol,
a (b 4’1 56)1 2 ailv “aiw A Y”IS: le'lﬁ]:
a {3 4’! 56)'1 & 1'tl‘llI O:S(I 2 }’"m Y'm'tﬁla

N == v 1 p L0 1 h i SR IV Ll Vi

hol* WA;V=m7Y, AyPr=a,", AyA, T =05", " AYA; Vi=e,,
IV — o IV 5y A B i s
HAn =m"Y, APy =%,y A, As, =dy, ", A, Aal S T

Minden y-egyenes egy SaLmon-pontot egy Pascar-ponttal kot
ossze, ¢s minden y-egyenesen két ily pont, mint (34, 56), (34,
56), fekszik, melyek ama pontokat Z'™ ™ (34, 56) harmonicusan
valasztjak el. Ezeknek az uj, parosaval az y-egyeneseken fekvé pon-
toknak szima tehat kilenczven. Altaldban Gy,-vel jeldljiik 6ket, és,
ha két ugyanegy y-egyenesen fekvd ily pontrol van sz6, Gy, ()e-
vel; a relatio, melyben a 2 Satmon-pontokkal és az ezentul G-vel
jelolendé Pascar-pontokkal vannak,

Gy G'yg T G)=—1.

Minden y-egyenesen fekvi (5, (G}, pontparon négy v, egyenes
megy keresziil ; ketlé a Gy, és kelté a G;, ponton, ezek azokhoz
a Pascar-egyenesckhez vannak rendelve, melyek az y-egyenesen
fekvd G Pascar-egyenesen mennek keresziiil. Maskiilonben e Gy,
;s pontpar a negyvendt g,,, g, egyenesparhoz rendelhet6.

Ugyanis az y”;, egyenesen rajta fekiisznek a

Gra=(34, 56), G=(34, 56),

pontok, melyekben az o ¥ @'Y, m ¥ oy, ¥ egyenesek egymast metszik,
és az Y",;, ponton keresztiil mennek a
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oy = | AL’:V A'.Hw A8|] I | I gfnl - l H1VIA31VA1VA31v |

egyenesek, melyveken az A, VA, II,Y'A;" pontok fekiisznek.
Akkép, a mint mindegyik Pascar-egyenes harom Pascar-pontot,
G-t, tartalmaz, minden v, egvenesen is harom G, pont fekszik. Igy a

n=1432586 = | ITA,V" B,V G, |
PascavL-egyenesen a

(B4, 5O)=(n""ag 0" o5™), (L4, 52)=(n" " ;" B"),
(18, 32)=(" 11" 1)

Pascar-pontok fekiisznek, holott a 7, V' = [IT A; V' By V' Cy,¥' v,-egyenes a
(34, 56),=(x"" o), (14, B, =(x"{™), (16, 3%),=(x""y,"),

i;, pontokat tartalmazza.

7. A negyvendt Y-pont | A negyvendt y-egyenes
mindegyikén négy 1, egye- | mindegyikében négy L, pont
nes megy keresztiil, melye- | van, melyben a kilenczven
ken a kilenczven G,, pont | g, egyenes kozil kettd-kettd
kaoziil ketto-kettd fekszik; az egyvmast metszi; az egeész
egész configuratichan 180 | configuratichan 180 ily L,
ily 1, egyenes van, minden | pont van, minden g, egye-
G,y ponton keresztiil megy nesen négy fekszik.
négy. '

Ugyanis az
AVA A PYAA L AB G L ILYBG
A AT A [ TA YA | ABSILZ[ PBELS
haromszigparok kozil a két els6 a X ™, a két utobbi pedig a
IV VI gollineatio-kozéppontra vonatkozolag perspectivas, ennélfogva az
A A Y=0a,", A AY=0" egymast (%" ,7),=(34, 56),
A A, V=0 Y, AA =2 s (YY) =(56, 12),
A, A, Ay VALY » Vi
A Py=at, IAY=m" > (m' ), =(56, 12),
Aa P11 — Oﬁs;l- 1T AS,WI Tflw o (&31 nv)l :(3 41 5 6_)'|
A, A,, A,Y Aarw ? Yo
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B; A, /=b,’, A;B;"=a," egymast (b,"a,"),=(56, 14),
C A= Clih A, 111|m= allm # (% alul)l =32, 56),
Bx Cu Blln I‘“m » Yr,n

B, ;'Y =b,,"Y, PB, "=p" * (b, ph),=(32, 56),
Cj IIllv:C_'[iIV, l) l‘lllil:pllll > (cll\’ Plil)lz(:._’ 6’ 14:)rl
B.l Clr Bl;“ 1‘1;”1 # Yrm
ponlokban metszik, melyek mindig egy egyenesben fekiisznek.
Ha ellenben az

a,"va, ay l p’ g oy 1 a'b; ¢ ] ¥ by ¢ ‘[

o agv asvx j m azv a3v1 I a, irjl" Tlm j p [3111 Tlln j
haromszogparokbol indultunk ki, melyek koziil az elsé keét, illetve
a masik két par a o™ ™ 6% Y collineatio-tengelyekre vonatkozélag
perspectivis, azt latjuk, hogy az

g =0, s gy =A% | Fpontok. azy AT ALY

o 8= A Saa A= AT > gz AT ALY
0ty 0y, 8,7.8,70=(1.8,:2 d)ac0. " A%+ ie¥pe

oy p'=A,, 7 agy = 11Y e L PR |
ma pl =A311 T aSVI: HVI B az 331 IIVI
Oty Oy, ' ag 8y =(18,24)» . az . .y

by a' =B, 4y ‘3111 =A" ¥ a B A"
C]_ Jx]’l —_ C]_I} al YIIII - AII" » a Cll A]_"]
b; ¢, B =(18,24)» az Ve
Pt =B S e i Btk
C: T:'IV:(:IIV, p T]IH:I)]I] s a (:I v ].JUI
b; ¢, B, Tlm"_—(i 3,24)» az Yis

egyvenesekben fekiisznek, melyek egymdst egy pontban metszik.

14. Az ,V, .V pontokrdl és a ,v, ,v egyenesekrél.

A Pascar-egyenesek és Kirkmax-pontok, valamint a v, egye
nesek és V,; pontok képezte [Vv], [Vv], configuratickhoz még uj
o[Vv], 1[Vv] configuratiokat talalhatunk, melyek bizonyos tekintetben
az el6bbiekkel a correlatio vonatkozasiaban allanak; a mennyiben
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a Pascar- és v,-egyenesekkel az )V és |V pontok és a Kikkman- és
V,-pontokkal az ,v és ,v-egvenesek allithatok szembe oly modon,
hogy ezekbdl az 1) pontokbdl és egvenesekbél a kovetkezikben directe
levezetett tételek megegyeznek azokkal a tételekkel, melyeket nyeriink,
ha a mar ismert tételeket az emlitett felcseréléssel fejezziik ki.

58. A p Caviev-egyenesen a II StriNer pont, a P'pupm™
Kirkman-pontok, a P,' P, P,"™ Veronese- vagyis V,-pontok fekiisznek.
Hatarozzunk most meg harom 1j pontot, o' P"  P™-at, a

(l)l L)ll ”l)I H):{'I}li lJ]Il nl)ll II\JZ(PIII I)]]I] “PI‘II H) :_1
relatiokbol.

Minden Caviev-egyenesen hdarom ily uj pont fekszik ; melyek-
nek szama tehat hatvan es a melyeket altalaban V-vel jeloliink
és a Pascavr-egyenesekhez rendeliink.

lgvy az a;, a,, a, egyeneseken az A", (A,Y, ,A,"" pontokat

(.Al“' Alllv oA"Y Aﬂ: (AyY A-‘z;v nAs" A2}=('A:t‘-] Aa.n 0By " Aj)=—1
relatiok hatarozzak meg.

Ay oy e g, W pégyszigekhez (10, dbra) most egy
uj negyszog V'™ M = [PTAY AV ALY jardl, melynek oldalai ép
tigy, minl a harom elébbi négyszignek oldalai, az

yro = YJ'& Y:!-l- Y.tﬂ Y’12 Y,a-z Y’m;

négyoldal szbgponijain mennek keresztiil, mert a két elsé és a két
utobhi négyszog szogponljai a feltélel szerint harmonicusan vannak
elvilasziva.

Az Y,y ponton keresztil mend

[AYAY | =8y [AMVAY | =g, AA =d 7
egveneseken meég megleleldleg rajta fekisznek a By, " I'y ™, By" I'y™,
B, G, pontok. Ezek azonban mas rendben még a By, v, Caviey-
egyeneseken is rajla vannak, es igy a

(B," B:n“ nB's” R&) = (]-131” l‘:nm ol‘sm (-.":1,’:“‘1

relatiokbol meghatarozott oB,", oIy pontok az , [ A" A,V | egve-
nesen fekiisznek, ’

Minthogy az .2 = | AV A,Y B I, | egyenesen fekvd
négy oV ponthoz rendell négy Pascar-egyenes, a;"v, a,v, 3", v,", egy-
mast a G=(35, 46) Pascar-ponthan metszi, mondhatjuk :
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Egyv Pascar-ponton keresztiil mend négy PascaL-egyenes-
hez rendelt négy .V pont egy egyenesen fekszik.

Vagy:
A hatvan .V pont négye- | A hatvan Pascar-egyenes
sével a negyvendt .2 egye- | egymast négyesével a negy-
nesen fekszik, melyek a negy- vendt Pascar-ponthan, G-ben,

vendt Y-ponton mennek ke- || metszi, melyek a negyven
resztiil. | Yy-egyenesen fekiisznek.

Az og egyeneseket a G-pontokhoz rendeljik.

Minthogy a negyvenét ,g egyenes mindegyikén a hatvan ,V
pont kéztl négy fekszik, azért minden ,V ponton hdrom .g
egyenes megy keresztil gy, mint a hogy minden Pascar-egye-
nesen harom Pascar-pont fekszik.

A v M=pTa ™V a,Va,"" négyoldalnak négy oldala és hat szog-
pontja Pascar-egyenes és Pascai-pont. Ezekhez a

._,V“' 15 1 SR n“n Alw sz A:;'“]

négyszognek négy szogpontja és hat oldala van rendelve, melvek
oV pontok és ,g egyenesek. Az y™ "' négysziog a v ™ négyoldal

korfil van irva. holott az Y" " négyoldal az V' "' négyszdgbe bele
van irva.
h9. Az ="V egyenest ekkép értelmezziik : (=" ="V 6" =1,
Minthogy

A =TAYBYCY, mV=IA, "B, VG, Y, & “=II4,B,T,,

az a,, b;, ¢, egveneseknek (A", B;". CG,"Y pontjai az =" egye-
nesen fekiisznek. De az A", B,", ,C," pontokhoz rendelt Pascar-
egvenesek a,"v, b,", ¢,V egymast a m Caviev-egyenesen fekvo IT'Y
Kirkmaxn-ponthan metszik. Ennélfogva :

Egy Caviev-egyenes Kirkman-pontjién keresztil mend hi-
rom Yascar-egyeneshez harom ugyanegy egyenesen fekvé
oV pont van rendelve, s az utdbbi egyenes a CavLev-egye-
neshez rendelt Sveixer-ponton megy keresztil.

Vagy pedig:

A hatvan ,V pont harmasaval hatvan ,v egyenesen
fekszik, melyek harmasaval a husz SteiNer-ponton mennek
keresztil; az ,V pontok ellenben hirmasdaval a hisz Caviey-
egyenesen fekisznek.
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A hatvan ,v egyenest az ismert modon a hatvan ,V ponthoz
rendeljiik.

Miutan a hatvan ,V pont harmasaval a haivan ,v egyenesen
fekszik, minden ,V ponton harom ,v egyenes megy keresztiil; to-
viabbda egy Desarcues-configuratichoz tartozd tiz Pascar-egyeneshez
és liz Kikkman-ponthoz oly tiz ,V pont és ,v egyenes van rendelve,
melyek szintén egy Desarcurs-configuratiot képeznek.

Azaz: A hatvan ,V pont és hatvan ,v egyenes képezte
o/ Vv] configuratio hat Desarcues-configuratiora bomlik.

60. Huzzuk meg a
ot =11 oAV, 0oy Y =8, 0AyY, o' =A, oA"Y, 02" =4y (P!

egyeneseket, melyvek a g egyenes Y, A%, (A", ,A;" pontjaihoz
rendelvék. A
I Aa nf"'i:s"ri Pl: Al Az 0A2V oAlw

négyszogek arra utalnak, hogy a

Vi T o v v
oty olly €8 %7, %

egyenesek egymasl az y";, egvenesen metszik, mert Yy, y';, az
a, a, egyeneseket és Y',,v",, a pa, egyeneseket harmonicusan
valaszlja el.

Tovabba :
11 ({:; 4_, 56)’1 o(n\'l aﬂl) (3,}, 5‘_") »u, :u) 7,—( (Amﬂ oAs“ ASVI E'Il, Ill) 7{

(A“I\-‘ OAIL\’ Allvzn’ II]’)K ((34‘ 56)’ o(alv aﬂl\') (3 42 56)21‘1, 111)’

ennélfogva a (7" a,"), ofe," ') pontok egyidejileg a (34, 56),,
(34, 56), pontokkal a (34, b6), 2 ™ ponlokat harmonicusan
valasztjak el.

Ugyanigy az y”s;, V73, egyeneseken fekvo

D(T:l\' mll} O(ag\'l of:ivJ (1 2‘ 34) EII, ]l]; o(.n'\' “21) O(aﬂ.lv xl\'l) (5 6‘ 1 2) E‘II, I

négyesek is harmonicusak. Ezért:

»Négy ugyanegy .g egyenesen | »Egy Pascar-ponton, G-n, ke-
tekvi ,V ponthoz rendelt v ‘ resztiil metsz6 négy Pascar-

egyvenes, nem metszi egymaist egyeneshez rendelt négy Kirk-
egy ponthan. Ezeknek az egye- r M.&N-—pont, nem fekszik ngyanegy
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neseknek két ,,G metszépontja egyenesben. E pontoknak két

egy v-egyeneshen fekszik és Osszekdtd egyenese, g,,, egy Y-

annak 2%, (¢ pontjait harmoni- ponton megy keresztiil és har-

cusan valasztja ele. ! monicusan vilasztja el ama Y-
| ponthél kistgarzo s, ,g egyene-
! seket«.

[A jobholdali tétel részben ismeretes, részben nem szoral meg-
vilagitasra ; mert pl.
AVANYB, M, B A YA, Y harmonicusan vilasztja el
aah V= |[TAB T |, og=o[AVA B I} | egyeneseket].
Oly pont, mint ,,(i, kilenczven van, s azok a kilenczven g,
egyeneshez rendelhet6k.
A kilenczven ,, (G ponlt még paronként a negyvendl ,g egyene-
sen is fekszik; pl. az
o "), ofag¥* p') pont, a o | AV ALY BN ™ | egyenesen fekszik.

Eloszor is a ITA, A", A,Y A" A, haromszogek az (12, 56)
pontra vonatkozolag perspectivasak; tehat az F=(IA, A, A,Y)
pont az y",, egyenesen fekszik.

Ugyanigy kimutathato, — a mi killonben allitasunk igazolasara
nem sziikséges —hogy a V*» ™ S ™ pégyszogek 10bbi oldalparjai
PTAY, A Ay AVAY TTA, egymist az y7y, egyenesen

PTA,Y, AzA;; AV'AMN, ITIA, % I »

P'AY, A A AYAY, 1T A, ¥ > ¥ 2

metszik, és e metszépontok a 2™ ™ ponttol és a A™ ™ haromszog

szogpontjaitol harmonicusan vannak elvalasztva.
Ha tovabba rovidség kedvéért

J=(y"12: o] A"V ALY | ), H=(A," A,, ALTVA, oAV ALY ),
¢s mi a (2™ ™ J (34, 56) F) négyes pontjait

az Y;, pontbdl az a, egvenesre, s e projectiokat ismét
az A)Y » » o ATVA)Y| » »
az A, » » a, » » »
az Yaa » » a:’t » » »
az 11 » » Y”l?. 2 » »

projicialjuk, kovetkezik
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(}_“Il, ur l3 4_1 159 6) F‘)K (Ellr 1 DALW Al‘lv AII\«'J K(OABV oAle le) 7‘
[}_“u_, 1 nA1w Alw Al) K {\Bu_, 1t nAaﬂ Aavl As) A
@ e (ntay" (34, 56) F),

a mibol az lathato, hogy a J pont egvheesik az (="'a,') ponttal,
vagyis, hogy az o | A" A,YB"I™ | egyenes a o(z""a") ponton
megy keresztil, ¢s e pont az Y, pontot az A" ,A.Y pontpartol
harmonicusan valasztja el

Ugyanezen az iton kimutathatjuk, a X' ¥, V'V v, 8 V négy-
szogekbdl kiindulva, hogy a 4(a;¥' p') pont szintén amaz egyenesen
fekszik és az Y,, pontot a By I} pontpartél harmonicusan
valaszija el.

Ennéllogva :

»A negyvenol ,g egyenes | »Mindegyik G-pontbél kisu-
mindegyikén egy Y, négy ,V és ! girzik egy y, négy Pascar- és
két G pont fekszik; mind- | két ,;g egyenes; mindegyik o8
egyik o,(i pont az Y-pontot a ,V \ egvenes az y-egyenest két Pas-
ponttol harmonicusan valaszl- | cai-egyenestl harmonicusan
Ja els, ] vilasztja el (42)«.

|
|
|

»A kilenczven g egyenes
harmasdval a hatvan Kirkman-

61. »A Kkilencaven (v pont
harmasaval a hatvan v egye

nesen €s harmasival még mis ponton és a hatvan V, ponton
hatvan ,v egyenesen [ekszik, J megy keresztiil, ugy, hogy mind-
tigy, hogy mindegyik ,,( ponton egyik ,, g egyenesen két Kirkman-
két ov és két ;v egyenes megy és ket V, pont fekszik. (V.
kereszLiil«. tablazat)e.

Az V=11 A" B, C,"Y egyenes az
AI an: (:“1|1 B1 ”[)u: 013111, ]_‘1 U}JIH: u'ﬁnl

egyenesektol az (= a,"), o=V B, o 1,"") pontokban metszetik,
melyek az ,n'Y egyenesen fekiisznek. Ugyanigy a hatvan ,v egyenes
mindegyike harom o (i pontot tartalmaz.

De ha a 2™ ™ ponlra vonatkozolag perspectivas

n(A1"I Aalll Aa“J) —_ U(hlnl b2111 balll)’ u(A]U Agl] ‘Asll) —_ 0(0111 czII Call)

havomszogeket tekintjiikk, melyeknek szogpontjai az a,,a,,a; egyene-
seken fekiisznek, azt Jatjuk, hogy a megfeleld oldalok harom metsz6-
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pontja o(b" e;™), egy ,p' egvenesen fekszik, mely ,p' 16l kiillonbozik,
mert a hatvan ,v egyenes kozfil az (b;" ¢;'"") ponton csak az obi™, ¢
egyenesek mennek kereszlil.

A hatvan v egveneshol hatvanszor lehel oly perspectivis
haromszogparokat, mint (b,™ b,"™ by""),  ,(c," ¢, ¢,™), alkotni és
igy hatvan ,v collineatio-tengelyt nyeriink. igy pl. az

"(bllll .],2111 .Yslll)l “(b:!'ll] 'I';;I" Tllll) 1 l_b(banl YIIII YE“I) ]

r}((-'].“ ﬁ211 ﬁail)j( (;((_'2” psll ﬁ]_”) J "({.811 ﬁll! lel) j
haromszogparok az (a,", a,", ,a,"" collineatio-tengelyre vonatkozolag
perspectivisak, s, mint lathato, az (b ¢;") pontokon (i=1, 2, 3) még
a p'ya,"; phia"; p'ya,"" egyenesparok is keresztiil mennek.

62. A hatvan v egyenes egymast hidrmasaval a husz
SteiNer-ponthan metszi, mint a hogy a hatvan V, pont harmasaval
a hisz Caviev-egyenesen lekszik.

Ugyanis az

oA AT AT = ol e, M), ol AL Ay AT = (b ™ by™ by™)
n{B1m Bzm Bsm) — n(alm a,™" aam)‘ "(Clu C.J.” Cau) — "(a]u azlrasn)
haromszogek koziil

az 1-s6 persp. a 2-dikkal az 2" ™, p%;

a 2ik » a 3-dikkal az P™, p™;

a 3ik » a 4-dikkel az P, e W,

a 4-ik » az lsivel az P7, p"

collineatio-kozéppontra és tengelyre vonalkozolag, és a collineatio-
kozéppontok a p-egyenesen fekiisznek ; ennélfogva az p' egyenes
a P-ponton megy keresztiil.

A hatvan (v egyenes cgymist hirmasdval a hatvan
V' pontban metszi, melyek harmasdval a hiisz Caviev-egye-
nesen fekiisznek. Ezek az (v, \V egyenesek és pontok oly
[ Vv] configuratiot képeznek, mint a mar ismert [Vv],
[Vv],, [VV],, o[VV] configuratick.

Ugyanis az

O(A‘llv Az'\’ ASVIJ’ U[(a2vl a:{‘r} (a:i]\" al VI.} (al\’ ag]V)] -
(12, 34) (56, 12) (34, 56), A, A, A,

haromszogek, 'minthog_y oldalaik az Y, Ys, Y, ponton mennek
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kereszliil, perspectivasak; ennélfogva collineatio-ktzéppontjuk egy p-
egvenesen fekszik, melyet mar az

AYVANAN, (12, 34) (56, 12) (834, 56), A, A A,
haromszégek meghataroznak.?

Ebbé6l pedig az kovetkezik, hogy az

194 =8, (" oY), 2" =(8 o[ " &,"), 12'=A (0" a")

egyenesek egymast a p-egyenes P' pontjaban metszik.

Ugyanezen tton kovetkeztethetd, hogy az B," " B3" ¢és

1 Ha két haromszog M, My M,, U, U, U, az O, o collineatio-
kozéppontra és tengelyre vonatkozélag perspectivas és
M" :(M2 U:!‘ M.'i Ug)'- Ml'?: (BIS ]‘Il' Ml U.'l)! M’:i :(B‘I] ‘_T!‘ L‘IE Ul)l
akkor az
M, U, U:s M, U,y U, 1 Uy
U M, M, T My M, Uy M, M,

haromszogek perspectivis volta miatt

—
w

az M, M,, U, U,, My, M, egyenesek egymist az O, pontban

az M M,, U U,, ‘\'I M, » » az 0, >
az M M,, U U,, M M' » » az 03 »
nietszik, melyek az o = | 0,0, 0, | egyenesen fekiisznek.

Ennélfogva az M, M’y M'; héromszog perspectivias a felvett két
M, M, M,, U, U, U, haromsziggel, és a két collineatio-kozéppont M, Uy,
az O-ponttal egy r = | O MU, | egyenesen fekszik.

Ha U, U,U,, 0O, o, 0, 0,0, 4llandé marad, ellenben az M; M, M,
haromszog valtozik, akkor az r-egyenes nem véltoztatja helyzetét.

Ha ugyanis az N; N, N, egy mas haromszig, mely az U, U, U
mal az O-pontra és o-egyenesre vonatkozdlag perspectivis és; ha meg-
felel oldalaik O,, 0,, O, metszipontjai is ugyanazok, s ha tovabba

N';=(N, U,, N, U,), N,= (N:i U, N; U:i)a N':i =(N,; Uy, N, Ul):

akkor ezek a pontok az O M5, OM',. OM', egyeneseken vannak és az
o collineatio-tengelyre perspectivis

M, M, M, N, N; N,

N, N, N N, N, N

U, U, Uy U, U, U'i
hiromszégekhez tartozé O, Uy, Uy, illetve O, N, U, collineatio-kozép-
pontok az r = | O M N U, U, | egyenesen fekiisznek.
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i e a7y egyeneseknek metszépontjai P®, ;P™ is a p-n
tekiisznek.

63. A Caviev-egyeneseken fekvs ,V pontok a X, |V és Pascar-
pontokbdl egyszertien szerkeszthet6k.

Ugyanis az y”;, egyenesen fekvd

(34, 12y, (34, 12), 3% ™ (34, 19)

harmonicus pontokat II-h6l az =" ;=" p «'¥ harmonicus sugarakkal
projicidljuk, melyek az a, egyenest az A,V JA'Y XU T AV hap-
monicus pontokban metszik.

E szerint az A" pont és hasonlokép ,P*', ,B,"™, G, . . .
valamint a tébbi ,V pont e koriilmény alapjan szerkeszthetd, t. i.

(,P', P13, :{11 P = (5A,1V A1V B 1 A IV
(GBAC B I, N B Iy = ¢ (O T T IV Gy g

A PPAY, o | PPAMY |, B{™MGM, o | By™ ™ | egyvenesek egy-
mast az Y'y, pontban metszik, tehat az , |[P'A™ | ,|B,™C™ |
egyvenesek is ezen Y';; ponton mennek kere:ztiil.

(De e két utobbi egyenes nem eshetik egybe, hanem harmo-
nicusan valasztja el az .g=, | P'AVB,™ C,™ | , ¢V V' =|ITA; B, T', |
egyeneseket. Ugyanis

Yfﬁﬁ (UPI H [)I 1PI) 7‘ Y'ﬁﬂ ("PBIHI Bl BIIH lB'.lI")

-bol kovetkezik, miulén a két elsd megfelels sugir az g, illetve
c¥» Viba egyesiil, a harmadik megfelel6 sugarpar pedig .g, % "ot
harmonicusan valasztja el, hogy a negyedik megfelel6 sugarpar,
azaz ,|P"A™ |, /B C,™| szintén harmonicusan vélasztja
el az g, ¢ V' egyeneseket).

Minthogy ezek szerint a negyvendt Y-pont mindegyikén két
ily egyenes, melyen két ,V pont fekszik, megy keresztil, szamuk
kilenczven. Mi ezeket az egyeneseket altalaban ,,g-vel, vagy ha egy
parr6l van sz0 1.8, ;.2 -vel jeldljiik.

Ennélfogva:
A hatvan ,V pont parosaval | A hatvan ,v egyenes egymast
az Y-pontokkal kilenczven ,,g °| parosaval kilenczven (i, pont-
- egyenesen fekszik, mely egyene- ban metszi, mely pontok hér-

sek harmasaval a ;V pontokon, masaval a v, egyeneseken, pé-
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parosaval pedig az Y-pontokon | rosaval pedig az y-egyeneseken
mennek keresztil és az g, o- ' lekiisznek és a @, Z-pontokat
egyeneseket harmonicusan vi- harmonicusan vélasztjak el (55).

lasztjak el.
64. A ,P' pontot (és igy valamennyi ,V pontol) nemcsak az

(P prEn mMpn——o .. .,1)
relatiobol, hanem az
GPPHIHpert M=—1,, ., .. .9

relatiobol is szerkeszthetjik. Mert az y”,; egyenesen fekvd
o™V 2y") (Y565 Ao A:}) ol oy Y) I, m

harmonicus pontokat az A, pontbol az ;a,"" o 'V ,a,"" a, sugarakkal
projicialjuk, melyek az a, egyenest az A,V A; AV I T har-
monicus pontokban metszik; ennélfogva

(1PI 11 01’)1 yu, 111) o (IASYI Aa nA:i\.l »u, “]):—"‘1-

Azt talaltuk az elébb, hogy
{onﬂ ]71'.” P n\'IJ:_l’ (132\'1 Gl IV 012\'1 as):-—l;

ennélfogva a P Srteixer-ponton keresztil mend sugarakra nézve is
hasonlolag

(pap'mph)=—1. . . . .8)

(]pl g1, T t}pl R):—i oo 4)

3.) és 4) az elobbi 1.}, 2.) egyenletekkel, melyek a p-egyenesen
fekvd pontokra vonatkoznak, szembe dllithato.
De a 3.), 4.) egyenletekel
(PP PY=—1. . . . .3)
(1_)11 >, ur p1 1’[):__ o ol 4!)
-gyel ég az 1.), 2.)-dikatl az
A, (PP oPY)=(o" o, 6™ ™ o, )=—1
A‘l (pllzl‘l, 1 pr H)E(‘dul“l al1,;11, 111):__1
egyenletekbél szarmazo egyenletekkel
(plplicu, 111 an:‘-———l N = 1'.)
S mpte™ M=—1 ., ., ., . .2)

is Gsszehasonlithatjuk, mondvan:
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ha a Kirkman-pontokat a hozziAjuk rendelt ov-egyenesekkel

ha & STEINER- » » » »  CAvLEY- »
ha a Saimon- 3 » » »  STEINER- »
ha a oV- » » » » PascAL- »
ha a 1V' » @ » » Vi- *
ha a V]' » » » » V- >

felcseréljitk, akkor az 1.), 2., 3.), 4.) egyenletek az 1'.), 27), 3".),
4')) egyenletekre valtoznak at. —
Az el6bbi egyenletekb6l kovetkeztethetd, hogy a
H EII} HI; l:)I 01)1; I’.)ll 1[7)]
pontparok és a
1 G"! ]I'I; p‘.[ np'.l; pll lp]
egyenesparok egy-egy involutionak kapesolt elemparjai, mert
(ll)l ]I OPI E].I‘I HI)=(P11 E-‘LlJI 11X IJI II):____l,
(lp‘l T Op) G.I]', .'II]J:(plI G‘II, 11 [J] ﬁ):""l.
Tovéabba az 1.) és 2.) egyenletekbdl
(aPI En, 11T 11_)1 Pljzz, (.-.PI Eu, ur 11 1PI)=~—1,
tehat
(()Pl EII’ III H Pl)= _21 és (OPI H 211’ II1 PI)=3'
Ez utobbi egyenlet- azt muitatja, hogy az  P’, II pontok uz
X W Popontoktol nincsenek elvalasziva
Ha a p-egyenesnek azokat a részeit, melyeken az X" ™ PI,
illetve II, ,P* pontok nem lekiisznek [I1 ,P'], illetve [Z™ ™ PT]-gyel
jel6ljiik, akkor
(Pr Pll 1 a[‘")=—l, és (OPt 11_)1 S, I PI):_____]_
egyenletek kovetkeztében a P, pont az [II ,P'] vonaldarabon, de a
[Z ™ P'] vonaldarabon Kkiviil fekszik, ellenben az ,P' pont az
(2™ U P vonaldarabon, de a [II,P'] vonaldarabon kivil van.
65. Az Y,, ponton kereszi{ii men6 sugarakra vonatkozélag
T T 0 ) = R R, BT )
Yie (A 2V VALY A)=—1;
ennélfogva Y,, A, =¢" "' kettGssugara az
Y5 Alw, Ym Allw; s S, m oY, I, v
sugérparoktol méghatarozo{t involutionak. Minthogy azonban Y;, A, =
ob VI | A AY BT a két els6 sugarat, tehat egyszer-
smind a két utébbi sugarat is harmonicusan vilasztja el, kovetkezik :
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»lgy  Y-ponlon kereszliil- [ »Egy v-egvenesen fekvd Sar-
mend STEINER-egyenes (s g ‘ MON- €5 Pascar-pont ((3) két Strr-
egyenes két Sarmon-ponttol har- NEr-cgyvenestdl harmonicusan

monicusan van elvaluszivae. [ van elvalaszlvae.

(A jobh oldali tétel evidens, mert a X' ™ (34, 56), F, K
pontok harmonicusak).

A tétel még igy is kilejezheld:
2Két-két Savvox pont, mely-
nek kiilonboz6 mulaloi vannak,

»I{ét-kél  StriNER-cgyenes,
melynek kiilonbozé mutatoi van-

egy og- és egy SrriNER-egyeneslél nak, egy Pascar-pontlol ((i) és
harmonicusan van elvalasztvae. egy Satmon-ponttol harmonicu-

san van elvalaszlva«.
Minthogy a

o Vo= | A BB Cy| 68 o8 = o AVAY BT

egyenesek a X' ™ ZW, V pontoktol és a g, =|A,"V A,V By, " I, 7,
o= A YA, Y B I egyenesektdl harmonicusan vannak  elvi-
lasziva, a

Loovi . TN, . r WiV, v !
G v o8 \J?,""‘ s Hors \1'32‘ P Bm

egyenespirok involuliol képeznek és igy egy egyenespartol harmo-
nicusan vannak elvalasziva.
Hasonloképen involutiol képeznek :

LM G=(84, H0); B=(y" " Y, oG=,34% 56);

F:(\""]'B gV "J‘\ nl“:|(_3 /j'a 5(‘}'

d

pontpiarok és cgy ponlpartol ezek is harmonicusan vannak elva-
lasztva.

De nem folylaljuk ez iranvi [ejlegeléseinkel, hanem vissza-
tériink a o pontokhoz ¢s a ;.8 egyenesekhez.

66. A negyvendt Y-pont mindegyikén négy .1 egyenes
megy keresztil, melyeken a kilenczven GG pontbdl kettd-
kettd fekszik: dsszesen 180 ily .1 egyvenes van, minden ., G
ponton négy megy keresztiil.

A negyvendt y-egyenes mindegvikén, a kilenczven ,,g
egyenes kéziil négy piar metszi egymast; osszesen 180 ily 1,1
metszépont van, minden ,,g egyenesen fekszik négy.

Orv.-term.-tud. Ertesitd. 1897. 13
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(E tételek dualisan felelnek meg az 57. pontban levs téfe-
leknek).

Ugyanis az
A A, Aa ] oP" Ay Ay 1 0A1] B, C‘l 1 oAV By Gy
Al nA2v DAS\"IJ 1 ;.Agv nA:s i‘ Al nBl” 01‘1111]' P uB:I.” ”1_‘1|1|
haromszogparok kozil a két elsd és a két ulolsoé par a 2™ M jlletve
IV, ¥I pontokra vonatkozolag perspeclivas: ennélfogva az
Ag n-[‘\]_]\r = n“g]", A], u*'g‘“.‘."r = ualv\ A-'.! UAilv = llaﬁiv

egyenesek
c(aal\’ ml"j: n(als'l\-"alv'! ; “(ao! "va ”((xal YIJ. n(_bl] ﬂ-;”); h(CLI allll);

b v ]I’] ({ v III)

1
\
!
)
P

metszopontparjai az
YBB—‘(ASAS) oA A“J"—-{“ a1y 0By 111!”)
ponttal egy .1 egyenesen fekiisznek.
Ha ellenben a o™ ™ és g% ! collineatio-lengelyre vonatkozo-
lag perspectivis
@ ey ) apt e | a bye Y b1 Gy ]
o, 1%" 1“3"{ I T l%v 1%1'1 I €s a, 1[51” lIII ﬁ U M
haromszﬁgekb'ﬁl indulunk ki és tekintethe vessziik, hogy
(23 12,™")=1A.", (%1139")=34A,", {a,8,")=,4;", .
azt talaljuk, hogy a
A AN TAYAY ] ASIY ], AT
. | Bll AIII | ; i 1 CII A]_"I [ ; . i ]511\( LJ]I“ " ! Cll\-' ]_JIII I

egyenesparok (j,g) egymast az y., egyvenesen metszik.
_ 67. Vizsgaljuk most meg, hogy a g egyenespiarok metszipontjai
mikép viselkednek az y-egyenesek iranyaban. A

v ¥
0l Oy %y 08y’ T a4 %" B T "

Vi

a; dy
1 v T 11 VI v
Gy o oy dy uba ¢y Ti o%2 oy
11 T
ot P 0" by ¢

hl oY Da11~ a, Uﬁlu OYlm

ols
oy ofy’ ol

haromszogparok a
ot =P A A Ay, oV V'=IIA B, I, o W=B,C A A,
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collineatio-tengelvekre vonalkozolag perspectiviasak ; ennélfogva, mint-
hogy
5‘2 na-ll'\" - nAslv) '751 naz\' o (}Al"; as 0=11]\? — ﬂA.:iI\(:| R
az
ol AV ALY |i. ..! AVTAY !: Yoo o IV Ay |: o A VA Ve
n! B, ¥ A™ il-u n! I ¥EAM ly Yeii o A" T, VI:‘ n! A INY |; Y56 5
ﬂ! P ”,1nr Is n! Alll “11 l Y"r\n M— Hll Al“ Iy o CII A1m |1 Y5
egyenesek egymasl egy-egy ponthan metszik. Ezt még a kovetkezo-
kép is kifejezheljilk : a hat ,g egyenes koziil, L. i. a
5 | ][\'l Alv AEIV AH.I | v B | 1[\’ A]V[Ag‘! AR]" | B | Bl\'l 1‘11' -ﬂglll A:‘II l :
o I, B].v 1‘1\’IA211 A31II |, o ] [JII Allli l'{ll\' (:‘Il | , o | l]ll'i Alll ]{11 Cli\'
egyenesek kozil az 1-s6 és 2-ik egymisl az vy, és y';, egyenesen,
a 3k és 4-ik az v, és v, az b-ik és 6-ik az v';; és vy, egyene-
sen melszi. Minthogy azonban az v, v, Ve cgyeneseknek egy kozos
Dy, pontjuk van, ama hat ,g egvenes mind kereszliil megy a Dy,
ponton.
A hat ,g egvenes a P’ascar-halszog 56 oldalan fekvo
B34, 56) (12, b6) (24, b6) (13, 56) (23, 56) (14, 56)
Pascar-pontokhoz van rendelve; ennélfogva :

»Amanegyvenit ,g egyenes,
melyen a 60 ,V ponl négyesével

»A negyvenit Pascar-pont,
melyekben a hatvan Pascar-

rajta lekszik, hatival a tizenit
y-négyszog tizendot atlospontjan

?
|
megy keresztiile. !

egyenes egymasl négyesével mel-
szi, hataval, a lizenot Y-négy-
oldal tizendt atlojan fekszike.

Mintan a tizenst D-pont mirllriegyikén a negyvenét g egyenes-
bol hat megy keresztil, a ,g egvenesek mindegyikén két D-pont
fekszik. Pl a
ol IV A T AT AV, ofIIVA,TA,Y A, VY|, o/IIV*A,7A,V A" egyeneseken a

D,y Dy, D:is Dis D,, D,y pontok fekiisznek,
és igy ezek az egvenesek az y' négyszég D™ ™=D,, Dy, Dy,
atlosharomszigének oldalai. Ennélfogva :

11

»A negyvenol ,g egyenes a »A  negyvenst G-Pascar-
tizenot y-négyszognek atloja, ’ pont a tizendt Y-négyoldalnak
azaz a tizenol D-atloshdarom- atlospontja, azaz a tizenot A-
szognek oldala«. [ haromszégnek szdgpontjae.

13*%
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A D™ ™ hiromszig oldalain, mint ,g egyeneseken, ,,(G pontok
fekiisznek, még pedig

az (oby™ ocy™ 10 18, 7),  (oBi™ oi™ 187 185Y)
pontok a D;; Dy =™ A" A,"* A,V |,

az (ohslu 0C2“ lpI 132v)- (n[jsll OYEHI laSVI 1311\"}
pontok a Dyg Dy =of IV A A™ A,V

az (oby™ o™ 1P" 185", (ofs™ ofs™ 1@ 1a,Y)
pontok a Dy, Dy =0l IIV* Ag* A, A, |

egyenesen ; ennélfogva D™ ™ hdromszog atléshdaromszdge a v ™=

[p*a," a,¥ a,""] négyoldalnak, s mert a v ™ négyoldal az y™ ™

négyszogbe be van irva, azért az y% ™ négyszGg szogponijainak
a D' ™ gtlosharomszoget illetsleg harmonicus polarisai a ,v'% ™
negvolda]nak oldalai. Ennélfogva:

A hatvan v egyenes tizendt ,v négyoldalra oszlik, me-
lyek a tizendt y-négyszighe be Vannak irva, és melyeknek
atlosharomszogitk azokéval kozds. (Daa}:s tétele a 32-nek.)

68. A kovetkez6kben ki akarjuk mutatni, hogy a configura-
tihan a 9. abraval correlatios abra rejlik. (12. abra.)

A o™ ™ collineatio tengelyre perspectivas

o877 8,7 8,")=,(85, 46) (13, 24) (15, 26), wmame,

haromszigek megleleld oldalai egymast az A, Ay Ay ponlokban met-
szik; a megleleld szogpontokat vetitd vyy, Vse. Vg, sugarak egymaést
az y™m "' négyszog egyik szogpontjaban metszik.

Azonkiviil az

™ ag) = AT, (8 a) = A, (3" %) = oA,
(oa," “1) = oA;Y, (oasv1 o) =g (oasVI o) = oA, Y és az
o% Aew A1v | :Daq, D!S&! n|. A1V1 Asw l == Dﬁﬂ D1 23 ol Asv Azw i et Dm Da.;

egyenesek a D™ ™ haromszog oldalai.

Ez a D™ ™ haromszig a o(a,”v a," a;¥") haromszoggel a =, és
az o, o, 0y haromszoggel a p' collineatio-tengelyre vonatkozoélag
perspectivas; a kozos collineatio-kozéppont (vy; Vss Ves); €S a meg-
feleld oldalak metszépontjai oJI7, oIIY, JIIV%; (ALY oAs', oA".

Ama pégy par haromszog, melyre a

JI 108 ) e I v v Vi II I s .
oV T o= ofptav gt 8", § ™ = ma o a
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bonthatok, az y™ ™=Y13 V5. Vse V12 V54 Vs NéGYSz0g szdgpontjaira
perspectivasak ; a szégpontokat vetilé sugarak e négyszognek oldalai.
A p'p'py, .8,V a,Va,", sth. sugarak kozott kovetkezé relatiok

léteznek :

(pF o T )= (o 0% B a= [ Vel
(Ip] Gpl T pl) = (la.l“r Oallv % aliv) =..,.=—1
(pll x pt wn mJ = (altw ;8 o% 111) R

A viL, 111:(111 a,Va, a,", v, 111=(p1 a,"v a," asw)“
Vo zt(pl a2,V a," 8,7

négyoldalak épen ugy, mint a v ™ g™ ™ négyoldalak, az y™ ™
négyszigbe vannak irva, és a v'%» ™, y'™» "' négyszogeknek kozos
atlosharomszdogiik a D™ U1,

Ama négyoldalaknak az y™ ™ négyszog oldalain fekv6 szog-
pontjai Pascar-, Satmon-, G, és (i, pontok.

Hasohlokép lehet a 8. dbrahoz is correlatiés abrat (11. abra)
talalni. A

O(f'\],” A'z” Asll) — {,(clll CQH Us‘“), "(Allll AQIII AS]H) o O(blln bg]“ balll)

perspectivas haromszogek meglelel6 szogpontjai az a, a, a; egyene”
seken, a megfefel6 oldalak metszGpontjai a ,p' egyenesen fekiisznek.

Az o | A" A™ |, ol A A™|egyenesparok egymast a D™ ™=
Dys Dy, Dyg héromszog szogpontjaiban metszik, mely hdromszog a
fentebbiekkel a ,p” collineatio-tengelyre és a p-egyenesen fekvo ,P™, P
collineatio-k6zéppontokra perspectivas.

A négy haromezogpar, a melyekre a

D[})ll Alll ASII ASII]' O[PII] Allll Agl“ Aslll]

négysziogek oszthatok, a ;v "= [p'a,"V a,¥ a;Y"] négyoldal oldalaira,
mint collineatio-tengelyre, perspectivas.

Az y™ ™ pégyszog a v '™ négyoldal kérl van irva, és
mindkettdjiiknek kozos atloshdromszoge D™ *™: végre ez utobbinak
szgpontjait a E™ ™= (pa, a, a;) ponthol az y”i, ¥y, ¥'se Suga-
rakkal projicialjuk.

69. A 31. és 32. pontban levé tételekhez a correlatios tételek
szintén koénnyen megtalalhatok.

Ugyanis a

vk oI ot Vg,V asw}! Yo =Y Wy Y e YW, Y'W
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négyoldalok oldalai a ¢ ™ egyenes I’ A; A, A; ponf(jain mennek ke-
vesztiil, és atlosharomszogeik, D™ " ¢g A™ g X U poptra és a
g™ ™ egyenesre vonatkozolag (45.) perspectivasak. Minthogy ezek
kivetkeztében ama négyoldalak is perspectivasak, kimondhatjuk, hogy

A tizenot (v és Y-négyoldal a hozzajuk rendelt X-pont-
és c-egyenesre vonatkozdlag perspectivis.

Vagy mas szoval:

A kilenczven .G pont azon a Kkilenczven egyenesen
fekszik, melyek a X pontokat a hozzijuk rendelt Y-négyolda-
lok szogpontjaival dsszekotik.

TOvabba aD[‘I’ 11t l:}'lllJ i DI, 11 DV__ Y1 D\’I, IV DIV, v haru'n_
szigek szbgpontjai és oldalai

Dbe Dst D:[g =ol Hlv All A2W Aa\' |‘ o_l Hv A‘Al A:!w A]\'[ !‘ n! I‘[Vl Aar Alv Aﬁ:v‘
Dli Dﬁb Daﬂ _ Ol IIIY Bl'll BZVI Bs\’ |‘ 0!, ]'[V Bgl‘[ B}s“’ B1VI :1 U|| I'I\"l Ball BIVBEIV '
DZ& DlB DM‘: :Ot 1’]’1\" 1‘1‘11‘1 112\".[ Fsvf‘] oé]‘[\" 1121‘.[1 I‘sl\’ 1‘1\'1 |, n! H\-"l rsIII 1‘1\? I‘?“’l

Do Diuie =0| PLA B M !’ ofP" B,*" C,* A1m L U| pur CLW AT B, I
Dyy Dgs Dyg = PP A;Y By Gy |, of PLB,Y Gt Ay™ |, o/ PTG,V AT BT
Dyg Dgg Doy = n| Pr A,V B, G, 11 01 PHIB, VI (T Asm |’ oli prx Cavr Asu Bsi[—

A harom elsé és a harom utols6 haromszig a
RN A T RS NS et s Lo e )
collineatio-tengelyre és a
B P B " RRAARS ] LRSI A

collineatio-kozéppontokra perspectivas.
De ama haromszigek atlosharomszogei a

l.v‘ll, 111 zl[pl allv agV aa\"l] ]I l\,\", YI :l[ﬂrv a}.l Eﬂlll Tllu:l ]
ot o X 2 F o=

lvl ! o l[pll hl Y b2\’ bs\l:[ i lv\r’l_ v _— : [ﬁv anl i'g-a" T‘.’.I”}
le‘ 11 — 1[p‘l.‘l.[ 011\" Cgv ca\'I] i le\", Vs l[n\’l ccal ﬁsll TB[II]

négyoldalaknak, melyeknek oldalai a =, illetve p-egyenesen fekvd
'[) 1]11\" 111\' lII\"I’ II 1L)1 11)1] 11)“1
pontokon mennek keresztiil. Ennélfogva ama négyoldalak koziil az els

és az utols6 hirom a = és p tengelyekre és a P' P P™ és 'Y
oIV GIIY* pontokra vonatkozolag perspectivas,
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Tekintettel a 47. pontra, mondhafjuk: A tizendt ,v-négyol-
dalbol, D-hiromszogbél és y-négyszighdl hiszszor lehet harom olyant
kivialasztani, mely a hisz Caviev-egyenesre, mint collineatio-tengelyre
vonatkozolag perspectivis ; a hatvan collineatio-kézéppont a hatvan
oV pont. Harom-hiarom collineatio-kézéppont, mely egy Caviey-
egyenesen nyugvo perspeclivis alakzathoz tartozik, a Cavirev-
egyenes ellenegyenesén [ekszik.

15, A v; Veronese-egyenesekrdl és V; Veronese-
pontokrol.

70. Tudjuk az eldbbiekhdl, hogy a hatvan v, egyenes egymidst
parosaval a kilenczven (i, pontban melszi, gy hogy minden v,
egyenesen harom G, pont fekszik.

E kilenczven (i, pont azonban hdrmasiaval még méas hatvan
egyenesen is fekszik.

Ugyanis az

(Al‘ll A-z“ A“")l :(clll Ca“ C:{]I)” (Allll A‘zlll AR“I)I :(bllll b_al'.ll balll)l

hdaromszogek, melyeknek meglelel¢ sziigpontjai az egymast a X' ™
ponthan metsz6 a, a, a, egvenesen fekiisznek, perspectivisak; ennél-
fogva megfelelé oldalainak metszépontjai

(" b ™), =(14, 23), (c,"b™),=(16, 25), (c;"bs™),=(36, 45),

egy p,' egyenesen lekiisznek, mely a p," egyenestdl kiilonbozik,
minthogy a p' egyenesen fekvo
(0 a™),=(14, 23), (a"),=(16, 25), ('a,"),=(36, 45),
pontok, melyek amazokkal egyiitt az vy, v, v'5e egyeneseken fekiisz-
nek, ungvancsak ama pontokat a XV V' ponttol és az (14, 23),
(16, 25), (36, 45) pontoktol harmonicusan valasztjak el

A hatvan v, egyeneshdl hatvan ily perspectivas haromszogpart
és igy hatvan ily p," collineatio-tengelyt, melvet dltaliban v, egye-
nesnek neveziink, lehet kivalasztani.

Ha ama perspectivas haromszogek kozil az

(A2:m AaIn 1)(11)l — (b11“ Tsur Tsm)ﬂ (A2II Aaﬂ Pll)‘ — (clll igsll TEII)J
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haromszogeket vessziik tekintetbe, melyeknek meglelelé oldalai egy-
mast az a,,'"" egyenes
(b e,"), =014, 32), (ro"™B")=(@15, 26), (1,"B"),=@B5, 4£6),
pontjaiban metszik, azt latjuk, hogy az a,,'"v egyenes kiilonbozik az
a,,'V-t6l, a melyen az

@ pY), =(14, 32), (8, a"),=(15, 26), (a,Va,") =(35, 46),
pontok fekiisznek.

A G=(14, 32), ponton keresztiil mennek a b, ™ ¢; ™a;," p,!
egvenesek és a ' ,=(14, 32, ponton a b,"™e,"a,,"Vp,' egye-
nesek, és hasonlokép az v-egyeneseken fekvé mindenik Gy,, (i';, pont-
paron két-két v, és v, egyenes megy kereszliil. Ennélfogva:

>Minden y-egyenesen egy Gi,, (', pontpar fekszik, melyeken
két-két v, és két-két v, egyenes megy keresztiil. Ezek az egyenesek
a~okhoz a Pascar-egyenesekhez vannak rendelve, melyek egymast
a felvelt v-egyenesen fekvd Pascar-pontban metszike.

»A hatvan v, egyenes egymast harmasaval a husz STRINER-
pontban metszi, még pedig azokban a StrINER pontokban, a me-
lyekben a hozzajuk rendelt Pascar-egvenesek metszik egymaste.

Ugyanis az
(.Aj_u A?'II A:‘l[)[ — (clﬂ o lI l[) (A 111 A I A lll) e (b 111 b 11T b III)
(Blln l’jgill I}sllli): — (a III .-l 111 II])” ( ‘ 11 ‘ I] | lI) li)l

hiaromszigek kozfil

az 1-s6 persp. a 2-dikkal a 2" "' és a p,';
a 2-ik » a 3-dikkal a P," és a p,"";
a 3-ik » a 4-dikkel a P, és a o' .1,
a 4-ik > az 1-s6vel a P, és a p,"

kozépponira és tengelyre vonatkozolag. E kézéppontok a p-egyenesen
fekiidvén, a p,' egyenes a P-ponton megy keresztiil.

Miufan a p,"p," =p" egyenesek az (14,32),, (14,32),, "
(14, 32) harmonicus pontokat a P-pontbol vetitik,

Vi
?

(p' p" = pY) = (p" po' wp") =—1.

71. Akkép, mint a hogy a hatvan v, egyenes egymist harmasaval
a husz Steiver-ponton Kiviil még hatvan V, pontban metszi, a hatvan
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v, egyenes is a hiasz SteNer-ponton kiviil még hatvan V, pontban
fogja egymist melszeni, melyeket a hatvan V; pontokhoz rendeliink. Az

(A Ay VA:,W)” (1 2, 34) (56, 12), (34, 56), =
( V") (a A asw)n A A Ay

haromszogek, minthogy oldalaik egymast az | Yy Yy, Yo | egyenes
Yis: Y4, Y,o pontjaiban metszik, perspectivasak, s igy collineatio-ko-
zéppontjaik a p-egyenesen fekiisznek, melyet mar az

AV AYAY (12, 84) (56, 12) (34, 56), A Ay A,

perspeclivdas haromszogek meghatiroznak. (Jegyzetben a 181. lapon.)

Ennélfogva az
A; (12, 34), =4a'y, A, (6, 12)=0o, A; 34, 56) =y,

sugarak egymast a p-egyenes P," pontjaban metszik.

Hasonlo uton kimulathato, hogy a B,"B." ;" és 1, va™ 15"
Pascar-egyenesekhez rendelt 8, By, Bs,” €5 1i,"™ Yo" Yo' €EYE-
nesek egymast a p-egyenesen fekvg P,", illetve P,™ pontokban met-
szik. E szerint kimondhaljuk, hogy

»A hatvan v, egyenes egymast harmasaval hatvan V, pont-
ban metszi, melyek harmasaval a husz Caviev-egyenesen lekiisznek.
Minden V, pontbol harom v, egyenes sugarzik ki, és minden vy
egyenes harom V, pontot tartalmaze.

Ebbél folytatolag kovetkezik, hogy egy Desarcues-configuratiot
képez0 tiz Pascar-egyeneshez és tiz Kirkman-ponthoz rendelt tiz v,
egyenes és tiz V, pont szintén egy (10,. 10,) Desarcurs-configu-
ratiot képez, azaz:

»A hatvan V, pont és v, egyenes, melyek maguk egy [Vv]
configuratiot képeznek, hat Desarcurs-configuratiora oszlike.

Minthogy az «,,','a; ;" harmonicus egyenesek a P, P,/
M, WO prt pontokat 2z A; pontbol projicidljak,

([_)11 Pgl \_‘ll, I {JI):__“[,

s mert a (p 1 I.)l VI, I Pl (Ahw A v yno, m AIV) négyesek
egyenes az Yg=(P' A/, P;* A,™)

harmonicusak, a | P* A.*Y
ponton megy kereszliil.

2
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A PTA,™ egyenesen rajta fekiisznek még a B,,"™ C, ' pontok is;
a|P'A" |, egyenesen pedig a B,;™ C," pontok, tovabba a by,ec,
egyeneseken a

].‘jlllll ].-i_'[g EI? v ”11”; Gllll Cl:]ll EI, 1v (::11[
harmonicus pontok; ennélfogva a | B,""C,™ | , egyenes a
P],I Alll\’ H]_'“l (“1 I]‘ l}l AI.]V }Bhlll (:“11“
egyveneseknek Y';, metszGpontjan megy keresztiil. De e kél egyenes
[ PTA™ |, | By™C™ | ,, nem esik egybe.

Ugyanis egyrészt tudjuk a 63. pontbol, hogy a P,* pont a
[Z™ 1 PT) yonaldarabon kiviil fekszik, tehat a (P, Py' 2™ ™ Ph=_1
relatio kovetkeztében P," a [X™ ™ P'| vonaldarabon van, de nem
esik egybe a P pontlal. Tgy (P* P.' [T Py") nem harmonicus négyes.
(Ertéke killonben = 4.)

Misrészt a

(PI Pll I'[ |.)21) K (Bl'ﬂl Blllll Bl Blglll)
helyzeti viszonylat miatt

Ll Bl a5 s A o B Rl s

Y B™MGH | [ B™CGT |, | BT | [ B™CGM]Y),
és mert

[PTA,Y [=|B,™ G, | PAY | =|B,™C,”|, |ILA,|=|B,T,],
azérta | PPA™ |, | P*A,™ | | kapesoltsugarpartolésa |ILA, B, T |
kettossugarpartol meghatarozott involutiohan |PTA," |, |B™ C"|,
szintén kapesolt sugdrpir lesz. De e két sugdr nem esik egybe, mert
(P*P,"ILPy") nem harmonicus négyes, és igy a P'P)%, ILP,' pont-
parok nincsenek harmonicusan elvilasztva.

Ennélfogva :

»A hatvan V, pont pirosival kilenczven gy, egyenesen fekszik,
melyek egymasl parosaval (g,4, 2;) & negyvendst Y-ponthan metszike.

‘Ugyanegy Y-ponton Keresztiil mend g,, 2o, 253 25 G og egye-
nesekre nézve pedig

(Zo1 o1 G Lag) K(Erm Zo1 T Eau),
s mert (g, € 6 og)=—1, azért a ¢ és g kettds sugarai a g, go1,

- gos 85y sugarpontoktol meghatarozott involutionak.

72. Vizsgaljuk mar most az

(alll asll aall)’ = (CIII Cgl[ CSHJg; (allll a.2]['[ a.s‘ll.'[)s — {ISI I le'i.l lsﬂlu)s



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA, 1956

perspectivas haromszdgeket, melyeknek oldalai a o™ ™ egyenes A; A; A,
pontjain keresztiil mené v, egyenesek, szogpontjai pedig a kovetkezo
g5 egyeneseken | B\ C" | o | Be™ G |, | B G |, fekvo
V, pontok. Ez utobbi g,y egvenesek tehit egymast egy pontban
metszik. Minthogy azonban ezeken a g, egyeneseken a kijel6lt V,
pontokon kiviil mas V, pontok nincsenek, ama hdrom egyenes
melszépontja, P,", nem esik egybe a P’ ponttal.

A hatvan v, egyeneshdl halvan ily perspectivis haromszig ké-
pezhetd, melyek a s-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, perspec-
tivasak, mert minden s-egvenes négy par perspectivas haromszognek
collineatio-tengelye. A hatvan collineatio-kozéppontot, melyekhez ama
haromszogek vezetnek, a Kirkman-pontokhoz rendeljitk és aitalaban
V;-mal jeloljiik ; kiilonos megjelolésiitk ellenben olyan legyen, mint a
Kirkman-pontoké, melyekhez rendelvék, de még ,-mas mutatokkal is
lassuk el 6ket.

A g,, egyenesek mindegyikén két V, pont fekszik, melyek az
analogus g, egyeneseken fekvd V, pontokhoz rendelvék. Mert a

(p'ﬂ a-‘)‘“ aall)u :(Clll Bl‘II Ball)” (pII‘I allli aEIII)‘:(BllIT I‘ll'll I‘sln)s

haromszogek az A"V collineatio-kozéppontra perspectivasak, mely
pont a P;* ponttal egyiitt a | B, C," | , egyenesen fekszik.

Minthogy az

(alll aall aall)‘J (al‘lll aslll aalll)e’ (bllll bﬂI]I balll)? (Cl‘il Cg“ Csll)s
haromszogek kozil az 1-s6 és 2-ik a P;', ¢ ": a 24k és 3-ik a
Py p,™t; a 3-ik és 4-ik a I ™, p,' a 4-ik és 1-s6 a P," pontra
s a p," egyvenesre vonatkozdlag perspectivias, és azok az egyenesek
a P-ponton mennek kereszliil, ezért ama pontok a p-egyenesen fe-
kiisznek.

Ugyanezt mondhatjuk a P,", P,"" pontokrol, melyek collineatio-
kt‘)zéppnntjai a (brm hsm bsm)m (hy" b, hal)g &s (cjl ¢! csl)” (" e1t csn),
perspeclivas haromszigeknek.

Ennéltogva: »A halvan V; pont hirmasaval a hisz Caviey-
egvenesen fekszike.

Minthogy a | P* A" | ,, | B, Gy |, egyenesek egybe esnek,
a|P AW |, =g, valaminta | P'AY | = g5, | PPAY | =g,

[ Pt A" | ,=g,, egyenesek az Yy, ponfton mennek keresztiil. Ezek

az egyenesek a p-t a P', P,', Py', Pg' pontokban metszik; és a II,
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oPT pontok keltSspontjai a P* P,', P, P,' pontparoktol meghatarozott
involutionak.,

Ennek kiovetkeztében

(B3P, I P =i
és mert a P," nincs a [II ,P'| vonaldarabon: a P! pont a [II ,P']
vonaldarabon, de a [E™ ™ P vonaldarabon kivil fekszik.

73. A hatvan V; pont héarmasiaval a hisz Caviev-egyenesen
kiviil még mds hatvan v, egyenesen is fekszik. Ezek a v, egyenesek
harmasaval a hisz Steiver-poton mennek keresztiil és egy a [Vv],-vel
analogus [Vv]; configuratiot képeznek

Ugyanis, minthogy a

W= | AT BICT], mY=(ATBYCYL, wT=] A BTG,

egyenesek egymast a II pontban metszik, az

(All\’ Ag\’ P‘s\"l)‘! 5 [BIII l‘lHI Bgl[ 112]“ B:!lI 113111}3
(GG CGY), = (A B, ASB,™ AfByY),

hiaromszigek perspectivasak, és meglelels oldalaik metszépontjai a
Pt = | By By" By" |, egyenesen fekiisznek.
Minthogy tovabba a X' ™ collineatio-kdzéppontra perspectivas
haromszogek, -
(Allv A!’.Y Asw): (Allv ABV ASVIL ijl I%‘E [33!

koziil, az 1-s6 és 2-ik az | Yy, Y, Y,5 | tengelyre; a 3-ik az els6
kettével a p". p,", tengelyekre perspeclivas, és megfelel6 oldalaik
egymast a p', illetve p," egyeneseken fekvé

BS=(B, Ay Ay, BT, Byt= (B, A,,YA, Y BIT,)
Ball — (lfjs‘ Alll\’ Ag,v Ball I‘Htll)
B e 5, TR B R A T BT,

Bs.'in = {‘ﬁa- Ala“’ A2sv Bsan Fau”[)

pontokban metszik, a p," egyenes a P = (p", Y;; Y, Y;2) ponton
megy keresztiil.

74. A hatvan v, egyenes egymdst parosdval az y-egyeneseken
fekv6 kilenczven iy, pontban metszi, 1igy hogy minden Gy, ponton
két v, egyenes megy keresziiil, s minden v, egyenesen harom (g,
pont fekszik, megleleléleg a v, egyeneseknek és a G,, pontoknak.
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AZ alszﬁl A2sv Bauv ‘Rsv‘ a2n)v=‘&2 A:l:zlv Bsuw 115”1" va'e?'yenesek egy-
mast az («," &,"V), =34, 5 6), Gy,-ponthan.és a "' =11 A, V" B, V" C;, V"
oyt =Py Py Bt Cy," vy-egyenesck egymast a (n¥'ay'), = (84, 56Y,
(¥;,-pontban metszik, mely pontok az y”,, egyenesen fekiisznek, mert
Yo, v €s Y, v', dlléspontja és atloja az A; A, A,V A,)Y,
ITA, Pg* Ag,Y* négyszigeknek.
Ugyanigy, ha
G(i::‘”: AS AH:;VI’ a:i:;v :AB A‘Z.-;v: Lx:!.-;w::‘aﬁ Alnw'. a]:Jw:Ai Alnwa
m "V =I1A,"Y, m¥=1A," o'=A4,P, a =4P
akkor a
(REVI g;s"')“:(]_ 2! 3 {il):]‘ (.nl\" 5\{1[}:‘.—:(1 2‘ 34)'51
(™ «,"),=(b6, 12),, (=" «7),=(586, 12),
pontok (i;, pontok; és a
("-EVI Lxsl)rxz{'% 41 5 ﬁ)'.-;' [‘RV[ ﬁ:i"}}i:(‘[ /i": 2 5)’.-1! (,‘.:\'1’ .{'.1”[)4:(1 G) 3 2)’:1
a m"" egyenesen fekvi Gy, pontok.
Minthogy
(Az‘r Aelv A'?.gv A-z:;") A (Aa” Asxw A:;:"I Asﬂ\ll]q
azérl e négyeseket (melyeknek értéke killonben = 1:16) az A 11
pontokbdl projicidlo sugarakra is
(al\“ 2]]\"' a}g\’ a]}]\') 7‘ (E\'l 7:1‘«'1 .nz\"l n:i"l}‘
valamint ezeknek metszépontjaira v”,,-vel
(34, 56) (34, b6), (34 H6), (34, H6)) A
(3 -ij, H6) (34, H6), (34, H6), (34, H6)));
vagy dllalanosan
(G Gy Gy Gg) A (G Gyp Gy G5
Ha pedig azt is tekintetbe vessziik, hogy (G, Gy £ G)=—1,
kivetkezik, hogy a X, G-pontok kettspontjai a (i,, Gy, Gy, Gy
ponlparoktol meghatarozolt involutionak, és igy (Gy, Gy, T G)=—1.

»A negyvenit Y-pont mind-
egyikén négy 1,, egveunes megy
keresztiil, melyeken a kilenczven
(g, pont koziil kettd-kettd van;:
az ly, egyenesek szama 180;
minden (i, ponton keresztiil
megy négye.

»A negyvetil y-egyenes mind-
egyikén a kilenczven g,, egyenes
kozil négy par melszi egymasl ;
ez L,y metszdpontok szama 180;
minden g,; egyenesen négy ily
pont vane.
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Mindkét tétel hasonlé tton bizonyithaté be, mint az 57. pont-
ban foglalt tételek, csak az » « mutatéo cserélendd 1ol » «-mal.

75. A kilenczven Gy, ponlt hdarmasaval a hatvan v, egvene-
sen kivill még hatvan v, egyenesen is fekszik, melyeket ezekhez és
a Pascar-, valamint v,, v, egyenesekhez rendelhetiink.

Ugyanis a 2 "™ pontra vonatkozolag perspeclivis hiarom-
szogek

(A" Ag™ A™), =(ey™ eg™ eg™),, (A, Ag™ A™), =(by™ by™ by™),
oldalai egymast a

(¢, by"™),=(14, 23),, (c;"b"")=(16, 25),, (c;" by"")=(36, 45),
pontokban metszik ; ezek egy p," egyenesen [ekiisznek, mely a p,'
egyenestél kiilonbozik, mert p,"-en a

(p'a,""),=(14, 28y, (p'a."),=(16, 25H),, (p'a,""),=(36, 45,
pontok fekiisznek.

A kilenczven (i, pont mindegyikén két vy és kél v, egyenes
megy keresztfil, mert az

(A"Il Asll J.)Il). :(Clll 1'5211 {33][) , (A‘z]“ Aalll L')III)I :(hl 1t Y‘l]" Ts“l)
perspectivas haromszigek collineatio-tengelye a,', a p,’ egyenessel
egyiitt a (¢,""b,™),=(14, 23), ponton megy Kkeresztil, holotlt a

(Cy" A" Ag")y =(p" by by') | B/ A, AT, =(p" ¢' o), _

(G A A, = (2" " 7™, ;‘ (Bo™ B,™ Ag™),=(a," "V B, ™), ]
perspectivas hdromszigparoknak meglelelé oldalai egymast a b, ™
¢, egyeneseken fekvd

(P'a),=(14 23), (b'1,"),=(46, 25),, (b'7,"),=(63, 15)]
(Pa")=(14, 23), (¢'B™),=(16, 35),, (" B™),=(26, 45),

?

pontokban metszik, tgy, hogy
(" by pstay V) =(1 4, 28), (e, b, ™ pyta,)=(14, 23),.

Hasonlé 1ton, mint a v, egyenesekre nézve, itt is kimutathato,
hogy a hatvan v, egyenes hiarmasdval a hisz SreiNer-ponton megy
keresztiil,
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Minthogy a p,' p,' = p' egyenesek az (14, 23),, (14, 23),
IV, VI (14, 23) harmonicus pontokat a P-ponthol projicialjik :
(ps" pf mph)=—1.

A hatvan v, egyenes egymist harmasaval a hatvan V, pont-
ban és a hisz Caviev-pontban melszi; és épen tgy, mint a hatvan
Vi, Va, Vv, egyenes, hat Desarcurs-configuratiora oszlanak.

Ugyanis az

(A ALYAYY, (12, 84), (66, 12), (34, 56),=
{0553 ¥ “:iv)d (‘x:;w al"‘_);] (alv aﬂlv}:,‘ Al AS AB

haromszigek, mert oldalaik az | Yy Vi, Yia | egyenes Yo, Yy, Yoo
pontjain mennek keresztiil, perspectiviasak ; a collineatio-kizéppontok
a p-egvenesen lekiisznek. Ebbél pedig az kovetkezik, hogy az

A, (12 34),=a, A,(56,12), =0, A; (34 506), = oy,
egyenesek egymaist egy P,' pontban, és; hasonld 1iton kimutathatolag, a

B, (36, 52), = B,", B, (14, 86), = B, (52, 14, =,

14 ?

Iy (b4; 18}, =y " T, (82 58, =5 (18 32),=7"™
egyenesek egymast egy P,", P,™ ponthan metszik, mely utobbiak
a P," pontlal egyiitt a p-egvenesen fekiisznek.

Minthogy (2,'e,,"a, o,")=—1, azért a sugarak metszépontjaira
nézve p-vel (P,' PP X% ™ PH—_1: és hasonlé oknal fogva

(Ah‘i\’ Al‘ll\’ EII_, 1T Al‘l\') . (‘HI:\;“] ]_}Lllil E], v l;l‘lll) p—
. (Chu C“” ¥, v (:111): 5
e a
| Pl Allvl. = gnl; | 1}1 Allv fu = gz:i'l ![RIT";(-:].Il I= g'ln! |H1"I Clnlu — g'za
egvenesek az Y';; pontban metszik egymast, s igy a
| PrA,w | « = B | Hlm Cln | i g'—m
egyenesek is keresztiil mennek az Y’y ponton.

A két utobbi g, ¢,; egvenes azonban nem esik egybe.

Tudjuk ugyanis, hogy a P," pont a [ ™ P'] vonaldarabon kiviil
fekszik ; tehat a (Py" P, 2™ ™ Phy=—1 relatio kiovetkeztében, P,* a
[ 11 P17 oyonaldarabon fekszik és a oP' ponttal nem esik egybe.
Ennélfogva (P, P, IIP,") nem harmonicus négyes. (Ertéke = 56.) A
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4 Ry TR 7R BT B B, B
helyzeti viszonylat kivetkeziéhen

Yot CREATT oo MREATYensllAE s o P APl b ) S9N
Y’Bﬂ ( | B]III CLII | 5 i le.‘[l (:“I" | 3 | Bl 1‘] | | B‘_IH C]" I ‘)‘
s merl
|PPA |, =| B O,y | PAY =BG, (T4, [=[B, T, |,

a|PAY |, | PPAY | ,, kapesolt sugarpar, valamint,a | IIA, B, T, |
kettds sugarbol meghatarozott involutioban,a | PPA,™ | | B G|,
is kapesolt sugarpar lesz. Ez utobbiak azonban nem egyesiilhetnek,
mert (P P," IIP,") nem harmonicus négyes, azaz a P,"P;' pontpar
a IIP,* pontparto! nincsen harmonicasan elvalasziva.

Ennélfogva mondhatjuk : A hatvan V, pont parosaval kilenczven
g,; egyenesen lekszik, melyek viszont piarosaval (g, g5 az Y-pon-
tokon mennek keresztiil.

Ugyanazon az Y-ponton kereszliil men go; 201y 2oy 94y Lis Sas
egyenesek involutiot képeznek, melynek kett6s sugarai 6, .g.

76. Az A A, A, P A, Ay pontokon keresztil mend v, egyene-
sek kovetkez6 perspectivas haromszogparoknak oldalai

(alll aﬂII aan'){: (Cl 1T Clg'l[ C.’!”),;' (al']" aﬂ'ﬂl aslllldl :{R] TIT BSIIT BSIHL ;

!’pII azll a:]“l; :(Cl lel Ball)“ (pI‘II aE'IT] aslll-}'i — (I';IIH I‘]II‘I 1‘5 1")4 ;
ezeknek meglelel6 szogpontjai a

l Gl'.ll l}iﬂl l i | GEH ISJIII l \ ! CS‘II 'le‘.ll l 1;
] (:III BJI“ ] i | B’I] 1121“ l 1 [ B”Tl P3"[ l 4

2,5 egyeneseken fekiisznek, meiyek egyvmast a P/, illetve A, pon-
tokban metszik. Ez utobbi ponlok azonban kiilonboznek a | P, A, ™Y
pontoktol, melyek nem fekiisznek a | B,"™ C,™ | , egyenesen.

A hatvan v, egyenes hatvan perspeclivas haromszogpart nyujl;
a hozzdjuk tartozo - halvan V; collineatio-kézéppont parosaval a
kilenczven g,; egyenesen fekszik.

Tekintettel arra, hogy az egymasra kovelkez6 (a,'f a,' a;"),,
{alntas}n aslu)v (bllll hgl]l bsn‘l}" (cl.ni c2nl c:i’“).; haromszﬁgparok a
PSP, 2 M P collinealio-k6zéppontokra és a % ™, pM
ps', P, collineatio-tengelyekre vonatkozolag perspeclivasak és ez
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utobbi egyenesek a P-ponton mennek keresztiil, kovetkezik, hogy a
P pont a p=X" ™ P P Caviev-egyenesen fekszik.

Minden Caviev-egyenesen hdrom V; pont van; igy pl. a p
Caviev-egyenesen a P!, Pg', Py™, mely utobbiak a (b,"" by by™"),,
(by' by hy"), 5 (e, es" egt),, (e ey ™), perspeclivis haromszogparok-
nak collineatio-kizéppontjai.

Minthogy
(}_“11, 101 'PEI I"gl L. l)r.I) N (En_, 1 Alll\' A‘Ia“. L Al,-.w)
a | I.)] Al'l\' I 5 | I)I }xll\" ] & i I)] AIT\‘_ | § . ’ | 'I)'[ A|lv | 5

egyenesek az Yy, ponton mennck keresztiil.
A p Caviev-egyenes a
| B G, IB™MGT], [ BMGH], [ITA B, T |
cgyenesekel a P,'P," PN IT pontokban metszvén,
(])ﬂ; ]131 11 Py A (1131 1,121 11 ]_:;_‘I),
s igy a I’;' pont ebbdl, vagy pedig a (P, ;' II PY)=-—1 relatio-
bol is szerkesztheld.

A hatvan V, pont hirmasival hatvan v, egyvenesen fekszik,
melyek viszont harmasdaval a hisz Srever-ponton mennek keresztiil.
E hatvan v, egyenes egymast parosival a negyvendl y-egyenesen
lekvd negyvenot (i, (5, pontparban melszi, gy, hogy e pontokbol

minden v, egyeunesen hirom van. Igy az
"x'l.‘-v = ' Al A‘-’.‘rv B-'i.'-\r ]“3.1V | ' 'x‘.‘sw . | Aﬁ A].’.w BE.‘.W TS:.“. | :
m o= | LAY By GyY |, g = | Ay Py By ' Gyt |
v, egyenesparok egymast az Y, egyenesen fekvd
(" &™), =34, 56), (= o), =34, 56,
(Gye (5e) pontparokban metszik; az Y";3 Y73 Y75, egyenescken
fekva
@ ey = (34, 56Y, @ BN,=(14, 25), (="'1,")=(16, 32),

pontokat pedig a =,"' egyenes tartalmazza. A
(A" AgY Ay AyY) A (A" As™ AT Ay,

projeclios négyeseket az A,, illetve II-pontbol projicialo

Orv,-term.-tud. Krtesits. 1897. 14
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(an\’ ml:}v m“v uh\') 7‘ (T:x\"]' ns\"l ﬂ4VI ﬂb‘q)
sugarak metszésel az Y";, egyenessel

(34, 56), (34, 56), (34, 56, (34, 56)) A
(34, 56), (34, b6), (34, 56), (34, 56))),
és daltalanos=an

({;’1'3 (;3& (j'34 {;ﬁd) K ({;12 ('FS.I. 1;84 ‘;’M‘:)‘

Ez utobbi helyzeti viszonylatbol pedig az kovetkezik, hogy a
Gy G'py Gy Gyy, Gpy G5 pontpéarok involutiot képeznek, s mert a
%, G-pontok az elsé két pontpartél meghatarozott involutionak ket-
téspontjai, azért (Gy, G 2 G)=—1.

A kilenczven Gy, pontrol végre megjegyezzilkk még, hogy
parosaval a negyvendt Y-ponttal egyiitt 180 1., egyenesen fekiisz-
nek, tgy, hogy minden G, ponton négy 1., egyenes megy keresztiil.
Ugyanigy a negyvendt y-egyenes mindegyikén a kilenczven g, egye-
nes koztl négy par metszi egymist 180 L,, pontban, tgy, hogy
minden g,; egyenesen négy L,, pont van.

77. A kilenczven (i;; pont még harmasaval hatvan vy egye-
nesen fekszik, tgy, hogy minden (i,; ponton két v, és v, egyenes
megy keresztiil. E vy egyenesek egymast harmasdval a hisz SteiNEr-
ponthan és mas hatvan V; pontban metszik, mely utobbiak szintén
harmasaval a husz Caviev-egyenesen és pdarosiaval kilencaven gy,
egyenesen, vagy negyvendl g, g'y; egyenespiron fekiisznek. Ezek az
egyenesparok a negyvenit G-ponton mennek keresztil és kapesolt
sugarai a go, g1, Zos 8ags Zo L Sugarparoktol képezett involutionak.

Minthogy a ps'p,' = p' sugarak P-b6l az (14, 23),, (14, 23),,
2V, Y1 (14, 23) harmonicus pontokat projicialjak, (p;' ps* = p')=—1.

Ha P az elobbi Pi' pontokhoz rendelt V; pont, akkor P;' a
(Pt Pt 2% ™ P = — 1 relatiohél is meg van hatarozva és a
[2 ™ P yonaldarabon fekszik, mert P;" a [II ,P'] vonaldarabon van.

A hatvan v, egyenes hatvan perspectivas haromszogparnak
oldala, valamint a hatvan V; pont azoknak szégpontja; a hatvan V,
collineatio-kiizéppont péarosaval kilenczven g,; egyenesen, vagy, a mi
ugyanazt fejezi ki, negyvenét gy; g'y; egyenespiron fekszik. Ha P,”
az elébbi Pi' pontokhoz rendelt V; pont, akkor ez vagy a

(]__)41 [)51 110 ]luIJ A (]_;51 1)41 11 I)I?I)’
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vagy a (P P;7 IL ,PYy=—1 viszonylathol szerkeszthetd és a [II ,PT]
vonaldarabon fekszik.

A haivan V, pont hatvan v, egyenest, ezek megint a negy-
venit g-egyenesen [ekvi negyvenol (g ('zs pontparl, melyekre nézve
(Gyg Gy i) =—1, és halvan vy egyenest szolgallatnak.

A vy egyenesek V, pontokhoz, ezek pedig gg g'sy egyenespi-
rokhoz vezetnek, melyek a g, @', o5 e, . . . involutios sornak
kapcsolt sugarai, és igy tovibb.

16. Az ;V pontokrol és ;v egyenesekrol.

78. Hasonlo tton, mint a hogy a V; pontokat és v; egyeneseket
a V, pontokbol és a v, egyenesekhdl szarmazlattuk, a ;V pontokbol
¢s v egyenesekbdl uj ;V pontlok és ;v egyenesek nyerhetdk. Ezek vj
[;V ;v] = i[Vv] configuratiokat fognak adni, melyek a SteiNer-pon-
Lok és Cavirv-egyenesek iranyaban ugyantgy viselkednek, mint a méar
ismert [Vv]; configuratiok.

A 63. ponthan egy fételre jutottunk, mely szerint a hatvan ,V
ponl parosaval kilenczven ,,g egyeneshen fekszik, gy, hogy mind-
egyik ;V pontbdl harom ,,¢ egyenes sugirzik ki.

I kilenczven ;,g egyenes egymist harmasiaval még mas hatvan
oV pontban melszi, melyek szintén pirosival lekiisznek a ,,g egye-
neseken.

Ugyanis az

l(aln ﬂg“ 33“) :’((_:Ill (-:2“ (:“I] ) .{ .(P“ 3211 33”') e I(Clll Bg[l B:i“)l
|(allll agI:II a3[1[) :1(”1“1 “2”1 |;3]1{) }‘ |(p“| i.'l-.;l“ E":41111): 1(BI1“ 1‘9111 1‘311]) I

hiaromszogparok oldalai, melyek .z egyenesek, a " "' egyenesen
fekva A, Ay Ay, P Ay A, pontokon mennek keresztil, s ezérl a harom
L BAT G, L T B, | Iy By egyenes egymast egy
oA"Y pontban metszi, mely metsz6épontok a ([P', A"V pontoktol kiilon-
boznek, mert a | B, C,"| ,| P*A," | egyenespar a o | P'A,'Y B,"™ G, ™|
| I A, B, I', | egvenespart harmonicusan vilaszija el.

A hatvan ,v egyenesbél hatvan oly perspectivds haromszogpar
alakithato, mint az elébbiek, és igy halvan ,V collineatio-kzép-
pontol nyeriink, melyekben az ,.g egyenesek egymist harmasaval

14%
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metszik, ugy, hogy minden ,,g egyenesen két \V és ,V pont
fekszik.
Minthogy a
1(a111 asn aan') o 1((\'111 C‘EH _"311), 1(alnr ainr as‘nr) :I(Blni B‘JII] Banr)‘
1(bl‘nl bnlu hsm) — |(A1“1 Azm Aﬂ]“)! I(clu L‘?_“ l._._311} =1(A1“ Agn Asn)

haromszogek kazill

az 1-s6 a 2-dikkal o™ ™ ,P'; a 2-dik a 3-dikkal ,p™, ,P™;

a 3-dik a 4-dikkel ,p™*, ™ ™; a 4-dik az 1-s6vel ,p", P
collineatio-tengelyre, illetSleg kozéppontra perspectivis és a tengelyek
a P-ponton mennek keresztiil; a ,P' pont a p-egyenesen fekszik.
Minthogy tovabba a

128 = | 1PI 11@1w 21311“ 201“ I 3 128' = ‘ 1”1m 1(21" 2]“'21811!" |
egyenesek a |II A, B, T, |, | P A B™ C™| egvenesekel
harmonicusan vélasztjak el, (,P* ,P" I ,P") = —1.

A hatvan V, pont hirmasaval hatvan ,v egyenesen fekszik,
melyek szintén harmasdval a husz Stewer-ponton mennek keresztiil,
Ugyanis az
1(A11\’ Ag\' An\'l):s(Blﬂ I‘llll BS‘II I‘ﬂ!ll lei I‘alll)’
1[0}1\' C!\' Ca\r'l} :‘(Al‘l B111 AZT BEII Asl Ba”)
haromszogek, mert a

1n1\’:l|A]‘lV BIIV CIIV |'|’ lﬁvﬂi |A2\' B2'\’ ca\' |’ 171;\’1:1 IAS‘” HB‘” Cs\-"lr
egvenesek a Il-ponton mennek keresztiil, perspectivisak:; ezért a
megfelel6 oldalak metszpontjai a ,p™ =, | B," B,” B," | egyenesen
fekiisznek.

Minthogy tovabba a '™ ™ kézéppontra perspectivis
‘Ii(‘Al.“r AZV AEVI)' :(AI“" Aﬂv AEVI)E Bl Bf! ;33
haromszigek kiozil az 1-s0 a 2-dikkal, a 3-dik az 1-sdvel és a 2-dikkal
az | Yoo Yoo Yoo |y o™ = o [ BB B™ |, p" =, | By" B," By |
collineatio-tengelyre vonatkozolag perspectivas: a ,p™ egyenes a
P= (| Ys Ysu Yia | , op™ ponton megy keresztdl.
»A hatvan v, egyenes egymast paroséival az y-egyeneseken

fekvé kilenczven o(i, 55 pontban metszi, melyek minden y-egye-
nesen a - és G-pontokat harmonicusan valasztjak el. E kilenczven
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030, 934G pont parosiaval az Y-pontokkal egyiitt 180 4,1 egyenesen
fekszik, tigy, hogy minden Y-ponton és minden ,,(i ponton négy ,,1
egyenes megy keresztiile.
Ugyanis az Yy, V" €5 Y, Yo atléspontja és atloja az
Al AZ SAIIV SAﬁv H A‘S 2[“ EASW
négyszigeknek, tehat
az A, AY=,0,, A, A" =,0" egyenesek egymdast a
o0V ™) =,(84, 56)=4,G ponthan;
a Il A,V'=,7"", A, ;P'=,u' egyenesek egymast a
(T &) =,(34, B6)=4G ponthan

metszik, melyek az y",, egyvenesen fekiisznek.
Tovabba az
(A5 0A5Y 1A 2AsY) N (AsY AT 1A 3A™) :

négyeseket az A,, Il-pontokbol projicialo

(oY o 1Y 504Y) A (Rv] o' 4Tt g YY)
sugarak metszépontjai y",s-vel

(G oiG 010" 536) NG 516 616 4. G) 5
s mert (3G o' X G) = — 1, azért (5, 3G 2 G) = — 1.

Végre a 1étel utolsé része hasonlo tlon bizonyithalé be, mint
a 65, pontban levé tétel, csak fel kell az el6l allo »,« mutatokat
»,«-vel eserélni.

»A kilenczven ., pont hirmasaval még mas hatvan v egye-
nesen is fekszik, tgy, hogy mindegyik ,,G ponton két v és két ,v
egyenes megy keresztil. E ;v egyenesek hdarmasaval kereszt(il men-
nek a SteNer-pontokone.

Igy pl. a 3G=,(eY ™)=,(34; 5.6) ponton még a 4m¥%, sxs";
& gy (V = (W ") =,(8 4, D 6) ponton méga ya,", 42" egyenesek is ke-
resztiil mennek és, mert (453G o, G' 2 ) =—1,azért (yo," g2,V 2,0, V) = —1,
és hasonlokép (yp',p'mp)=—1.

»A hatvan v egyenes egymast hiarmasaval hatvan 4V pontban
metszi, melyek harmasaval a Caviey-egyeneseken fekiisznek. E ;V pon-
tok parosaval kilenczven 4,8, 5,¢" egyenesen fekiisznek, melyek parosa-
val az Y-pontokon és harmasaval a ,V pontokon mennek keresztiil ; az
egyes Y-pontokban a 7, og egyeneseket pedig harmonicusan valasztjak el.
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A hatvan yv egyenes és azoknak hatvan ;V metszéponlja oly
a[Vv] configuratiot képez, mint a 4[Vv]e.

A (oY gy @, @, Y)=—1 egyenleth6l kovetkezik, mert;P'=(p y2,"),
hogy: (4P*;P* 2% X Pl = — 1,

A kilenczven g, ,,¢ egyenes egymast harmasival még hatvan
.V pontban is metszi, 1igy, hogy minden ,,g egvenesen két ,V és két
.V pont fekszik. Ezek az 1) ,V metszépontok harmasaval mas rend-
ben még a hisz Caviev-egyenesen is fekiisznek. lgy

saB=, | A A | =, |TI A |, a8'=, | IV A | =, | AV AT

8 mert (3.2 48 o02) = — 1, azért (GA,Y AY A; A is=—1 58
hasonlokép (;P* P II ,P') = — 1.

A hatvan ,V pont hirmasaval hatvan ,v egyenesen fekszik, me-
lyek ugyancsak harmasaval a Sreiner-pontokon mennek keresztiil. A
halvan ,v egyenes a 3[Vv]-vel analogus ,[Vv] configuratiot képez.

A P Sremwer-ponton keresztiil mend ,p’ egyenesre all, hogy

(spiigpt ot i opl) == stb:

17. Altalanos tételek a Pascal-hatszéggel kapeso-
latos configuratiokrol.

79. Eddigi fejtegetéseink eredményél a kivetkezo tételbe foglal-
hatjuk dssze :

Ha a Pascavr-hatszig képeaste configuratioban

Vo a hatvan Pascar-egyenes,

V, a hatvan Kmkman-pont,

S a htsz SteENER-pONt,

s a husz Caviev-egyenes,

g a tizenot STEINER-egyenes,

Y a tizenot Sarmon-pont
egyikét jelenti, akkor minden s-egyenesen harom V- és hiarom Z-pont
bizonyos modon egymdashoz van rendelve, és minden S-ponton hérom
Veegyenes és harom g-egyenes megy keresztiil, melyek ugyanazon
modon vannak egymashoz rendelve.

(Igy a p Caviev-egyenesen: a P!, X' 1T, pit 3m, I. pu i, 1
Kikkman- és Savmon-pontok; a P Sremner-ponton keresztiil mend
egyenesek kozil a p', o ™; p™ o™ T; p™ o T Pascar- és
SreNer-egyenesek vannak egymdashoz rendelve.)
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Ha a lizendt s egyenesen a Ha a tizendt S-ponton keresz-

hatvan ,V, V,, V,... Vi ...;V, til mend hatvan v, ,v, ,v, ...
oV, .V o 5V .. pontol a kbvel- vy ... V0V, 5V, L LY, . L L egYe-
kezo egyenletekbdil (64) nest a kovetkezd cgyenletekbdl

(SoV O Vo) =

(SVEV,) =

b

(Vo \}'I H ,..V_I] —-[ 3 (\"’1 V.l .\-: \"n) "'l- (\'u V] 8 Ov)—_l) (V]_ Vg g V,,}'——l

(Vi Vai+1-5 oV)=—L,(Vait1 Vaita ZVo)=—1  (Vai Vaidr 8 oV)==1, (Vaits Vaige G:VO):—l

(V. VEV)=1
(1V oV 8 o¥) =--1,

. (ov vo:vo):—l
(VV S V=1, ¥

foi, ViigaVSoV)=—1, it VairsV EVo)=—1 (sitr¥ 2i+-j2v SoV)=—1, (sitaV 2itsV 0 Vo=1)

meghatirozzuk, akkor a V, V,,
VaVe, . . . VeV, VLV, .,
pontparok egy involulios sorl ké-
l'leznek,'melynek kettospontjai S
oViésaV, V,, V.V, . 0
WV, V. . pontparok egy maisik
involulios sort képeznek, melynek
kettéspontjai X, V,. Az a Vo oV
pontpar, mely az S |V, XV, pont-
parokal harmonicusan elvilaszija,
az elso és masodik invululios pont-
sornak kapesoll pontparja; e pont-
piarhoz kozelednek, a véglelenig
nagyobbodo i-vel, az elsé és mia-
sodik involutios sornak Vi Vo,
illetve 44,V .4,V kapesolt pont-
parjai.

A hatvan V; ponl mindegyike-
ben a hatvan v; egvenes kozil
harom-hdarom metszi egymast, és
minden v; egyenesen, hiérom-ha-
rom V; pont fekszik. A hatvan

?

meghatarozzuk, akkor a v, vy,
Vo Vg, c1VaVegVyv, . . . 8U-
garparok egy involutios sort ké-
peznek, melynek keltossugarai
S, oV, €58 Vy Ve, VgV o . . oV
iV gV Vi . sugdrparok egy
masik involutios sorl képeznek,
melynek kettssugarai o és v,. Az
a Voo ooV osugdrpir, mely az s v,
G v, sugarparokat harmonicusan
elvilaszlja, az elsd és masodik
involutios sugarsornak kapesolt
sugarparja ; e sugarparhoz koze-
lednek, a végtelenig nagyobbodo
i-vel, az elsé és masodik involu-
tios sornak vei Veisg, illetve giq4qv
sitoV kapesoll sugarparjai.

A hatvan ;v egyenes mind-
egyikén a hatvan ;V pontl kozl
harom-harom fekszik, és az ;V
pont mindegyikében harom-ha-
rom ;v egyenes melszi egymast,
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Vi pont és a hatvan v; egyenes egy
[Vv]i configuratiot képez, mely
6 Desarcues-configuratiora (10,
10,) oszlik.

A hatvan V; pont és a halvan
vi egyenes hatvan perspectivas
haromszogparnak collineatio-ko-
zeéppontja és tengelye; e harom-
szogparoknak oldalai és szog-
pontjai a [Vv]; configurationak
egyenesei és pontjai.

Ezenkiviil minden v,; egyenes
collineatio-tengelye és egy X pont
collineatio-kézéppontja egy per-
spectivas haromszogparnak, mely-
nek oldalai és szogpontjni a
{Vvlioy configuratiohoz tartoz-
nak; és minden Vi, pont col-
lineatio-kézéppontja és egy o egye-
nes collineatio-tengelye egy per-
spectivas haromszogparnak, mely-
vek oldalai és szogpontjai a [Vv]y;
configuratiohoz tartoznak.

Ha i=o, akkor minden v,
egyenes collineatio-tengelye és egy
Y pont collineatio-kdzéppontja egy

perspectivas haromszogparnak,
melynek: oldalai és szdgpontjai a
[Vv], configuratiohez tartoznak ;
ha pedigi:m, akkor v €s egy bi-
zonyos X, valamint egy o és Vo col-
lineatiotengelye, illetve kozéppont-
ja oly perspectivas haromszogpar-
nak, melynek oldalaiés szogpontjai
a oo[ Vv] configuratiohoz tartoznak.

A hatvan V,; és V,iy, pont

paronként kilenczven gy 4ity

A halvan ;v egyenes és a rajluk
fekvé hatvan ;V pont egy ;[Vv]
configuratiot képez, mely hat
Desarcurs-configuratiora (10,
10;) oszlik.

A hatvan ;v egyenes és hat-
van ;V pont hatvan perspectivis
haromszogparnak collineatio-ten-
gelye és kozépponija; e harom-
szogparoknak oldalai és szog-
pontjai az ;[ Vv]configuratio egye-
nesei és pontjai. Ezen kiviil min-
den ,;V pont collineatio-kdzép-
pontja és egy o-egyenes colli-
neatio tengelye egy perspeclivas
haromszogparnak, melynek olda-
lai és szogpontjai a, ,[Vv] con-
figuratichoz tartoznak; és min-
den i1,V egyenes collinealtio-ten-
gelye és egy Z-pont collineatio-ki-
zéppontja egy perspectivas ha-
romszigparnak, melynek oldalai
és szogpontjai a ,i[Vv] configu-
ratiochoz tartoznak.

Ha i=o0, akkor minden ,V
pont collineatio-kizéppontja és egy
g-egyenes collineatio-lengelye egy

perspectivas haromszigparnak,

melynek oldalai és szdgpontjai a
o[V¥] configuratiohoz tartoznak ;
ha pedig i=w, akkor «V és egy
bizonyos &, valamint X és oV
collineatio-kdzéppontja, illetve ten-
gelve oly perspectivas haromszog-

" parnak, melynek oldalai és szig-

pontjai a [Vv]ew configuratiohoz
tartoznak.
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egyenesen lekszik, még pedig
akkép, hogy minden ily egyene-
sen két Vy; és két Vyip, pont van.
E kilenczven egyenes egymast
parosaval (i, sit1 82, 2ita) NEZY-
vendt, harmasaval a s-egyenese-
ken fekve és az I értékétol fig-
getlen Y-ponthan metszi.

A hatvan 41,V 6s 4iq,V pont
paronként kilenczven uiiy, sitsd
egyenesen fekszik, még pedig
akkép, hogy minden ily egvene-
sen két 5,V és két 44,V pont
van. [ kilenczven egyenes egy-
mist parosaval (sitq, site@ sitas
siteg) az el6bbi negyvendt Y-
pontban metszi.

A hatvan ,V pont négyesé-
vel g egvenesen fekszik, melyek
szintén az Y-pontokon mennek
keresztil és tizendt D-haromszog-
nek oldalai.

A hatvan Ve és hatvan oV
pont hasonlokép kilenczven, pa-
ronként a Y-pontokon kereszliil
mend, (ocgw, wg'xw) egyenesen
fekszik, még pedig minden ily
egyenesen két Ve és két oV
pontl van.

Ugyanazon az Y-ponton ke-
resztil mend egyenesekre nézve:
(82, 2it1 8'gieits O o8)=—1,
(oit1s0i+28 2id1,0ide8 O of)=-—1,
(8at, it1 Loidarvits 2 8o)=—1,
(2141521 +28 2itg 2it48 X o) =—1.

A jobb oldalon allg tétel negy-

A hatvan 4v és 44V egyenes
paronként kilenczven u; ;4G pon-
ton megy keresztil, még pedig
akkép, hogy minden ily pontban
két ;v és két 554,V egyenes metszi
egymast. A metszGpontok paro-
sdval (g1, 211Gy 0, 211G negy-
venot, hiarmasaval a Z-pontokon
kereszttil mend és az I érté-
kétol fiiggetlen y-egyenesen
vannak. A hatvan vy, 68 Voiqg
egyenes egymast kilenezven Gyiy,y,
o4s pontban metszi, még pedig
akkép, hogy minden ily pontbél
kit vyip, €s két vy, egyenes
sugarzik ki. E kilenczven pont
parosaval (Ggitys aigss (aidtrs gida)
az elobbi negyvenol y-egyenesen
fekszik.

A hatvan v, egyenes.négyese-
vel negyvendt G-pontban metszi
egymast, melyek szintén az y-
egveneseken fekiisznek ég tizenot
A-hdromszdguek szdgpontjai.

A hatvan ov és hatvan ooV
egyenes egymast szintén kilencz-
ven, paronként az y-egyeneseken
fekvd, (olin, olG'x) pontban
metszi, még pedig minden ily
ponthol két v és két v egye
nes sugirzik ki.

Ugyanazon az y-egyenesen fek-
vé pontokra nézve :

(o, 21 G i, 01 2 G)=—1,
(Gais 2ivg {-i'2i+l'23+2 TG)=—1,
(s, 2it1 G sige.sislr 6 o G)=—1,
(G'gigys2ite Goigys gits Sy =—1.
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venol y-egyenesén a kilenczven
995, 2i4y €gyeneshdl és a kilencz-
Ven gy, eipeg egyenesbil négy-
négy par metszi egymast Ly gip,
illetve 4544, sitel. pontokban. E
pontoknak szama kiilon-kiilon 180,
ugy, hogy minden gy oiy, egye-
nesen négy L sit,, €s minden
sit1y 2i4ed €gyenesen neégy
gid1saitels pont fekszik.

A negyvenol .g egyenes egy-
mas hataval a flenti ltzenot D-
haromszig tizenol szogpontjaban
melszi, melyekben az y-egyenesek
is harmasaval talilkoznak; e pon-
tok mindegyike tizenként incidens
L-pontnak tekinthetd.

DR, KLUG LIPOT

A baloldalon allo tétel negy-
vendt Y-pontjabol négy-négy
ois ait1] €S NEGY-NEZY ity sital

egyenes sugarzik ki, melyeken a
aiy 2i41 (7 €5 @ iy, 2i4a(7 pontokbol
négy-négy fekszik. Ezeknek az
egveneseknek szama 180, ugy,
hogy minden g sy, pontban
NEZY i, 2i 44| €5 minden ,iqq, 914G
pontban négy iy, gitel egyenes
metszi egvmast.

A negyvendl G-pont halaval

a lenli tizenot A-haromszog lizenot
oldalan (ekszik. melyeken az Y-
pontok is harmasaval rajla van-
nak; e haromszigoldalok mind-
egvike Lizenkél incidens l-egyenes-
nek tekinthetd.

18, Nehany, a configuratioval kapcsolatos involu-
tios helyzetii pontrol és sugarrol.

80. A configuratioban az elébbiekben ismertetett involutios pon-
tokon és sugarakon kiviil még mas involutios pontok és sugarak is rej-
lenek, melvek akkép szerkesztheték, hogy a configuratioban eléfordulo
négyszogek szégpontjait bizonvos ponlokhol projicidaljuk és a négy-
oldalak oldalait bizonyos egyenesekkel metszsziik. Ezek az involuliok
tobbnyire kozos larton harmasaval lépnek tel és vészben kozos ele-
mei vannak. Egyiittes lirgvalasuk kedvéért czélszertinek tarljuk
elére bocsatani a kivetkezo tétell :

»Ha ab, ed, xy; be, da, vz két involutios sornak kapesolt
elemei, akkor a ca, bd, zx elemparok is kapcsolt elemei egy invo-
lutionak, és a z, x, y elemekhez kapesolt elemek e harom involu-
tioban incidenseke.

Ugyanis a feltétel szerint

(achbx) A(bday), (hday) A (cadaz),
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ennélfogva (achx) A (cadz), azaz az ac, cd, zx elemek kapcsolt
elemei egy involutionak. Masrészt abbol, hogy

(acxz) AN(bdys), (acxz) A (dbx'y),
kovetkezik, hogy
(bdyz) A (dbx"y) A (bdyx),

vagyis z'=x", ¢s, hasonlo ulon kimulatva, z'=y".

Az abedxyz elemekel gy Lekinthetjiilk, mint egy négyoldal
oldalainak metszéponljail egy egyenessel, vagy mint velild sugarait egy
négysz0g szigponljainak, valamint atlosharomszoge szigpontjainak
egy pontbol. Ennélfogva:

»lgy altalanos helyzetii egyenes egy négyoldalnak és  atlos-
haromszogének oldalait hét ponthan metszi. A négy elsé melsz6-
pont haromszor bonthato két-két parra, melyek harom involutio
kapesolt  pontjainak tekinthetok. Kz involuliok mindegyikében a
harom utobbi melszépont koziil kettd kapesolt pontpar, és a kimaradt
harmadik ponthoz a harom kapesolt pont az egyenes involutiokban
incidens«.

kzL a segédlétell és dualis tételét fogjuk a kivetkezdkben al-
kalmazni.

81. A P Sreiner-pont Osszekold egyenesei

1.|| I.]11 ]111 P gl 1o 1
p!l I»'ll'l I-]l 1T (JI“_> 1 Gl’ 11
[’i'" P Pt ox gh gl 1

az
o, By, a," bt =A' B (14, 56) IV V' A, B,
ﬁ\_ﬂ, Yﬂ IJg”I Czll — B‘.’,n .I1I‘l'[l-l {].ﬁ‘ 52) \.__‘;\-"I, w HB Gs
ve a4y ¢ am =T Al (12, 45) BV V C, A,

négyoldalak szemben lekvo szogpontjaival egy-egy involutiot képez-

nek. A o ", o' ™ "\ Lhez kapesoll sugir az egyes involu-

tickbol ugyanegy sugar. '
Tovabba a p Caviev-egyenes az

Al Bl DAln "IZ;II, 32 1‘2 0B?'.'III OCQII, PS AB O(-:al I'JASI“

négyszogek szemben fekvo oldalait a
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Jpr pU RN »u, nr oy, 1
oL pmt Tl JhOLEs P 1S P
S Pt b1 1T ¥y,

pontparokban metszi, melyek egy-egy involutiol képeznek. Ezekben
az involutiokban a X% ™, X " XML 1 gugarakhoz kapesolt harom
sugar egybeesik.

Ennélfogva :

»Minden StemNer-pontbol hi- >Minden Cavieyv-egyenesen hi-
rom: Pascar-, egy Caviev- ¢s rom ,V-, egy STEINER- €8 harom
harom SteiNer-egyenes sugarzik Sarmon-pont fekszik. A négy elsd
ki. A négy elsd egvenes, piaron- pont pironként egyesitve harom
ként egyesilve, harom involutiot involutiot hataroz meg. — Kz
hataroz meg. — Ez involutick involutiok mindegyikében két
mindegyikében két SteiNer-egye- | Sarmon-pont kapesolt, és a ki-
nes kapesolt, és a kimaradt har- | maradt harmadik Satmon-pont-
madik Stemer-egyeneshez kap- hoz kapesoll harom sugar egy-
csolt harom sugir egybeesike. heesik <.

B2. A ™ M = Ip' a,"v a,v a,""] négyoldal é DU ™M =

Dys Dy, Dy, atlosharomszogének oldalai a o' ™ egyenest a P, A,,

Ay, Ay, Yy Y Y75 pontokban metszik. Tovibbda a V,™ 1 =
[P ALY ALY ALY négyszog és A™ ™ atlosharomszige szigpontjai-
nak osszekoto egyenesei a X' " opontlal a p oa, a, a; v, Vi Ve

cgyenesek.
Ennélfogva a:
PA Ay Ay Y Yy P&y g g Y1 ¥
P Ay Ay B Y ¥ p ay a5 Y6 ¥1e
PA A A Yy Y, P 4 a; iy Vss Y50

elemparok involutios alakzatok.
igy tehat :

Egy Stemner-egvenesen fekvi | sKgy  Sarmox-ponthol  kisu-
négy SteENEr-pont, paronként | garzo négy SreiNer-egyenes pa-
egyesilve, négy involutiot hati- l ronként egyesilve négy involu-
roz meg. Kz involutiok mind- tiol hataroz meg. Ez involu-
egyikében két Y-pont kapesolt,! ‘ tiok mindegyikében két y-egve-

! Veroxese, id. m. 37. old. XXV, és XXVIL. teorema,
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és a Striner-egyenes harmadik ] nes kapesolt, és a SaLmon-
Y-pontjahoz kapesolt ponijai az pontbol  kisugiarzé  harmadik
egyves involuticknak egybees- ‘ v-egyeneshez kapesoll sugarai

neke. az egyes involuticknak egybe-
esneke.

Ha ellenben ama ,v™ ™ 1(—..g5'0?dalnﬁk és D" " atlosharom-
szigének oldalait a w Caviev-egyvenessel metszszilk, valamint a V'
négyszog és A "™ atlosharomszogének szogpontjait a I SteiNer-
ponthol projicialjuk, akkor ama metszipontok és eme projicialo

sugarak
G ; i . g g : ¢ %
0 A | B § L SN | LN § AL A (A ] w
TR YR I % AR R Y p = Y
‘lll\']ll.\' II].‘.I Ii ﬂlll\' 01]\" 1.:‘1\' TE‘\ R]_VI p T;l\’ ﬂ\-’

involulios alakzalok. Ennéllogva

»>Minden  Caviev-egyenesen
hiarom , V-, egy Srener- és hi-
rom oV-pontl lekszik; ezek ko-
(il az elso négy paronként egye- ezek kozil az elsé hiarom pa-
sitve harom involutiot haliroz ronként egyesitve hirom invo-

| »>Minden StemNer-ponton ha-
|
|

meg. Ez involuliock mindegyi- J lutiot hatiroz meg. Ez invo-
|
|

rom v,, egy Caviey- és harom
Pascar-egyenes megy kereszliil ;

kében két ,V-pont kapesolt, és lutick mindegyikében két Pas-
a kimaradt harmadik ,V pont- car-egvenes kapesoll, és a ki-
hoz kapesolt  pontok egvbe- maradt harmadik Pascar-egye-
esneke, neshez kapcesolt egyenesek egy-
beesnek«. '
83. A p Cavrev-egyenes a
Bl l1] [;l“{ (:| H ‘[‘l A] Clr Al.ur A] BI. A
négyszigek szemben lekvd oldalait kovetkezd ponlparokban metsazi;
és a P Sreiner-pontbol a
By va D™ " vy o 0t @™ o By A, bt

négyoldalak szemben fekvo szigponljai a kivetkezd sugarparokkal
vetithetdk :

Prpm 3L m 3L n J[PT D" ot o5 I o, U 7 "
pmpr ¥m or 3o m Jfpu P Dpl Gl 1 gl T qu
propn oy, ooy, 1o P o' opY & M oM, T o p

melyek involutiés helyzetiiek.
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Ezérl:

sMinden CavrLey-egvenesen
harom Kirkman-, hirom Sav-
MON-, hdrom V- és egy STEINER-
pont fekszik. Két Kirkman-pont és
a két hozzarendelt Sarmon-pont
egy involuliot hataroz meg, mely-
ben a Sremer-ponthoz egy V,

»Minden StemEr-ponthdl ki-
sugarzik harom ,v-, harom Ster
NER-, hidrom ,v- és egy Caviev-
egyenes. Két v egyenes és a
hozza rendelt két SteiNeErR-egVe-
nes egy involutiot hataroz meg,
melyben a Caviev-egyeneshez

pont van kapcsolvac. egy ,v egyenes van kapcsolvac.

II. NEGY KULONOS PASCAL-HATSZOGROL.

Az elébbi [ejezethen laltuk volt, hogy egy allalinos Pascar-
halszog hatvan Pascar-egyenese és hatvan Kirkman-pontja mind
kiilonbozo. Lehet azonban oly Pascar-halszogeket is szerkesateniink,
melyeknek a Pascar-egyenesei és Kirkman-pontjai koziil tobben egye-
stilnek. Ugyanis, ha a Pascar-hatszog kordl irt kipszelelen a  hal-
szbg szogponljai egy-, kél-, harom- vagy négylélekép képeznek invo-
lutiot, akkor ezekben az eselekben megleleldleg egyszer négy, kélszer
négy, haromszor négy és egyszer harom, végre haromszor négy és
egyszer hal Pascav-egyenes és ugyanannyi Kimkmax-pont egy-egy
egyenesben, illetve pontban egyesiil, a mint azt a kovelkezikbél
be fogjuk lathatni.

1. Oly Pascal-hatszégrol, melynek szogpontjai
involutiot képeznek.

1. Egy kupszeleten felvesziink harom ponlpart, az 12, 36,
b 4-et, melyek involutiot képeznek; e pontok egy kiilénds Pascar-hat-
szognek 12345 6-nak szogpontjai, melynek négy Kirkman-pontja az
involutio-kozéppontba, T=(12, 36, H4)be és négy Pascar-egvenese
a 1t involulio-tengelybe keriil.

Megtartvan az altalinos Pascav-balszoghoz haszndlt jelolést,
az |. és [lI. tablazatbol azonnal kitiinik, mert a T-nek polarisa a t-
egyenes, hogy ’

t513[ 153“ Ta”l T,:\’I." rl‘EAosl Ba“ 1‘3111 lI\'I;
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tovabba, hogy a b,'c,' e, a;" ag"™ by™ p' p* p™ ag¥ byV ¢,V Pascar-
egyenesek a T-ponton mennek kereszliil és a
].';‘{l c;}l Cg” A‘ll Aa"l J“S'III ]l! l.ﬂ] I)I]I AS\’I Bs\’l Csvl

Kirkman pontok a t-egyenesen fekiisznek.

A 2316, 4635 négyszogeknek szemben fekvs oldalpérjai
23, 16; 46, 35 harmonicusan vannak e'vilasztva a T-16] s a 1-t6l,
s ugyanigy ezeknek (23, 46) (16, 35) metszGponijai, valamint e
pontokat az A;Y' ponthol projitialo «,*" a,"" egyenesek is.

Hasonlo uton bizonyithalo be, hogy a t-egyenes

B,V GV P PR pu B G G A A By (86, 46) (15, 24)
(13, 62) (34, h6) (14, 2b) (16, 32) 11 A; B, Iy
pontjaibol kisugarzo
B B, Y Y ot ey, [31” B ™ ™ e ¢y by by,
ﬂlu 3._.“, (-,’Il 02111 h]!n ]_-sz‘ arlll usm, ﬂll\r ag\'1 bll\’ b2\" C,w sz’
@™ oV, BV BY, R oY w owY, ™ o, B B 'Y 1Y
egvenesparok harmonicusan vannak elvialasziva a T-t6l ¢ a t-tél.

Ml.lllllﬂgy arz Alw ) sz\r'l T-z“]s A}'\-’l:”j]\v] ,r,l\u} ¢és a ﬁl\'I (32\“‘
Y 1Y egvenesparok harmonicusan vannak elvilasztva a T- és t-16l,
azeért az A" A,Y' ponlpar és, hasonlo tlon bebizonyitva, mind az
elébbi Pascav-egyenesparokhoz rendelt Kirkman-poniparok harmo-
nicusan lesznek elvilasziva a T- és 1-14l.

2. A Stener-ponlok és Caviev-egyenesek helyzele szinlén egy-
szeriibbé lesz.

Ugyanis P A, B, C,=T, payb,¢,=t, TA; B, Iy pontok a t-
egvenesen fekiisznek, és a mwa, 3, v, egyenesek a 'Iponton mennek
keresztiil. Minthogy a 'I'- és (=16l harmonicusan elvalasztott a,™ a,",
a,"™ a,"™ és oV o', oV a,"" egyenespirok egymast az A, A,,
A, A, pontparokban metszik, e ponlparok és hasonlokép B, By, . ..
a, a,, b, by, . . .pont- és egyenespirok harmonicusan vannak

151

elvilasztva T- és t-t6l.

A Sreiner-egyenesek koziil hat a T-pontbol sugarzik ki és invo-
lutiot képez, négy para II A, B, Iy pontokbol sugarzik ki s a T- és t-t6l
harmonicusan van elvalasztva, végre egy a 1 egyeneshen fekszik.
Ugvanez mondhalo, a valtoztatandok megvaltoztatasival, a SaLmon-
pontokrol.
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3. Nézziik most, mikép viselkednek a [Vv]; ;[Vv] configura-
tiock pontjai és egyenesei a T és t irdnyaban.

Az dllalinos Pascav-hatszogrél laltuk, hogy egy telszéleges
[Vv] configuratiohoz tartozé és barmily felsé mutatoval ellatott

‘pay b, ¢; egyenesek meglelelGleg a P A, B, Cy Sremner-pontokon men-

nek keresztil, melyek jelenleg a T-ben egvestlnek. Ezek az dsszes
egyenesek tehat jelenleg a T-ponton mennek keresztil. Amde
ama configurationak b,"" ¢,¥, b," ¢f, ¢ a,", a,"" by'"' egyenes-
parjai egymast annak IIV' A, B," I, pontjaiban metszik ; ennél-
fogva minden [Vv] configurationak 1V A,* B;" I';"" pontjai a T-ben
vannak.

Tovabba a configurationak barmily fels6 mutatoval ellatott
P A, B; C; pontjai megfeleldleg a (-vel egybeesé p ag by ¢ Caviey-
egyeneseken fekiisznek, s mert a B,V C,¥', By* CF, Gy AY, A" B,™
pontparoknak osszekiold egyenesei a conﬁgurali(mak R S S
egyenesei, azért ezek az egyenesek a t-vel Gsszeesnek.

Az AL A, B, By, G, C,, A, A,, B, B,, I'| T, Stemxer-pont-
parok harmonicusan lévén elvalasziva a T- és (-16], a tekintetbe velt
configarationak‘a. ¥ 8,15 a "R bi¥hs b h W e tietiE et
RII %I‘ al\'l \rI ﬁll B]I 3\"1 3\1, Y 11T .rglll’ T1\FI Ti!"l egyenes_
parjai, melyek ama pontparokat a configuralionak a l-egyenesen
fekvd Cg“ Bsm Cy! Aam ]_:;31 Asm 1 Asw Pu ”3\'1 i Cs\’l pont-
jaibol projicialjak, szintén harmonicusan vannak elvalasziva a
T- és t-6l.

A j-dik configurationak, akar [Vv]; akar ;[Vv|-nek, a,"" a,¥
egyenesel a (ji4,)-dik vagy (j—)-dik configuratio B;" ;™ egyenesei-
nek Gy vagy (i metszopontjin mennek kereszlil s, mert ez utobbi
egyenesek a t-ben egyesiltek, azért valamennyi configurationak
a,"v a," egyenesparjai és, hasonlokép kovetkeztetve, b,"V h,Y, ¢,V ¢,Y,
oY o, B B, 1V vV egyenesparjai egymast a t-ben metszik.
Amde e hat egyenespar az elébb felirt hat SrriNer-pontpart proji-
cidlja ; ennélfogva a hal egyenespar is harmonicusan van elvalasziva
a T- és t-tol

Eddig egy letszileges configurationak tizennyolez egyenes-
parjarol mutattuk ki, hogy a T-és(-L6l harmonicusan vannak elvalasztva.
De ha ezeknek az egyvenesparoknak megjelolésére szolgalo kis belii-
ket nagy betiikkel eseréljiik fel, akkor az igy szirmazotl lizennyolez
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pontparrol ugvanazon oz uton kimutathato, hogy azok a 'I'- és {-161 har-
monicusan vannak elvilasztva. s ha e pontparokbol az A, A,Y,
A ALY B RBY, G GY-6t a tegvenes T Ay By I'y pontjaibol pro-
jicialjuk, akkor a projicialo egyenesek =V wY, o'V eV, B,V B,Y,
"V .Y, valamint az ezekhez rendelt " IIY, . . . pontparok, szin-
tén harmonicusan lesznek elvilasztva a T és (-Ldl,

Fzzel kimutaltuk. hogy egv telszés szerinti |Vv| confliguralio
cgyenesei ¢s pontjai akkep viselkednek a T- és L iranyaban, mint
a|Vy[, configuralionak azokhoz rendell Pascar-egvenesei és Kirkman-
pontjai. Ki mondhatjuk tehal, hogy:

Ha egy VPascar-hatlszig szigponijal involutiot képeznek
a rajiuk keresztiil mend kiupszeleten a T invelutio-kézép-
pontra és a t involutio-tengelvre, akkor ¢ hatszdgnek négy
Kivkman-pontja és négy azokhoz rendell Pascar-cgyenese a
T- illetve t-ben egvesiil. Tizenkét Pascar-egyenes a T-ponton
megy keresztiil és az ezekhez rendelt Kivkman-pont a t-egye-
nesen lekszik; végre a tobbi huszonkdél par Pascar egyenes
ds Kirrnan-giont a 1- és -t6l harmonicusan van clvilasztva.

Ugyanigy viselkednek az dsszes [Vvf; i/ Vv configura
tidknak pontjai és egyenesei a 1- és a t irdanyvaban.

A SrveiNer-pontok kozitll néev a T-ben van és azoknalk
ellenpontja a t-n fekszik: a Caviev-egyenesek kozill négy a
t-ben fekszik és azoknak ellenegvenese a T-n megy keresz
til: a t6bbi négy piar Svazee-pont és Caviev-egyenes a 1- és
I-t61 harmonicusan van elvilasztva.

A Sreiner egyenesekbdl] és Saimon-pontokbdl egy a t-ben,
illetve T-hen van: hat a T-hol sugdrzik ki, illetve a t-n
lelkszik és involntiol képez; végre négy par STEINER-egyenes
és Satvon-pont a T- és t-tol harmonicusan van elvalasziva.

2. Oly Pascal-hatszogrél, melynek szogpontjai
kétfélekép képeznek involutiot.

1. BEgy kipszeleten felvesziink egy pontpart, 1 2-t, és szerkesz-
link azon oly két pontpart, 35, 4 6-ot, mely az 12-t harmonicusan
elvilasztja. Az 123456 hatszog egy killonos Pascav-halszog lesz,

Orv.-term.-tud. Ertesitd, 1897. 15
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melynek négy Kirrkman-pontja és négv Pascavr-egyenese kétszer egyesiil
egy-egy pontta, illetve egyenessé.
A 3456 négyszig atlosharomsziogének, tehat a kipszelet egvik
poléris haromszogének szogpontjail és oldalait kovetkezokép jeldljiik :
T=(84, 56), T,=(36, b4), U,=(35, 46),
; t=T,0,, t,=U,T, u,=TT,.
Minthogy a szerkesztés kovetkeztében a 35, 46 ponlparok az
12t harmonicusan valasztjak el,
u,=12, T=(19 36,84) i=12,34%,59)
tehat az 11, 22, 35, 46; 12, 36, b4; 12, 34, b6 pontparok
involutiot képeznek, melynek involutio kézéppontja illetéleg tengelye
LU o S el R B .
Ebbol, tekintettel az el6bbi §-ra, kivetkezik, hogy a ="' a,*
Bs™ 1™, Pt a," ayY a;Y' Pascar-egyenesek .a t, ti-gvel és a
™ A, B, I)™, PP ALY AY AV Kirkman-pontok a T, T -gyel egye-
stilnek ; tovabba, hogy a b;® ¢,* ¢, a;" a;™" b,™ p™ p™ b,¥' ¢,V
és az & " o o o oY T Y o' o' Pascar-egyenesek a
T, illetve T, ponton mennek keresztiil, holott a By' C," Gy Ag™ A™
].ss‘]ﬂ l')l'.[ ])Tl'.l le"l Cs\"I és az AIVI Az\"l A‘EIY A\‘l“‘ Al\' ASV [[l\’ I—IV
A A.z‘ KIRKMA\I*])O]‘!lOk a t, illetve t; egyenesen vannak; végre az
@]\I ig\r‘.{ ‘I Tg\’[‘ mg‘ agl, jj]ll [.j 11 lll .r IH, (:I] Cg],
b]l ‘h.z1 a] ai‘ll? c1l| (_._2'[1, b_lrll ])glﬂ" al'lll i I1| h LV }) : (, v (: \'

ug]" m}\" ]jﬁl\‘ i‘il\', Yﬁ“’ T]“‘ 1\" 7:\" asj‘- 3 5 J |\ [3 |‘ q\

és a by’ ¢, b’ ¢y by’ ¢ b o 3“ ;N ‘31"1 ba‘ Ca's ij?.u Tzws
BW AR T‘awv [isw '{s Livg s ABe ¥y By T R
aa ‘ 1!1 b 111 : bslll e pII p'[" .31! bs[lt‘ a].lr a]]!l, ag‘“ aﬂlﬂ

eggenesparok harmonicusan vannak elvalasztva a T, t, illetve Ty,
t,-t6l. Ugyanez mondhaté amaz egyenespiarokhoz rendelt Kirkman-
pontokrol is.

Az U, u,-t6l ]1armonicuqan vannak elvalasztva : a T-bol kisu-
EATZONDCICa e Gt dy s bt Gy s neess e (b 6] kisu-
garZoR TS, e o, a"g oc,‘, B oaL, A Vﬂlammt g hetiost,
bgl 8111 aln as511:1 a1ln uglt, h]m CZ“, heux L,11:’ blw '32 3 hgv 1w,
B\’I Vl VI Y]VI) i'jal\' .‘,3\1"‘ i’js‘\? TS“P'J {jgl\" .1,1\'1 i'j\r'l Y‘A“’) }3]1[ YEHI‘}
i 1’" eg'_venesparok, valamint az ezekhez rendelt Kirkman-
pontparok. Ugyanis pl. ez utobbi csoport elsd két egyenesparja



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 219

azért van harmonicusan elvalasztva U, u,-t6l, mert a télik meg-
hatarozolt négyoldal atlosharomszoge T'T, U,.
2. A Sreiver-pontok és Caviev-egyenesek helyzete a kivetkez6:

PA; B, G=T, IIA A, A;=T,; BTy a t-n, A, A, a t-en fekszik;
pagby cs=t, ma o=t B1; a T-n, a, a, a Ty-en megy keresztiil.

Az A, Ay, By B,, G, C,, B, B,, Iy T, pontparok és az a, ay, .
egyenesparok T- és -6,

a BT, BT, B Iy B,C,, B,C, 'pontparok s a B, .
ogyeneqparok T,- és t;-tol,

823805, BiiCosi Bar Gt Berlgs By g e Bl pomp‘irok 65 8% 8y Ay, . . .
eg;enespdrol\ LT - és u,-tél
vannak harmonicusan elvalasztva.
Ennélfogva

A B, G ] a, b, ¢ l 3 B, B, B, 1. B B B

1
A, B, G, J a, b, ¢ j , I I, I, [ Ti Te Ys
haromszogparok a T- és t-re, illetve T,- és t,-re,
s Ay B, G ‘i a; by ¢ } B:i B, B, ) Bs B Ba
A, Cy B, | 8y ¢ by [’ LT Ta glaihi
héromszogparok az U,- és u,-re
vonatkozolag perspectiviasak.

A tt, n, egyenesek Steiner-egyenesek és a TT, U, pontok.
SaLvon-pontok ; a T, T,-b6l kisugarzo SreiNer-egyenesek és a f,
t;-en fekvd Sarmon-pontok kétszeresen képeznek involutiot.

3. Az el6bbi §. szerint a [Vv]; ;[Vv] configuraticknak visel-
kedése a Tt és T,t, iranyaban megegyezik a [Vv], configuratio
viselkedésével. Jelenleg tehdt csak azl kell megvizsgilnunk, hogy a
[Vv], configurationak az U, u,-t6l harmonicusan elvalasztott pontjai-
hoz és egveneseihez rendelt pontok és egyenmesek a [Vv]; j[Vv]
configuratioban szintén harmonicusan vannak-e elvdlasztva az U,-
€s u,-t6l,

Egy tetszés szerinti [Vv] configurationak az a tizenhat egyenes-
parja (és az azokhoz rendelt pontparja), melyet a 2. pont végén
felirtunk, azért lesz harmonicusan elvalasztva az U, u,-t6l, mert

az egymasra kovetkezo parok oly négyoldainak oldalai, melynek
15*

az

i’

— et
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atlosharomszoge a T T; U;. A configurationak tébbi kétszer 6t egye-
nesparja, mely a [Vv], configuralionak az U,- és u,-t6] harmonicusan
elvalasztott egyenesparjaihoz van rendelve, azért van az U,- és u,-t6l
harmonicusan elvalasztva, mert mindig olyan pontparjat projicialja
a configurationak a T vagy T, pontbdl, a melyr6l mar tudjuk,
hogy az U,-és u,-t6] harmonicusan van elvilasztva. Igy a configura-
tionak b,' ¢,* vagy p™ p™ egvenesparjai az U,- és u,-t6l harmonicusan
elvalasztott C,'B,", B," L™ pontparjait projicialjak a T-pontbol.
Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio ép
ugy viselkedik az U, u, irant, mint a [Vv], configuratio.
Osszefoglalva fejtegetésiink eredményét, kimondhatjuk, hogy
Ha egy Pascav-hatszignek szogpontjai kétszeresen keé-
peznek involutiot a rajtuk keresztiil mend kupszeleten a
T és a T, involutio-kézéppontra és a t és t, tengelyre, akkor e
hatszégnek négy-négy Kirkman-pontja a T-vel és a T\-gyel, és
négy-négy azokhoz rendelt Pascai-egyenése a t-vel és t,-gyel
egyestil. Ezeken kiviil dt-0t par Pascavi-egyenes a 1 és a T,
ponton megy keresztiil és az azokhoz rendelt Kirkman-pont-
parok a t és a t, egyenesen fekiisznek. Mindezek az egye-
nes- és pontparok és a még hitra levd tizenhat egyvenes-
és pontpar. az U,=(tt)-t6l s az u,=|T T, |-tdl harmonicu-
san van elvilasztva.
Ugyanigy viselkednek e hatsziggel kapcsolatos [Vv];,
il Vv] configuraticknak pontjai és egyenesei a Tt s a Tt
iranyaban.

A Sreiser-pontok kéziil A Caviev-egyenesekbil

négy-négy a T, Ti-ben, egy- négy-négy a t, t-ben van,
egy par a t, ti-en van és az egy-egy para T, T,-en megy
U,, u-tol, a hatralevé négy keresztil és az U, u-t6l,
parpediga T, t; T, t, ésaz | a hatralevd négy par pedig
U,, a,-tél harmonicusan van & bt Tnitaedsiaz U it
elvalasztva. Az utobbi tizen- tdl harmonicusan van elvé-
két SteNer-pont tehat két lasztva. Kz utobbi tizenkét
haromszogparnak szogpont- Caviev-egyenes tehat két hé-
ja,melyek a TésazU,,illetve = | romszogpdrnak oldala, me-
a T, és az U, collineatio-ko- Iyek a T és az U, illetve a

zéppontokra és a t és az u,, | T, és az U, collineatio-
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illetve t, és az wu, colli- kozéppontokra és a t és az
neatio-tengelyekre vonatko- u,, illetve a t, és az u, col-
z6lag perspectivasak. | lineatio- tengelyekre vonat-
A Srriver-egyveneselk  ko- kozdlag perspectivisalk.

ziil hat-hat a 1- és T1\-bdl A Sawvon-pontok kdziil
sugarzik ki és involutidt hat-hat a t és t-en fekszik
képez, ezeken kiviil még két- és Involntict képez, ezeken
kéipara 1-és t-tol és ngyan- kiviil még két-két para T- és
annyi a 1)- és t,-t61 harmoni- t-t0l és a 13- és t-tol harmo-
cusan van elvilasztva. A nicusan van elvilasztva.
L t,u, egy-egy STEINER-EZYVC- A 1.7, U, egy-egy SALMON-
nes. | pont.

3. Oly Pascal-hatszogrdél, melynek szogpontjai
haromfélekép képeznek inveolutiot,

1. Egy kupszeleten felvesziink harom pontot, az 135-6t, és
megszerkesztjiik azt a 1 egyenesl, melyben az 135 pont erintdi
megleleléleg a 35, 51, 13 egyeneseket metszik ; a t egvenes tetszés
szerinti 1 ponljabol az 135 ponlokal a kupszeletre projicialjuk
246-ba. Az 123456 hatszég egy killonos Pascar-hatszog lesz,

melynek bizonyos Pascar-egyenesei coincidalnak (3. dbra).
' A 415633, 123654 egyszerii Pascar-hatszogek Pascar-
egyenesei a t egyenesen fekiisznek, mert az elsG hatszig Pascar-
egyenesének t-vel kél kizos pontja van és az még a Ty=(14, 36)
ponton is keresztiil megy: a masodik hatszog Pascar-egvenese pedig
a T, T, pontot koti ossze. A Ty;=(23, 45) pont tehat a tf-egye-
nesen fekszik.

Ugyanigy a 613455, 163452 és a 253411, 143256
Pascavr-hatszogek Pascar-egyenesei is a t= | T, T, Ty | egyenesen
fekiisznek, tehat

T,=(12, 34, 56), T,=(14, 36, 52), T;=(16, 32, 54).

Ebbol kivetkezik, hogy az 12, 34, 56; 14, 36, 52; 16,
32, 54 pontparok a kiipszeleten involutiot képeznek, melynek invo-
lutios kozéppontja Ty, Ty, Ty, tengelve pedig t,, 1,5, t;; tovabba, hogy
az 135, 246; 130, 462; 135, 624 haromszogek a T,, T,
Ty, collineatio-kdzéppontra és a t,, ty, ty tengelyre vonatkozolag per-
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spectiviasak ;1 végre, hogy a I 1 egyenesek és a T; T pontok a
t, te-tol harmonicusan vannak elvalasziva.
Az 123456 teljes halszog Pascar-egyenesei koziil

VY ¥i=t, a,™ 8, 2,V pi=t,, b,V b, ¥ b,V pT=t,, Clwcﬂv(‘.sw pH=ty;

az aaj, pj «(3 Pascar-egyenesek rendre a Ty, Ty, Ty ponton mennek
keresztiil, a/,A B], I} Kirrman-pontok pedig a t,, t, t, egyeneseken
fekiisznek ; végre a II'™V IIV IIV', A,™ A,V A,V P, B,WY H VB, YT PY,
Cy™V CY CY P Kirkvan-pontok rendre a T=(t; t, 1), Tay Ty
pontokkal coincidilnak.

Minthogy az 123456 pont haromszorosan involutios helyzetii
a 'y, kozéppontra és a t; tengelyre vonatkozolag, a kivetkezd Pascar-
egyenesparok

i agsy, bt e, b e, B y™, BN, B 1Y BT ™ a Ty, ti-tol,
]im hi, o Eli", Cil aim, Tim aiI‘ Tiw ilv .(,v a_v .(iw oV a T“ t —Ujl
ci] Ci”) ailll bil"-p ajl'[ bi', aii [3i"1 11\' li I\’ %; v fd V \I ﬁ\'l ‘“ L‘ tl]l
valamint az ezekhez rendelt Kikkmax-pontok harmonicusan vannak
elvilasztiva.

Ezzel megallapitottuk az oOsszes Pascar-egyenesek ¢s Kikkmax-
pontok kiilonos helyzetét a T, Ty Ty 1, 1, ty alakzal ivanyaban és attér-
hetiink a Srtener-pontok és egyenesek, valamint a Caviev-egyenesek
és Sarmon-pontok képezte Hesse-configuratiokra.

2. A Stemer-pontokbol ¢s Caveev-egvenesekbdl a 1L a t-n
fekszik, a = a T-n megy keresztil, de mindkelté hatarozatlan ;

t s Ha két hiromszog hiromfélekép perspectivis helyzetit és a hozzd tar-
tozd collineativ-kizéppontok cgy egyevesen fekiisznek, akkor a hdromszigek
szogpontjai egy kipszeletnek pontjaic.

Ugyanis, ha az

M, M, M,) M, M, M,) M, M, M)
N, N, N, f N, Ny N, § Ny Ny N, j

perspectivis hiromszogek colliveatio-kdzéppontjai O,, O,, Oy, akkor és ecsak
akkor lesz az M, N, M, N; M; N, hatszig Pascar-hatszig, ha a szemben fekv
oldalainak metszdpontjai

(M, N,, N, M))=0,, (N, M,, M; N;})=0,, (M; N;, Ny M,)=0,
egy egyenesen fekiisznek.
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P=T, A, As 4;=T,, B, B; B;=T,, I, I, I, =T,,
p=t, oy o =L By B =t 1a T Ta

=155

az A, A, Ay, B, By By, G Gy G pontok rendre a t,, t,, t; egye-
neseken flekiisznek és az a, a, ag, b, by by, ¢, ¢, ¢; egyenesek meg-
feleldleg a 'T,, T, Ty pontokon mennek keresziiil.

Ama haromszogeknek oldalai és a t; egyenesek ecgyszeres, a
I pedig hiaromszoros Striner-egyenesek ; ugvanigy a kovelkezé harom
hiromszog szogpontjai és a 15 pontok egyszeres, a T pedig harom-
S70ros SatMoxn-pontok.

Az altalinos Pascar-hatszighen a két Hesse-configuratio harom,
ugvanarra a kizéppontra, de kiilinhozd tengelyre, illetve ugyanarra
i tengelyre, de kiilénbozé kozéppontokra perspectivis haromszig;
a jelen hatszéghen azonban mindkét Hesse-configuratio harom-harom,
ugvanarra o kozéppontra ¢és ugyanarra a lengelyre perspeclivis
haromszoghal all.

3. Lattuk a két el6bbi § ban, hogy a [Vv[; j|Vv] configuratiok
ponljai és egvencsei az involulio-kozéppontok és tengelyek iranyiaban
akkép viselkednek, mint a |Vv], configuratio pontjai és egyenesei;
enncllogva ez a jelen hatszigben is ugvanigy lesz. Ezértl:

Ha egv kupszeleten hat pontot vesziink fel, melyek ha-
romfélekép képeznek involutiot a 1, T, T, kozéppontokra és a
t, t, 1, tengelvekre, mely kizéppontok és tengelvek tehat egy
t-egvenesen [ekiisznek, illetve egy T-ponton mennek keresz-
titl, akkor ama hat pont oly Vascav-hatlszdgnek szogpontja,
melvnek négyv-négy Kiekmax-pontja a 1y, 1., 1y-mal és hiarom
Kirkman- pontja a T-vel egyestil és négy-négy Pascar-egyenese
a t, b, ty-mal és hirom Vascar-cgvenese a t-vel egyesil.
T'izennyolczpéiar Kiekmax-pont ds ugvanannyi Pascan-egyenes
a 1 t-tdl harmonicusan van elvilasztva. Ugvanigy visel-
kednek a tobbi [Vv], ;/Vv/ configuratick is a 1 t alakzat
irdnyiban.

A Sreiser-pontok kozil egy hatirozatian, ennek ellenpont-
Ja a T-vel, hiarom-harom Svewer-pont a 1y, Ty, T, mal egyestl;
ez utébbiaknak cllenpontjai hirom perspectivis héromszog-
nek szogpontjai, melyeknek megfelelo oldalai és szogpontjai
a 1) pontokon mennek keresztiil, illetve a 1 egyeneseken
tekiisznek.



224 DR, KLUG LIPOT

A Caviev-egyvenesek koziil egy hatirozatlan, ennek ellen-
egyenese a t-vel, hiarom-hiarom Caviev-cgyenes a t,,t,, t,-mal
egvesiil; ez utobbiaknalk elleregyenesei hirom perspectivis
haromszégnek oldalai, melyeknek megfeleld oldalai és szég-
pontjai a Ty pontokon mennek keresztiil, illetve a 1 egye-
nescken fekisznek.

4, Oly Pascal-hatszogrdl, melynek szogpontjai
neégyfélekép képeznek involutiot.

1. Az imént targyalt két hatszighben a kipszeleten oly hat
pontot vettiink fel, melyek az elsdben kétszeresen, a misodikban
haromszorosan képeztek involutiol. K ket esetet azonban egvesiteni
is lehet, azaz: lehet a kupszeleten oly hat pontot felvenni, melyek
négyszeresen képeznek involutiol. Ily hat pont egv kiilonos Pascar-
hatsziognek sziogpontja, mely az elébbi két hatsziognek kiilonleges
tulajdonsigait egyesiti. B halsz0g a kivetkezdkép szerkesztheld :

Egy kupszelelen felvesziink harom pontol, 135-0t; ezeknek
érintéi a 35, b1, 13 egveneseket az U, Uy, U, pontokban metszik,
melyek egy t-egyenesen fekiisznek. Az 1, 3, b ponloknak projectioi
a t-egvenesnek abbol a T, pontjabol, mely az U-et az U,, U,-t6l
harmonicusan elvalasztja, 2, 4, 6; az 123456 halszig mar a
keresett.

Ugvanis az U, Uy, U, T, ponlparok harmonicusan lévén elva-
lasztva, az U, polarisa T, 12=u,, és a 35, 46 pontparok harmo-
nicusan vannak elvilasziva az 12-16l; a 46 egyenes az U, ponlon
megy keresztiil ésaz (12, 36)="T pont a t-nek polusa. Ebbél kovet-
kez6leg a 24, 36 egyenesck az U,, U, ponton mennek kereszliil,
az 14, 2b, 36 és az 16, 25, 45 egyenesek egymast a l-nek T,,
T, pontjaban metszik Osszefoglalva,

T=(12, 36, 45), T,=(12, 84, 56), Ty=(14, 36, 52),
T,=(16, 32, 54)

és az U, U, U, T, T, Ty T pontok polarisai a

19=T Te=u,, 836=1,;T=n, b4=T T=y;, U;T=k, T;T=t,
Ua rl1=ts1 [1'1 []3 IJB 'J_‘] r_[‘g 'j.‘szt.
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Ebbél kivetkezik: 1.) az 12, 36, b4; 12, 34, 56; 14, 36,
D2: 16,52,5 4 pontpirok a kapszelelen involuliot képeznek, melynek
kozéppontja, illetéleg tengelve T, Lz Ty o Tty Ty ty s 25a™T, U,
Ty U To Wt Ty Uy Ty Ty Te Uss T Uy Ty Wy T Ty 0y 1,5
T, U, T, 1, pontpiarok, mint amazoknak projectioi a 2 ponthal.
involutiot képeznek a t egvenesen; 3.) az 11, 22, 53, 46; 33, 66,
15, 24; 55, 44, 81. 62 pontpirok a kipszeleten és a T, T,,
Uy Uy, To Ty, U, Uy Ty Ty Uy Uy, T, Ty, U Gs; Ty Ty, U, Us,
Ty Ty, Uy Uy pontpiarok a t egvenesen involutiol képeznek, tehat 4.)
nemcsak a T, U,, U, U, pontpirok vannak harmonicusan elvalasztva,
hanem altalaban a T; U;, pontpar harmonicusan vilaszlja el az
U;j Uk, Ty Ty pontparokat; végre b.) az

135 | 135 |\ 135 ) 135 \
264 | 246 | P62 | 624 |

hiaromszogparok perspectivasak a T, t: Ty 0 T, o Ty, ty colli-
neatio-kozéppontokra és lengelvekre vonatkozolag.
Az 123456 Pascar-halszigre nézve pedig azl latjuk, hogy a

Pascar-egyenesek koziil

.:El\" T:V ?:\'I aal [j;{” .\I,:‘lll L pl all\‘ aﬂ\' aﬂ\"l = I-je
P B b byM=t, p™ & &Y 6=ty

az ag', byl, ¢l egvenesek a T-n, az «, 5. 7; egvenesek pedig a T,
T,, T, ponton mennek keresztil ; a Kirgmax-pontok kozil

lll\" ]]’\" ]l\’l A_-il B;;-” i\;llll I'l“ l)l A]]\’ AEV Aa\'[ == rr11

I r ; r IV v L6
P B BY BTy, PG G G =T,

az A, Byi, G pontok a t-n, az Aj, Bj, Ij pontek pedig a t, 1,
L, egyeneseken fekiisznek.

A T pontbol kisugarzo a,* by ¢;' egyenesek haromszor ké-
peznek involutiol, mégpedig a: by’ ¢, ag™ ag"™, ¢ by™ ;¢ agh,
by™ bt a,™ ¢f; a," b, ¢! ¢7, bs’ 8, parok, melyeknek kett6s-
sugarai t, u,, t, u,, t, u,; ugyanigy kepeznek az ezekhez rendelt
Kikkman-pontok is egy-egy involutiot a tegyenesen, a T; U; kettds-
pontokkal. .

Hasonlokép involutiot képeznek a T; pontokbol kisugarzo:
“11 a.al, alvl %VI, ‘xl\«' mn" “aw {xa\'; plll 15211’ iﬂl\'l ﬁg“, ﬁlv ﬁg)‘iv,
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1331\’ B3V; T]lu .(21“1 Y] VI Tz\'l’ .‘,lv Yg‘v, .ral\' TBV PASCAL-Bg}’B[‘I@SOk,
melyeknek keftds sugarai t u, t u,, t u, 6és az ezekhez rendell
Kirgman-pontok a t egyeneseken, a 'I' Ul; keltéspontokkal.

A toegvenes Cg' B,U A" G B AM pontjaibol  kisugirzo
b,' b ¢ et oM e", at a a,™ a,™, b,™ h,'" egyenespirok és
a I ponton keresztiilmend ¢,' b," a,™ ¢," b,"™ a,"" egyeneseken a
B B G Gl G G A AN, A™ A B B,™M pontparok
harmonicusan vannak elvalasztva a T, t-16l.

A kivetkezo sorokban felirt egvenesparok harmonicusan van-
nak elvalasztva az U, u,, illetve U,, u, és U,, u,-tol

])II (.2]‘ CII hg.l? ;]1]i aﬂ]u, {lTIII aelr, I,)t"'[. (.‘-"”1 ]]2]” (,1I|: l_-J]l'\"[ Y‘z\"
QYI VI RQIV .V QY 1V RIV .,V RV . IV RIl, I (310, II.
A CRATI - A A A TR P A R CRAN - el e L
11 11 - 11 It h 111 bl hi I 11I a1 o III . 1 1Ir VI Vi
G Ay, Goa s, by 2. Dt D™, G @, G 8 T
o VI ., V1 wo,, v VoV LIV LV o, ¥ IV ., 1T T nr o, 1.
o % s Yo %y s % s Yoo % i % s T %y Yoo O

BIII'[ hzll]’ aclll h]lll‘ (—:Il (-I'_’”: (.:I (_f]“. 111” hz[. ilzl! bll: al\-'l jil\’l,
v

kl

5

Vi 3 VI 1w o Vv Y = v Ll Yy @ 1v I @ 1O 1 1.
o Pyt o Ba's o5 [a, ol Pityoey Pat, oy Po, o By

és ezeknek az egyenesparoknak melszopontjai, a mint azok egy-
masra kovetkeznek, harmonicusan vannak elvalasziva a ‘|- és [-L6l.
Ugyanez mondhato, a valtoztalandok megvilloztatasaval, a megleleld
Kirkman-pontparokrol is.

2. A szoban levi hatszig Sreiner-pontjai és Caviev-egyenesei
koziil I1 és = hatarozatlan a t-n, illetve a 'I' koril;

PA B C=T, A A, A, =T, B,B, B, =T, I} I, I, =TT,
paghy =1 ayma=t, b b=l nTr=L;

a Lobbi SteiNver-pontés Caviey-cgyenes két haromszogparnak A, 13, (G,
A, By Gy 5 a; by ¢y, a, by cy-nek szigponlja és oldala, melyek a T, t;
J;, u; collineatio-kdzéppontokra és tengelvekre, tehat négyszeresen
perspectivisak.

Ez utobbi allitisunk igazolasara csak ki kell mutatnunk, hogy
az A, B, G, A, B, G, A B, €, A, (& B, haromszogparok szog-
pontjai a ‘I', t. illetve az U, u,-tél harmonicusan vannak elvilasztva.
De a T, t-t6l harmonicusan elvalasztott a,™ a,", b,™ b,"., ¢! ¢’
egyenesparok a t,=a," a,, illetve t,=b,"Y bV, t,=c,"Y ¢, egye-
neseket az A, A,, B, B,. C, C, pontparokban melszik ; és az U;-és
u,-t6l harmonicusan elvilasztott a,"™ a,", b;' ¢’ ¢,* bh," egvenes-
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parok koziil az elsé a 1, et az A, A,-ben, a masodik és harmadik
pedig az U,-és u,-161 harmonicusan elvilasztott 1, t, t, 1, egyenes-
part a B, C,, C, B, pontpirokban metszi.

A Sreiver-egyenesek ¢s Savvon-pontok koziil a t és T egy
hiaromszoros. a t;. uj és a 1. U; egy-egy egyszeres; vegre az A, B, ()
A, B, C, haromszogeknek oldalai és az a, b, ¢, a, b, ¢, harom-
szigeknek szigponljai egyszeres SreiNer-egyenesek, illelve Sarmon-
pontok.

3. Hitra volna még a |Vv]; és ;| Vv] conliguratiok helyzelének
megvizsgalasa a szilard T T; t t; alakzat irdnyaban. Amde, mint
mar emlilettiik, e Pascar-hatszog az elobb targyalt két Pascar-
hatszignek kiillonds esete, tgy, hogy mindkettének kiilonleges mi-
voltal dnmagiban egvesiti. Az elobbi két hatszog feldl azonban
kimutattuk volt, hogy a [Vv]; ;[Vv] configuratiok a T T; t ; alakzat
iranyaban ép ugv viselkednek, mint a [Vv], configuratio ; ennélfogva
¢ koriilménynek elég bizonyito ereje van annak kimulatasiara, hogy
a hatszog [Vv]; j[Vv] configurativinak helyzete a T T; t t; irant
megegvezik a [Vv], configuratioéval.

Ezért kimondhatjuk, hogy

Ha egy kapszeleten hat pontot vesziink fel, melyek négy-
flekép képeznek involutidt, még pedig a 1, ¢; 1\, t,; T, &,
Ty, €, kozéppontra, illetéleg tengelvre nézve, akkor e hat
pont egy kiilindgs Pascav-hatszognelk szogpontja.

Ha T=(t, t, t), t=(T, T, T,), Ui=(tt), ui=(T1;), akkor
ama hatszog

Pascar-egveneseibol hat a
“t-vel ds négy-négy a t-vel
cayestil: nyolcz nvolcz a &
pontokon megy keresztiil és
oly involuatiit képez, mely-
nek kettdssugarai tu;: hat
a 1-ponton megy keresziiil
és haromszorosan képez in-
velutidt, melynek kettdssu-
garal a tu; egyenesparok.

A t egvenesen fekvd hat

Kirgman-ponthol kisugéiarzo

Kirrman-pontjaibol hat a
1-vel és négy-négyv a t-vel
covesiil; nyolcz-nyolcz a f
ceveneseken fekszik €s in-
volutiot képez, melynek ket-
tspontjal T U ; hat a t egye-
nesen fekszik és hiromszo
rosan képez involutict, mely-
nek  kettdspontjai a 1, U,
pontparok A T ponton ke-

resztiil mend hat Pascar-
egyvenesen hat Kirkmax-pont-
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hatPascav-egyenespira T-és
t-t61 és tizennégy-tizennégy
egyvenesparazl-és u-tdlhar-
monicusan van elvialasziva.

A Srewee-pontokbdl egy
hatarozatlan a t egyenesen;
a 1 négyszeres, a I pontok
pedig hiromszoros STEINER-
pontok ; a tobbi hat egy oly
haromszigparnak szogpont-
ja, melyek a T és U; col-
Iineatio-kozéppontokra és
és t és uitengelyekre vonat-
kozdlag, tehit négyszeresen
perspectivisalk.

E haromszdigparnak hat
oldala és a ti. u; egvenesek
egyszeres, a t pedig hirom-
SZ0roS SIEINER-egVenes.

|
|

par fekszik,mely T- és t-t61 és
tizennegy-tizennégy pontpar
az U és w;-t0] harmonicusan
van elvilasztva.

A Caviev-egyvenesekbol
egyv hatarozatlan,de a T pon-
ton megy keresztiil; a t négy-
szeres, a t; egyenesek pedig
haromszoros Caviev-egyene
sek; a tobbi hat egy oly hd-
romszdgpirnak oldala, me-
Iyek a T és U collineatio-
kozéppontokra és a t6s u;

tengelyekre vonatkozolag,
tehat négyszeresen perspec-
tivasalk.

B haromszogpidrnak hat
szogpontja és a 1Ty, U; pon-
tok egyszeres, a T pedig hi-
romszoros SALMON-pont.

A hatszig [Vv],, ;/Vvl configurativinak egyenesei és
pontjai akkép viselkednek a T T; t t; irant, mint a hozzijuk
rendelt Pascav-egyenesek és Kirkvau-pontok.





