A FELFELE MENG LANCZTORTEKROL. |
Dr. Gerevich Emiltdl. -

1. § Ambir a felfelé mend lincztértek nyomai a messze 6-
korba vezetnek vissza, koruk tehat jéval régibb, mint iker-testvé-
riké, a lefelé mens lancztortekd: 4ltaldnos elméletitk fejlettsége
messze 4ll mogétte emezekének, s jéformdn csak Lagrange?) ota
képezik a tudoményos figyelem targyat. Es jollehet, hogy tgy anali-
tikai szempontbél, valamint gyakorlati alkalmazasukndl fogva kivé-
l6an érdekesek, a fejlett mathematikai irodalommal biré nemzetek
nagy gondolkodséi sem méltattik Sket arra a figyelemre, melyet jog-
gal megérdemelnek. A mi irodalmunkban pedig épen nyomuk sines.

Ginther?) szerint mér a régi zsidék irodalméban taldlkozni
a fl. 1-tortek nyomaival, kik csillagiszati szdmitésaikndl (a hénap
tartamédnak megéllapitédsénal) jutottak ilynemti alakzatokhoz. Ismere-
tes, hogy a gérogok kovetkezetesen csak olyan tortekkel szdmoltak,
melyoknél az egység volt a szdmldls, s ha mésnemt tortek keritltek
keziik tigyébe, azokat csupa ilyen térzstortekre bontottdk fel. E fel-
bontdsra killonféle médszereik voltak, s ezek kozott tobb volt olyan,
mely alapjsban azonos azzal, mely szerint manap egy kozonséges
tortet fl. 1-tortté alakitunk 4t. Ambér, mint Hankel 8) megjegyzi, a
80r0gok ezen szdmitisi médja az Bgyptomiakra vezethet§ vissza, kik
& kdzonséges torteket mindig torzstortek sora altal fejezték ki.

A rémaiak mathematikéjaban szintén talilkozunk alakzatokkal,

—_—_—

9 Lagrange: FEssai d’analyse numérique sur la transformation des -

fractions. Journ. de Pécole polytechn. Cahier V. 93. 1.

%) Dr. 8. Giinther: Vermischte Untersuchungen zur Geschichte der ma-
- thematischen Wissenschaften. Leipzig. 1876. 93. 1.

%) Hankel: Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittelal-
ter. Leipzig. 1874, 62. 1,
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melyek a mai fl. l-tortekkel analogok. S6t — mint azt Giinther
megjegyzi 1) — a Rémaiak, tdgabb értelemben véve, tulajdonképen
csak fl. 1-tortekkel szdmoltak; és pedig olyanokkal, melyekben a
részletnevez6k a kovetkezd szamok voltak: 2, 3, 4, 6. Igy pl. a ré-
mal irdsméd szerint :

I semuncia -+ 111 sicilici 4+ V dimidiae sextulae ~+ XI scripuli

A kézépkor legnagyobb mathematikusa Leonardo Fibonaceci,
bar a tirgynak nem mai értelmében, szintén ismerte a fl. l-torteket:
mert — mint azt Friedlein magyardzatibél tudjuk 2) ~- azon
alakzatok, miket Leonardo ,fractiones in gradibus* névvel jelelt,
nem egyebek, mint fl. 1-tértek. Azonban azon 500 év alatt, mely
Leonardotél Lagrangeig telt el, a fl. 1-tortek majdnem teljesen
letiintek a mathematikai irodalom terérsl, a mennyiben senki sem
foglalkozott velitk. A fl. l-tértek tudomdnyos elméletének megalapi-

téja Lagrange, bir § maga — mint én hiszem, inkdbb szerény-
ségh8l — a német Lambertet tekinti e téren mesterének. Ezeken

kiviill yjabban Driickenmiiller, Kunze, Schlémileh, Heis,
Matthiessen, Lemkes s fleg a kivilé irodalmi termékenységé-
gér6l is nevezetes Giinther azon mathematikusok, kiknek a fl. L-tor-
tek elmélete korill kivalé érdemeik vamnnak. A ,felfelé mend lincz-
tort* elnevezést Kunze vezette be a tudominyba 2), Ginther
pedig ez elmélet terén kifejtett szdmos buvarlatival s értekezéseivel
orokitette meg nevét a lancztértek torténetében.

Orémmel ragadom meg az alkalmat, hogy az utébb emlitett két
tuddésnak (Kunze Eisenachban gymnasiumi, Giinther pedig Miin-
chenben egyetemi tandr) ‘e helyiitt is kifejezzem hdlds koszonetemet

f) Dr. 8. Giinther: Vermischte Untersuchungen, sth. 96, 1.

) Friedlein: Die Zahlzeichen und das elementare Rechnen der Grie-
chen und Romer und des christlichen Abendlandes vom 7. bis. 13. Jahrhundert.
Erlangen, 1869, 72. L

9 Alf. Kunze: Die aufsteigenden Kettenbriiche, Eine Zugabe zu allen
Lehrbiichern der Arithmetik. Weimar, 1857,
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azon készségért, melylyel nekem a lancaztortekre vonatkozé tanulmé-
nyaim kézben segitségemre lenni oly szivesek voltak. 1)

A felfelé mend lincaztortek elméletével s azok alkalmazdsival
most sajté alatt levé munkimban (,A felfelé mend ldncztértek
analizise“) foglalkozom tiizetesen. E helyiitt csak ez eimélet
mai dllds4t 6hajtom roviden bemutatni

1§Ha F=30+——
xx = b 4+ —
X, = b, -} -

Xn—1 = bn4 _l_

egyenletrendszerb8l x,, x,, . . . Xy értékeket kikiiszoboljik
bn
S ta
by 4+
- a,
= a, ‘:‘;— s
alakt 4ltalinos fl. L-tortet kapunk, mely kozdnségessé valik, ha benne
by = b, =...= b, == 1. Minél t&bb tagnak foglaljuk 6ssze az ér-
tékét, annal jobban kozelitjiik meg maginak az egész kifejezésnek a
valédi értékét. Igy jutunk a kozelits tortek fogalméhoz, mikkel mar
Lagrangen4l talilkoztunk; rendszeres targyaldsuk érdeme azon-
ban Lamberté.
Az n-ik kozelit6 tortnek meghatdrozésira szolgalé s Altaldno-
san ismert rekurrens formula
Bn_ _ Pn—1dn +bn ) 1)
Qn Qn—1 8n
—— R
) A mathematikai tudomény érdekében csak sajndlni lehet, hogy Dr.
Giinthor, eme széles tudoméanyd és hangyaszorgalmi mathematikus, ljljabban
& math. és fizikai foldrajz tanszékét foglalva el, irodalmi munkdssiga is most
mir ezen targyakra iranyul. G. E.
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Szamitds szempontjabdl hétrinya, hogy vele az n-ik kozelitd tort ér-
tékét csak valamennyi megel6zd kozelitd tort ismerete utin hatdroz-
hatjuk meg. Konbinatorikus 1t az n-ik kozelitd tért meghatdrozdsira
kivetkez6 independens alakhoz juttat:

Pa . (%8188, Bl i g
qn B Ay Ayl Ag

hol a szdmldld symbolikus kifejezése egy oly Osszegnek, melynek
egyes Osszeadandéi egymds ald irva kivetkez — konnyen megje-
gyezhet — csoportot alkotnak :

g Ay Ag By 8y Ag . .. . Ay

|V H W W IR P
by 85 8, 85+ .8y
Di By 8% B
biag .. .x80
bn—ian

by

Ezen eljards szerint, mely nagyon hasonlit ahhoz, melyet Stern a
lefelé mené lincztortek kozelitG tortjeire dllapittatott meg 1), minden
nehézség nélkiil, és azonnal, felirhatjuk valamely fl. L-tért bar ha-
nyadik kozelits tortjét a nélkiil, hogy az eldzGket ismerniink kellene.

Giinther a determinansok segélyével allitott fel egy inde-
pendens formulit ?) mely sok esetben igen el6nyisen alkalmazhatd.
Ha w i

ba
et

By
E + a
&y
fi. 1-tortre az 1) képlet szerint nyert p, = by, ps = a, p; + by

Ps =2y P2 'I‘bs: """ Pn—1 = @y—1 Pn—2 "J[_ bn——iv Pn = an Pn—1 + ba
kifejezésekbtl képezett :

1) Crelle: Journal fiir reine und angewandte Mathematik. 10. két. 5. 1.
%) Zeitschrift fir Math. u. Physik. Leipzig, 1876. 21. évf. 178. L

e
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Pn — an Pn—1 + ba = b
Pn—1 — @n—1 Pp—2 = bn—1

Ps — a5 ps = b;

P2 — a2, Py = by

p=bh
egyenletrendszerbl p, értékét kikeressiik, ezt kapjuk:
bp —1 0 ...0 0 0
b, a—1 ...0 0 0
b, 0 a ...0 0 O
Pn = . . e e e e . . , 3)
bn___g 0 o ... an_g——l 0
bn_1 0 0 ...0 an—1 —1
b 0 0 ...0 0O a,

Tnely kifejezés mar teljesen alkalmas az n-ik kozelits tort szdmlals-
Janak meghatdrozdsara. A nevezl egyszerd szorzat lévén, felirdsa ne-
hézséggel nem jar. -

3. § Legyen, hogy az egymésra kovetkezs kozelitd tortek kii-
16nbségeit képezzitk ; akkor, feltéve, hogy a részlettériek valameny-
nyien valédiak 1. § 1) alapjén kénnyd beldtni, hogy az egymadsra
kovetkez§ kozelits tortek kozott lev kilonbségek — a jeltdl el-
tekintve — folyton fogynak, vagyis

Pen  Pen—t o Pmt1r  Pon 1)

Gon Qon—1 Qon-41 Qon
Feltéve, hogy a felvett fl. 1-tort minden részlettortje valddi tort, s
hogy ap, i, tag tevileges, s a, tag nemleges eldjeld, akkor a koze-
lit§ tortek lehozasi mdédjabdl azonnal kovetkezik, hogy minden paros
rendd kozelit§ tort kisebb tgy az eléttevalénal, valamint az uténa
kﬁvetkezéinél; s minden paratlan rendfi nagyobb tgy az elbtte vald-
nél, mint az utina kovetkezéndl is, azaz

P2n—1 Pen Pen1 9
Q2an—1 Qon < gen+1 )

Ha az emlitett feltétel mellett az 1) képletet vizsgaljuk, akkor konnyf
beldtni, hogy az ez 4ltal kifejezett szabdly kovetkeztében
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Pan—1 Pen41
i i ik 3
Jon—1 > (an4-1 )

a mi szavakban kifejezve azt jelenti, hogy a mondott feltételeknek
megfelels fl. L-tortnél a paratlan rendd kozelitd tiortek értékei foly-
ton fogynak.

Mésrészt az 1) képlet szerint:

Peotr _ Pen  Pentz Qe
q2n+i Qen Qoun42 Qon+1 2
de 2) szerint:
Pan _Panit Ponts
Qen  Yenta Qan 2
mibdl kovetkezik, hogy

Pen Poente

Q2n = Qon4-2 Y
az az: a mondott feltételek mellett a pdros 1end1i kozelits tortek
értékei folyton nének,

Miutin az emlitett feltételeknek megfelels fl. 1.-tort paros rendf
kozelits tortje nemecsak a kovetkez§ paros rendiinél kisebb, hanem
az utina kovetkezd pédratlan rendi is nagyobb a kévetkez$ paratlan
rendiinél, ebb6l az kovetkezik, hogy a piros rend kozelits tort ki-
sebb, mint bérmely utdna kivetkez6. HasonlGképen barmely paratlan
rendt kozelitd tért nagyobb, mint béarmely uténa kivetkez6. A mon-
dottakbdl kénnyli belitni, hogy az ilyen fl. L-tért kézelitd tortjei
valtakozva nagyobbak és kisebbek magindl az fl. 1-tért valédi érté-
kénél. Altaldban: a kozelits tort értéke nagyobb vagy kisebb magi-
ndl a fl. 1-tort értékénél, a szerint, a mint az utolsé részlet-szamlals
tevileges vagy nemleges eléjeld.

Azon feltétel alatt, hogy a felvett fl. L-tort ©Gsszes részlettort-
jei valddiak, és hogy a részletszamlilék csak tevileges értékek lehet-
nek, kinnyti médon nyerhetd a kivetkezd kifejezés :

Pn _pr+1 5

Un I @ )
mely a fl. 1-tort értéke és egy tetszés szerinti kizelits tortje kozott
evo viszonyt fejezi ki egyszerfi alakban. E képletet figyelembe véve

kénnyti belatni, hogy ha 25- = x egy tetszés szerinti irrationdlis

R
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szdmot jelent, akkor mindég képezhetiink oly kozelité tértet mely
az x értéktdl csak egy tetszés szerinti ¢ szAmnal kisebb értékkel

kiilonbozik.

4. § A tiszsta szakaszos fl. l-tortek értékét legkényelmesebben
az dltal nyerhetjiik, ha a szakaszokat osszevonjuk. Legyen a fl. 1-tort

. .1, , B , B
teljes értéke S, és a szakasz értéke az Gsszevonds utdn ——, akkor

B+
BLA
_ B 4+K& __ B+S -
S_T‘ =g mibé]
. B
8=, 1)

mely képlet a tiszta szakaszos fl. L-tort értékének meghatirozdsi
mdédjat adja.

Ha a fl. 1-tért vegyes szakaszos, akkor értékét hasonld eljd-
ééssal hatdrozhatjuk meg; csakhogy itt kiilon-kiilon kell meghatd-
rozni a szakasz el6tt 4ll6 részlettortek értékét és a szakasz értékét.

B ]
Legyen a szakasz el6tt 4116 részlettortek értéke 7&1 és a szakasz ér-

0
téke &, akkor a vegyes szakaszosz fl. L-tort redukélt alakja ez lesz:

A, v
B+
B 44
BO i Al
"= A
s az 1) képlet figyelembevétele utan:
B
B, + ———
S'-—_—li— A4+1 B A—1)+B 2)
° o Ao (Al — 1) .

Az 1) képlet segélyével konnyen megallapithatjuk valamely
tiszta szakaszos fl. 1-t6rt egész értéke s egy periodusinak értéke ko-
zotti killonbséget. E kiildnbség a kovetkezs kifejazés dltal lesz adva:
' B B _ B
A-1 A T AQA-I)

Orvos-term.-tud. Krtesits. I1.

3)
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H. § A fl. L-tortek elméletében kivdld érdekkel bir azon mdéd,
melylyel valamely fl. 1-tortet vele egyenls értékii sorrd alakithatunk
it. Nesselmann tanusiga szerint 1) mér Eutakiusndl taldlko-
zunk ennek nyomaival, En e térvény precziz levezetését s czéltudatos
meghatirozisit Kunze-nél taliltam el@szér. Fentebbbi independens
els6 kifejezésiink alapjin kozetlenil felirhato

bn
L5 + dp
bs 4
by +a

b, - a, by by
£ il ot . T
iy Ay +a'1 iy r‘rl"' + + z'-1'1‘2311 )
Ha a fl. 1-tort tagjai az els6 kivételével negativek, akkor értéke a
kévetkezi sor dltal lesz adva:
?l hﬂ bs b4 bn

— - — — ... T e e 0 2)
iy iy ay dy g Ay g g Ay 2y A9y ... 0y '

E képleteknek nemcsak a fl. 1-tirtek elméletében van tigkori
alkalmazisuk, hanem haszonnal lehet 6ket alkalmazni az analizis
més terén is. Igy pl. dltaluk lehet oly egyenls értékii sorokat ké-
pezni, melyek egyenld szdmi tagokb¢l éllanak. Mely kérdés a sorok
elméletében nem kis fontossigu.

6. § Ambar dgy a Gordgok, mint a Rémaiak, valamint az ¢kor
tobbi miivelt népei is ismertek kiilonféle fogdsokat, melyek segélyével
valamely kozonséges tortet tobb vagy kevesebb tagu fl. L-tortté ala-
kitottak 4t; ez az eljards ndlunk inkdbb otletszerii volt s esetrsl-
esetre hol igy, hol amugy jirtak el; dltaldnos térvényiik vagy mdd-
szerilk azonban az dtalakitdsra nem volt.

A német iskola-mesterek azon miifogisokat, melyek segélyével
valamely kozonséges tirtet legegyszeriibben viltoztathatni it két vagy
tobb tagu fl. L-tortté ,Welszi praktik4-“nak (Wilsche Praktik)
nevezték el ?) Lényege e szamoldsi médnak altaldban abban all; hogy

f) Nesselmann: Die Algebra der Griechen. Berlin, 1842, 113. L
%) H. Szemkes: Thooria fractionum coutinuarum ascendentium. Monas-
terii. 1870. 31. 1,

4—
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valamely tortszorzé csupa torzstértre bontatik, vagyis olyanokra, me-
lyekben a szdmlilé az egység; mi 4ltal a szorzds formalis osztd-
sokkd s Osszeaddsokkd véltozik 4t. Ilynemii szémitisokkal a régiek-
nél stirien taldlkozunk. A kereskedelmi viligban e praktikdt ma is
haszniljdk. Anglidban ,Practice“ a neve, innen a ,welszl prak-
tika.“1) Az egyetemes dtalakitdsi t6rvény megillapitisa szintén az
j kér matematikusainak dics8sége.

A fel- és a lefelé men§ lancztortekks alakitds kozott egyik lényeges
kiilénbség abban van, hogy mig minden valédi tort. csak egy médon
alakithaté 4t kozonséges lefelemens l-tortté (tehdt olyannd, melynél
valamennyi részletszdmlalé az egység), addig a fl. l-torteket illetsleg
tobb e feltételnek megfelels alakzat lehetséges. E kiilombségre Lia m-
bert utalt elgszor.

A torvény, mely szerint barmely koz. tort fl. ltortté alakithaté
at, az el6bbeni §-ban mondottak segélyével allapithaté meg. A ki-
mért tér nem engedi meg, hogy e mddszer hosszadalmas levezetését
itt targyaljam, sajté alatt lev konyvemben ugy is tiizetesen foglal-
kozom e kérdéssel tigy a kozdnséges, mint az dltaldnos fl. L-torteket
illet6leg, s csak azon gyakorlati mdd rovid felemlitésére szorftkozom,
mely szerint valamely koz. tort koz. fl. 1-tortté alakithaté 4t. Az
dtalakitandé koz. tort nevezbje két tényezdre bontatik, s ezen ténye-
z6k egyike a szamldléba iratik osztéképen, masika pedig lesz a ne-
vez8. A végrehajtott osztds utdn fenmaradd koz. torttel folytatva az
eljardst tovabb, végre oly torthez jutunk, melynek szdmlaldja az egy-
ség. A taldlt értékeknek egymdsba valé helyettesitése utdn nyerjik
a keresett koz. fl. l.-tortet. Ez eljirds azon esetben, ha az Aatalaki-
tandé koz. tort nevezje torzsszdm, némi kénnyen kitalilhaté mddo-
sitdst szenved.

7. § A soroknak és lancztorteknek egymésba valé atalakitisa
Schlémilchet azon dsszefiiggésre vezette, mely a felfele és a le-
felé men6 lancztortek kozott van. Ez osszefiiggésre mar Lagrange
utalt, szabatos formuldzdsa azonban Schlémilcht§l szirmazik. ?)
A kétféle lancztortek kozotti osszefiggés legegyszeritbben az b. §.
alapjén vezethets le. Ott w. i. lattuk, hogy

1) Cantor: Zeitschrift f. Math. u. Physik. 20 évf. 68. L.
%) Schlémilch: Rezension zu Kunze’s Schrift. Zeitschrift f. math. u.
Phys. IIL évf. Literaturzeitung 63. 1.
8*
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ba
.
h+ -
bs+ a,
b, +a, by b b by
4 e g T T e
de a lefelé meng l-tirtek elméletébsl tudjuk,?) hogy
bl b;g bs b“ =
a, i a2, 5 a, 848, £ B.2,85...80
b,
= a,b,
n’]. T T S P BT a‘2 blbs
agh; by — —/—-—
1bi b, aghy—Hby — . ~ Angba by
ay bn—l +bn
Tehat:
by
. Han
by + *
by + 2
'EL+ i :% M. L Ty o
1 LT R, i BB
AT Ak i bbbl
ay bn—1+bn

mely egyenlet a fl. 1.-tortnek lefelemendvé valé dtalakitdsit adja.
Ehhez hasonlé képlet nyerhetd a If. l-tértnek felfelé mendvé
val6 dtalakitdsira, melyet azonban e helyiitt, a levezetés hosszisiga
miatt mell§znom kell.
8. & Krdekes azon osszefiiggés is, mely a fl. 1-tortek s a szor-
zatok kozott van. Ha

Ppn=(1+42a) (1-+a) (1+a)@1+a)...(14 an
szorzatot, hol a,, a,, . ... ay, tetszésszerinti kifejezések, (1 - a;,m)-el
jeloljitk, akkor

Atay) =0 +a) 1+ =1+a+a (14a,,)
(L 4-ay,5) = (1+-a5,0) (1 +25) = 1 -2, 42 (L 4-25,1)+a5 (1 421 o)

) Gerevich Emil: A lefelé mend lincztortekrsl. M.-Sziget, 1885. 86. 1,
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() = Uiy 8y (1 an0) 4 8 (1 4-aya) -+
+a, (1 4 a,5) 4 ...+ an (14 ay, mea)

Téve most az

(U4 am) _ (L) (U ag) (La), (1 4a)... (1 an)
A4byw) — b)) (b)) T+ b)) 4 b)) (T +bn)

kifejezés hasonlé térgyaldsa czéljabol

1--a 14-a, 1+ an
T—?bi=1+cl’i—l+c””” 1—__::Tm=1—}—cm,lesz

_E%:%”m:; =(14e,m) =144 (1 4cpya) (14 cpya) +

+. . Fem@+cna)
Vagy ¢, €, Cs,....cm értékeinek helyettesitése utin, 1 J-a, 4 4,

1+a2:A2,1+33=A3, ..... 1+am=Amé51+b1=B1’
1+ b, =B,,...1- by=B, roviditések hasznilatival, lesz:

AL A Ay An A A, Az—B2+ A (A—ByA,

B, B, B,.. ... B. B, 'B, B, B, B, B, +e
n A, C (An—Bu) AvAp .. Ay
B.B,B; . .. Bu_, Bm

A—B, -
A '--B + 3—_};33_—‘_A3' 4B : +
14 B, ‘

.Bl B,

Ha a szorzék szima végtelen, gy a szorzat convergentidjinak ese-
tén a hozzi tartozé fl. 1-tort is kozelitéi révén convergens. Legyen
megjegyezve, hogy az emitti egyenldségsorozat balfelének és kozépfe-
" lének azonossdga a zarjelek kozti killonbségek szétirdsa utdn kozet-
lenil kiadédik.
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A tirvény, mely szerint

by +°
by -2
2y
végtelen fl. l-tort vele egyenlé végtelen szorzatti alakithaté at, a
kovetkezd kifejezés dltal lesz adva:

U b amapetbes )
—on | ™ e J

9. §& A periodikus fl. 1-tértek nyomaival mdr az Indusoknil
taldlkozunk, kik tudvalevileg hatvanas szimrendszer szerint szamol-
tak. Bajos volna eldénteni, kikt6]l szirmazik eredetileg e szamrend-
szer; hizonyos, hogy a babiloniaiak is haszndltik 1) és hogy a chal-
deiaktol a gorogok is atvették, kik sziamitdsaikndl évszizadokon dt
e rendszerrel éltek. Ismeretes, hogy ezen rendszer majdnem a 15
szazadig uralkodott, féleg a csillagiszati szdmitidsokndl. E kornak f6-
leg csillagdszati irodalmdban imitt-amott talilhaték oly szdmitdsi
eredmények, melyek megegyeznek a 60 részletnevezdvel bird pediodi-
kus fl. L-tirtekkel. Tudatosan haszndlva azonban ez utdébbi alakzatok
nem voltak. Itt-ott az egyptomiakndl a kettSs szimrendszer is hasz-
naltatvin, erre vonatkozé oly alakzatoknak is joviink nyomdra, me-

lyek a periodikus fl. 1-tortekre emlékeztetnek. [gy Lepsius ?) egy

hieroglif feliratban a kivetkezs fl. 1-tortekre akadt:

1

falfes

1 4= T3

s

A 11 szdzad misodik felében lépnek fel a tizedes tortek (Jo-
hannes Hispalensis), dea 16 szdzadig leginkdbb esak asztrono-
miai és trigonometriai alkalmazasban. Csak Cardan us fellépte utin
szoritjak ki egyetemlegesen a hatvanas rendszert. E szdzad irodal-

) H. Martin: Les signes numéreaux et l'arithmetique chez les peuples

de Pantiquité et du moyen-iges. Annali di matematica pura ed applicata. Tomo
V. Roma 1863. 265. L

%) Lepsius: Ueber eine hieroglyphische Inschrift am Tempel zu Edfu,
Abhandl* d. phil. hist. Klasse d. Akademie Berlin, 1855. 75. 1,
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médban is akadunk oly alakzatokra, melyek a 10 részlet nevezdjii
periodikus fl. L-tortekkel egy értékiick. Tudomdnyos s rendszeres
haszndlatukrél azonban Lagrange-ig 826 sem volt.

A szakaszos fl. L-tortek kozill dgy a tiszta elmélet, mint az
alkalmazas tekintetébdl azok birnak kivilé fontossiggal, melyek rész-
letneveziii egyenlSk. Az - kozonseges tort, hol S és N relativ torzs-

szamok és S<N,

o

= 5 T
N & X + NX’
o S Ty
N X + NX ’
s 5 i 2
N X + NX

I'n—1 Spn—1 "l“ I'n

N = X XN
egyenletrendszer alapjan, hol s, s, 5, ... Sn—y az egyes hinyadoso-
kat és v, r,, 1;,...r, a maradékokat jelentik, az 5. §. figyelembe-

vételével, kénnyen alakithaté 4t

LR

S9
S __s+_SXL+—X_
N X

alakt periodikus fl. L-tortté, hol a részlettortek szintén valddi tortek.

Ha a fenti egyenletrendszerbsl r, kivételével az osszes ma-
radékokat kikiiszoboljiik, akkor

Xt X0 X s =R

rovidités bevezetesevel a kovetkezo egyenletet nyelJuk

SXr» = NR —|— Ip ,
mib6l, ha r, = o, lesz:
’ SX=
N R,
" a mi azt jelenti, hogy — mivel S és N rel. torzsszamok — Xn oszt-

baté N éltal; de mivel ez csak akkor lehetséges, ha N minden torzs-
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tényezije egyattal X-nek is torzstényeztje, viligos, hogy ha az dat-
alakitandé kozonséges tort nevezdjének torzstényezsi kozott van
olyan is, mely a fl. 1-tért részletnevezijében nem foglaltatik, akkor
az ezen koz. torthsl nyerhets fl. 1-tért mindig végtelen. (Itt termé-
szetesen mindig egyenl§ részletnevezdvel biré fl. 1-tért értendd.

Innét van, hogy mivel minden oly fl. L-tort részlettirtjei, mely-
ben a részletnevezd 10, nem egyéb, mint egy tizedes tort tizedes
szamjegyei: az oly kozonséges tort, melynek nevezdje a 2-n s az
D-on kivill méds torzstényezit is foglal magdban, mindig végtelen
tizedes tortet ad.

Ehhez hasonléan kénnyen bebizonyithatd, hogy ha az atalaki-
tand6 koz. tort nevezdje csak oly torzstényezéket foglal magdban,
melyek egyittal a beléle nyert fl. 1-tért részletnevezdjének is torzs-
tényezdi, akkor a koz. tértb6l nyert szak. fl. l-tort mindig véges.
E torvényben magyardzatdt leli azon tény, hogy mindazon koz. tor-
tek, a melyeknél a nevezfk torzstényezfi kozott a 2-n s az bH-6n
kiviill mdsok nem fordiilnak el6, mindég véges tizedes tortekké ala-
kithatok at.

10. § Minthogy a maradékok mind kisebbek az atalakitandé koz.
tirt nevezdjénél, ilyenekiil csak a kovetkezd szimok nyerhetdk: 1,
2, 3. 4...(N—1.) Végtelen fl. 1-torteknél tehat bizonyos szému osz-
tds utdn a mar egyszer el6fordult maradékok egyikének ismétlGdnie
kell; és pedig vagy az els6 (N—1) maradék kozott lesz mdr két
egyenls, vagy pedig ezek mind kiillonbozék, és csak az N-ik mara~
dék lesz olyan, mely mdr egyszer el6fordult.

Egy m szakaszbdl dllé. x nevezvel bird, tisztdn szakaszos fl
l-tort értéke sorban kifejezve kivetkezd:

8 gy i s 5 S EE!:_

X Xe XS
8 Biif Sm—yq
iy i e xm+3 S T
8 31 Sm_1
x2m4-1 _l_ x2m+3 x2rn 5 + + Xﬁm
mi’ sx™ 1 - gx™f Lgxm3 L. .48y eXx+t8ny = Q
rovidités utdn igy is irhaté Q

xT—1

— e

b
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Feltéve, hogy az - kiz tort oly tisztin szakaszos fl. lL-tortet ad,
melynek neveZOJe x, akkor

S Q Sxm—1)

N = e Ty =

mely utébbi kifejezés azt mondja, hogy S(x™—1) a koz tort neve-
z8jével oszthaté. De mivel S és N feltételiink szerint rel. primszi-
mok, azért kell hogy xm—1 legyen N-el és ennek minden tényezd-
jével oszthaté. Ez azonban csak akkor lehetséges, ha N-ek az x-el
nines koézos tényezdje, mibsl mar most kovetkezik, hogy ahhoz, hogy
valamely koz. tortbdl tetszés szerinti nevez§vel bird, vegyesen szaka~
szos fl. tortet nyerhessiink, szitkséges, hogy a koz. tért s a l-tort
nevez6inek tényezSi kozott legyen egy kozos s ezen kivill a koz. tort
nevez8jének legaldbb egy olyan tényezdje legyen, mely a l-tort ne-
vez§jének nem tényezdje.

11. § Egy oly vegyesen szakaszos fl. 1-tortnek, melyben a sza-
kasz elétt n tag van, értéke sorban kifejezve, igy irhatd:

8 Sn_t Sn41 Sn4m—1
T"I" + + . +Xnu +xﬁ+1 ++ xm

S Snt1 Snim—1
+ Xn+!:"+1 + xn<}-m—+2+ + xht2m

mibdl
sxP - s, xn 2 fgxt P b sy = P és
st X"t s XM sy, XM sy = P
roviditések hasznalata utdn;

P Q  PxmlQ_F
x» +x“(xm——1 Toxr(xm—1)

Feltéve, hogy koz. tort x nevezfre vegy. szak. fl. l-tortet ad,
akkor

S.xn(xm—1
___...A_._—(N 2 — me + Q__P,
mibs] kovetkeznek Lkogy Q—P oszthaté x-el. Mivel azonban Pés Q

minden tagja — az utolsét kivéve — x-et mint tényez6t foglalja ma-
gaba’n azért killsnbségitk ily alakban irhaté:

Q -_— P == Sp4m—1 Sp—1 —l—— XR
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Ha tehit Q — P oszthaté volna x-el, akkor (spym—1 — Sn—i)nek is
oszthaténak kellene lenni, a mi pedig nem lehetséges, mert a mara-
dékok kisebbek a szakasz nevezdjénél. Ezen okoskod4sok eredményedil
a kovetkezd torvényt nyerjitk: Valamely koz. tortb8l mindig tisz-
tin szakaszos fl. L-tértet nyeriink oly nevezfre, mely a felvett koz.
tort nevezGjével rel. torzsszdm.

12. § Az el6bbeni §-okban tirgyaltak szerint magibdl az &t-
alakitand$ koz. tortbGl lehet kovetkeztetni a bel6le nyerhets fl. 1-tort
milyenségére. Ha x-el jeloljik a nyerend8 fl. L-tért nevez8jét, akkor
a nyerendd fl. 1-tort mindig véges lesz, ha N térzstényezbi kozott
ninecs olyan, mely egyuttal az x-nek is torzstényezdje ne volna. Ha
N torzsszam, de nem osztéja x-nek, vagy ha N tiébb torzstényezd
szorzatdbdl all. de ezek egyike sem osztéja x-nek, akkor a nyerendd
fl. 1-tort végtelen s tisztdn szakaszos lesz. Ha végre az N torzsté-
nyezbinek egy része osztdja x-nek, egy része pedig unem, akkor a
nyerend§ fl. 1-tért végtelen s vegyes szakaszos lesz.

13. § A szakaszos fl. l-tortek szdmelméleti szemponthdl is fe-
lette érdekesek. Erre vonatkozé tulajdonsigaik koziil csak egy neha-
nyat akarak itt bemutatni.

A tisztdn szakaszos fl. 1-torteknél az 4talakitand6é koz. tort
szamliléja mint maradék jon ismét el. Ha ez az m-ik osztisndl ko-
vetkezik be, vagyis, ha r, = S, akkor a fl. L-tortnek m szakasza van
s az dtalakitisra sZzolgilé egyenletrendszer ez lesz:

Sx B
N Tty

X T.
F=stwo

Tm_1 X

S
N = Sh oy

mely egyenletek folyton ismétlsdnek. Ha ezen egyenletrendszert osz-
szeadjuk, s ha a maradékok &sszegét X-val s a részletszamlilék 6sz-
szegét o-val jeloljik, akkor a maradékok 6sszege s a szakasz részlet-
szamliléinak Osszege kozott levs viszony kdvetkezd egyenlet 4ltal fe-
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jezhets ki: (x—1) 2 = No. Miutédn ezen egyenlet S-t5l fiiggetlen, vi-
lagos, hogy ez a viszony mindazon kéz. tortekre, melyeknél a neve-
z8k egyenl8k, allandd.

Ha x és N, tovdbbd (x—1) és N viszonylagos tortszamok, ak-
kor az N nevezjii kozonséges torth8l nyerhetd tiszta szakaszos fl.
L-tort szakaszdban a részletszamlilék Gsszege [a részletnevez§ ugyan-
is x] (x—1)-el és a maradékok Osszege N-el oszthats. Téve ez eset-
ben o= (x—1)p, lesz egy uttal X = Np. Igy pl. ezen térvény x=10
esethen mindig érvényes, ha 3 a nevez§ toérzstényezsi kozott nem
foglaltatik. mert ekkor u. i. x—1=9. Ha tehdt valamely kozonséges
tortb8l szdrmazé tiszta szakaszos tizedes tort szakaszdnak szdmje-
gyeit osszeadjuk, akkor ezen Osszeg mindig oszthaté 9-el, ha az
talakitott koz. tort nevezdje 3-al nem oszthatd. Pl

4 +10

6 __ 84+ — 0.857142

Itt a részletszdmldlék Osszege: 8571442 = 27, tény-
leg 9-el oszthaté. Bis a maradékok dsszege:4 b+ 134246 =21,

tényleg T-el, a koz. tort nevezdjével oszthato.

Ha —;— kéz. tértben, hol a szdmldlé s a nevez8 viszonylagos
torzsszdmok, S helyébe birminemii értéket tesziink, a nyerhetd tisz-
ta szakeszos fl. 1-tortek szakaszainak szdma mindig ugyanaz marad.
Vagyis ugyanazon részletnevezdre az —;»kijz. tortbsl nyerhets fl. 1-
tort szakasza ép annyi taghdl fog allani, mint azé, mely —;—b()’l nyer-
het. Ez igazsdghdl, melynek bebizonyitdsa nagyon egyszeri, a ko-
vetkez8 torvény kovetkezik: Valamennyi Osszevonhatlan s egyen-l.ﬁ
nevez§vel biré koz. tortbsl nyerhetd tiszta szakaszos fl. 1-tort peri-
odusainak széma egyenl§ részletnevezs mellett mindig ugyanaz, ba a

részletnevezs s az adott koz. tort nevezGje rel. torzsszamok. PL e
tortek 1. 2 4 5 8 10 11 18 16 17 19 20 vala-
k 51 Tsi? ar’ ar 2 =i’ @’ @) ar’ @) el 2t

mennyien 12 szakaszbdl allé fl. l-tortet adnak 10 részletnevezlre.
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14. § A szakaszok, melyek ugyanazon nevezd s részletnevezd
mellett S kitlonbiz6 értékei mellett nyerheték, egyméstél lényegesen
nem mindig killombéznek. A szdmlilé két kiilonbozé értéke mellett
igen gyakian két azonos szakaszt nyerhetiink, melyek csak abban
fognak egymidstdl kiilonbozni, hogy a mésodik szakasz mds taggal
kezdddik, mint az elsd. Ha w. i. feltesszitk, hogy x részletnevezire
az i -b&l nyert tiszta szak. fl. 1-tort szakasza m taga, akkor az
dtalakitdsndl itt m kiillonb6z6 maradék is szirmazik, a melyek utol-
sGja S. Tegyitk ezen maradékok egyikét pl. S,-et a miésodik koz.
tort szémldldjavd, akkor ép oly maradékok fognak utina kovetkezni,
mint a minék az els§ szak. fl. l-tortben is kovetkeznek S, utin.
Ebb6l mindkét szakasz megfelels tagjainak egyenldsége is kovetke-

zik; és ha az els§ szakasz részletszdmldléi: s, s;, Sg,.. .85, Sy,
Snit1y+ -+ Sm—y, akkor a mdsodikéi ezek lesznek: sy spyq,....8m—y, 8
Sgy 0000 Sp—y,

Hogy ha azonban a mdsodik koz. tirt szdmliléja nem fordul
el az els6 fl. 1-tort maradékai kozott, akkor egészen uj szakasz ke-
letkezik, melynek egy tagja sem egyenld az eldbbivel. Mert ha csak
egy tag volna egyenld, akkor az igy keletkezett fl. l-tért nem volna
tiszta szakaszos.

Két oly tiszta szakaszos fl. l-tortet, melynek szakaszai csak
abban kiilonboznek, hogy a misodiknak szakasza nem azon taggal
kezddik, melylyel az elss, hasonld tiszta szak. fl. 1-tortnek nevez-
hetiink. Ezeknek két hasonlé tulajdonsigu maradéksor fog megfelel-
ni. Ha a maradéksort is hasonlénak nevezziik, akkor a mondottak-
b6l a kovetkezd torvény értelme lesz viligos:

Két ngyanazon nevez@vel, de kiilonbiiz6 szdmlaléval bird koz.
tortbél ugyanazon részletnevezfre nyerhetd tiszta szak. fl. l-tortek
és maradéksorok vagy hasonlék, vagy pedig a masodik fl. 1-tort-
nek megfeleld maradékok kozott egy sines az els§ tortnek megfele-
16k kozill, a szerint, a mint a mdsodik tort szdmldléja az elsd-
nek megfeleld maradékok kozil valé vagy sem. Igy pl. ha e tor-

tet ;- oly fl. 1-tortté alakitjuk 4t, melynek részletnevezsje 10, s ha

mindjirt tizedes tortté irjuk 4t, akkor: - = 0.01369863 1évén, pe-
riodusai: 0,1,3,6,8,8,6,3 és a maradékok sora: 10,37, 51, 72, 63,
46,22, 1. Vegyitk most ezen maradékok egyikét, pl. Hl-et szdmlils-

nak, % = 0.60863013 miatt; a periodus: 6,9,8,6,3,0,1,3, s a

- T —
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maradékok: 72, 62, 46, 22, 1, 10, 27, 51. Ellenben, ha szdmldl6ul
oly szdmot vesziink, mely nem fordul el§ a maradékok kéozott, pl.
2-t, akkor % atalakitdsa utdn 20, 54, 29, 71, 53, 19, 44, 2 maradék-
sort nyerjitk; melynek tehit egy szima sem fordul el az elébbeni
maradéksorban.

. Az el6bbiek alapjén az egyik fl. 1-tortb8l kozvetlentil felirhat-
,]uk. a tobbit, a szdmitdsok kikeriilésével. Minden m tagu szakasznak
u. 1. még vele hasonl$ (g ) szakasz felel meg. Ezen m szakasz oly
m térthoz tartozik, melyben a szdmlélék a maradéksor szimai. Ezek
koziil azt, mely a legkisebb szdmlilénak felel meg, primitiv szakasz-
nak nevezhetjilk. Ha ezt, valamint a neki megfelel6 maradéksort is-
n;erjiik, akkor a tobbit ezekb§l vezethetjik le. Igy pl. ha e tortet
5 oly tiszta szak. fl. 1-tortté alakitjuk 4t, melyben a részletneve-
z6 7 legyen, akkor a periodus részletszimlaléi lesznek: 0,3,1,6, és a
maradéksor : 7,4,13, 1. Mert 13-at véve szdmlalénak, a i—:—nek megfe-
lelg fl. 1.-térthen a szakasz részletszamlaléi lesznek: 6,0, 3,1. Az el-
Jaras tovdbbi menete ezekbd] vilagos.

15. §. Az el6kbiekbsl tudjuk, hogy minden oly kozonséges tort-

nek (—;—) nevez8jét, melybsl vegyes szakaszos fl. 1-tért nyerhetd, két
oly tényez6vé lehet felbontani, melyek koziil az egyik csak oly torzs-
tényezdket foglal magiban, melyek a fl. 1-trt nevezGjével kozosek,
a misik pedig csupa oly torzstényezdbsl all, melyek a nevezdben
nem fordulnak els. Ha ezen torzstényezék elseje o, és mdsodika {

akkor
S S

N Taf
Mivel « és B viszonylagos torzsszamok, az adott koz. tort felbont-
haté oly két tort killonbségére, melyek egyikének nevezbje «, és mé-

sikdé B. Vagyis % = —i— — iﬁ’ mibfl S =a.c— p.¢. Ezen

hatérozatlan egyenlet*) megolddséinil legezélszeriibb a legkisebb ér-
tékpart venni. A ¢ és ¢ értékek meghatdrozdsa uidn ismeretes lévén

s . ¢
—— és

g o

’

tortek értékei, ezek mindegyikét &talakithatjuk fl. 1-

*) Gauss: Disqu. arith. 309. §.
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tortté. Az el6bb mondottakbil dnként kovetkezik, hogy é -bél nye-
rendd fl. L-tort tisata szakaszos lesz, mig —E—c— véges fl. l-tortet fog

adni. [Megjegyzend8, hogy az itt széban levd fl. l-tértek mindig oly

részletnevezére vonatkoznak, mint a minére az “r?” koz. torthsl le-
vezetni szdndékolt fl. 1-tortek.] Ha most a két fl. l-tortet egymds-

bol levonjuk, oly vegyes szakaszos fl. L-tortet nyeriink, mely —NS— érté-

kével egyenls. Pl legyen % oly vegyes szakaszos fl. l-tortté ala-
kitandd, melynek részletnevezdje 15. Akkor itt 9 =2b.¢ — 4. 1é-

vén, lesz ¢ =1 és ¢ =4, tehit

.-1_—}-""

_£+_]5 ' =8
R PR I R 50 pi
Buﬂa—m a7 L i T T e :
s a levonds utin:
s 4+
1+ 15
3415
5 + 15

A kivetkezd okoskoddssal a nyerendd vegyes szak. fl. l-tort alakji-
ra is lehet némi kovetkeztetést vonni. Ha az dtalakitis utin az

%~b6] nyerend fl. L-tort n részlethl fog Allani, az —g--bﬁl nye-

rendének szakasza pedig m tagu lesz, akkor a levonds utin az utéh-
binak csak n els6 tagja viltozik meg, a tobbi része pedig szakaszos
marad; a szakasz tagjai is ngyanazon sorrendben fognak egymdsra
kivetkezni, csak az els§ tag lesz mds. Ebb6l kivetkezik, hogy min-
den N = a.f nevezével bird koz. tortb6l nyerhets vegyes szakaszos
fl. 1.-torthen annyi részlettort el6zi meg a szakaszt, mint a mennyi
részlettorthél az « nevezbvel biré koz. torthél szdrmazott fl. l-tort
all. Természetes, hogy a l-tortek itt is egyenld mnevezSre vonatkoz-
nak. Ezen torvényt az el6bbeni példdban is igazolva latjuk, hol a sza-
kaszt két részlettort el6zi meg, mert
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6
S ¢ 2 +15

* wooow két taghol all.

16. §. Lattuk fentebb, hogy ha % kéz. tort nevezbje N, csak
oly torzstényezéket foglal magiban, melyek egyuttal x-nek is torzs-
tényez()'i, akkor TS mindég véges fl. 1-tértet ad x nevezdre. Ha a
részlettortek szdmdt n-el, a részletszamlalékat pedig s, sy, s, . . . Su_s-el
jeloljik, aklor |

Re=sxrtfgxm 24 . 50
rovidités hasznalataval
S R
B

Mivel S és N viszonylagos tortszdmok az Sx®» =— NR egyenletbél
kovetkezik, hogy x™ oszthaté N-el. Konnydl belatni, hogy x" ama
kisebb hatvinya x-nek. mely ezen tulajdonsdggal bir. Ebbél vildgos,
hogy ha valamely kézonséges tort egy tetszés szerinti x nevezbre vé-
ges fl. 1-tortet ad, akkor x-nek annyadik hatvénya, a hany részlet-
torthsl all a fl. 1-tort, a koz tort nevezGje dltal maradék nélkil lesz
oszthaté; és x-nek mnincs kisebb hatvénya, mely ezen feltételnek meg-
felelne. B tételt megforditva igy is fejezhetjik ki: Ha egy szdmmak
valamely hotvinya egy koz. tort tényez8jével oszthatd, akkor ezen
koz. tort mindig oly véges fl. L-tortté alakithaté at, melynek rész-
letnevezGje az illet6 szdm.

A fentebbiekbdl az is kovetkezik, hogy a részlettortek szdma
egy meghatdrozott részletnevezével biré fl. 1-tortnél mindig 4llands,
barming értéket vegyen is fel az dtalakitott koz. tort szamliléja.

A mar ismert okoskoddssal kénnyen meggySz6dhetimk arrdl is,
hogy a véges fl. 1-torteknél a maradékok s a részletszdmldlék Gsz-
szegének viszonya — ellentétben a végtelen fl. l-tortekkel — nem
figgetlen az 4talakitott koaz. tort szdmldléjatol.

Konnyen bebizouyithaté az is, hogy mindazon szimok, melyek
egymastdl csak N-nek tobbszorose dltal kiilsnboznek, mint részlet-
nevezfk N nevez6 mellett csupa oly véges fl. l-téttet adnak, me-
~ lyeknél a részlettortek szdma egyenld, hacsak egyetlen egy szém van
koztik, mely véges fl. l-torthez vezet.
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A fl. l-torteknek igen tig teri alkalmazisuk van a mathemd-
tikdban. A gyokvondsndl, a logarithmusok kikeresésénél s kiilonisen
az egyenletek megolddsindl (f6képen.a hatirozatlanokndl) megbecsiil-
hetlen eszkézei a gyakorlati szdmitisnak. A fentiekben a fl. l-tortek
elméletének mai 4llasdt igyekeztem bemutatni, a lehetség szerint ez
elméletet részben tovabb fejlesztve. A gyakorlati- alkalmazisrél mas-
alkalommal leszek bdtor e helyen tiizetesen szélani.
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