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Barabasi Albert-Laszlo

A masodik lancszem'

A véletlenszeri vilagegyetem

1783. szeptember 18-an Szentpétervaron Leonhard Euler napja ugyanugy kezdddétt,
mint maskor. Matematikaorat tartott egyik unokajanak, majd belekezdett egy szami-
tasba a léghajok replilésével kapcsolatban. Eppen harom hénappal korabban, Lyontdl
delre a Montgolfier testvérek egy hatalmas Iéghajét bocsatottak fel, amely majdnem
kétszaz meter magassagig emelkedett fel, majd kérilbelll egy mérfélddel arrébb biz-
tonsagosan féldet ért. Euler a Iéghajé mozgasanak mechanikajan dolgozott, amikor a
Montgolfier testvérek XVI. Lajos el6tt Parizsban egy birkat késziiltek felvinni a leveg6-
be. A repllés szeptember 19-én lezajlott. Euler azonban mar nem hallhatott réla. Ebéd
utan asszisztensével az akkoriban felfedezett Uranusz bolyg6 palyajanak kiszamita-
san dolgozott. A bolyg6 kiilénds palyajat leird, altala bevezetett egyenletek évtizedek
mulva majd a Plutéd bolyg6 felfedezéséhez vezetnek. Euler nem lehetett tanuja ennek
a felfedezésnek sem. Délutan 6t 6ra tajban agyvérzést kapott, és azt suttogta, ,megha-
lok”, miel6tt elveszitette eszméletét. Azon az estén meghalt, bevégezve minden idék
legtermékenyebb matematikai karrierjét.

A svajci szlletés(i Euler, aki élete nagy részét Berlinben és Szentpétervaron tolt6t-
te, kilbndsen nagy hatast gyakorolt a matematika minden teriletére, a fizikara és a
mérndki tudomanyokra. Nemcsak felfedezéseinek fontossaga, mar puszta mennyisé-
ge is lenyligd6zd. Az Opera Omnia, Euler — még nem teljes — 6sszegy(jtdétt munkainak
jegyzéke jelenleg tdbb mint 73 koétetbdl all, amelyek mindegyike hatszaz oldalas. Euler
életének utolsd 17 éve, amely 1766-0s szentpétervari visszatérésétdl 76 éves kora-
ban bekodvetkezett halalaig tartott, eléggé viharos volt. A sok személyes tragedia elle-
nére miiveinek kozel felét ezekben az években irta. Ezek k6zé tartozik a Hold mozga-
sat leird, hétszazhetvendt oldalas értekezése, egy nagy hatasu algebrakdnyv, valamint
az integralszamitas haromkotetes kifejtése, amelyet ugy fejezett be, hogy kézben at-
lagban heti egy matematikai cikket jelentetett meg a szentpétervari akadémia lapja-
ban. A meglepd ebben az, hogy ebben az idében sem olvasni, sem irni nem volt mar
képes: 1766-0s szentpétervari visszatérése utan hamarosan részlegesen elveszitette
latasat, és egy 1771-ben végzett sikertelen halyogmiitét kbvetkeztében végleg megva-
kult. A tételek oldalainak ezreit mind fejbél diktalta.

Harom évtizeddel korabban, még szeme vilaganak birtokaban, Euler irt egy révid
cikket egy szorakoztaté problémardl, amely a szentpétervari otthonatdl nem messze
lévé Konigsbergbdl szarmazott. Kdnigsberg ebben az idében viragzé kelet-poroszor-
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szagi varos volt, és senki nem sejthette, hogy milyen szomoru sors var ra a masodik vi-
laghaboru egyik legadazabb csatajanak szinhelyeként. A korabeli rézkarcok egy, a
Pregel partjain elteriild, gyorsan fejl6d6 varost abrazolnak, ahol serény hajok flottaja és
a vellk folytatott kereskedés kényelmes életet biztositott a helyi keresked6knek és
csaladjaiknak. A prosperald gazdasag lehetbvé tette a varos eldljaréi szamara, hogy
nem kevesebb mint hét hidat épitsenek a folyon. Ezek tébbsége az egyes varosrésze-
ket kototte 0ssze az elegans Kneiphof-szigettel, amely a Pregel két aga kdze ekel6-
dott. Két masik hid a folyd két agat keresztezte (1.1 dbra). A békében és jélétben él6

1.1. dbra. A kdnigsbergi hidak. Kéngisberg elrendezése 1875 el6tt a Kneipfhof-szigettel (A) és
a Pregel folyo folyo két aga kozétti D foldterulettel. A kdngisbergi probléma megoldasa azt
jelentette, hogy a varos koril olyan utvonalat talaljunk, ami egy személyt6l minden egyes hidon
csak egyszeri atkelést igényelne. 1736-ban Leonhard Euler létrehozta a grafelméletet azaltal,
hogy a négy foldteriilet mindegyikét pontokkal (A-t6l D-ig) €s minden egyes hidat pedig egy éllel
(a-tél g-ig) helyettesitett, amellyel egy négy pontbél és hét élbdl allo grafot kapott. Aztan
bebizonyitotta, hogy a kdénigsbergi grafon nem létezik olyan utvonal, amelyik minden élt csak
egyszer metsz.

kénigsbergiek fejtorokkel szorakoztak. Az egyik példaul igy szolt: ,Atsétalhatunk-e
a hét hidon ugy, hogy kdzben egyiken se megyilink at kétszer?” Senki nem tudott ilyen
utvonalat talalni, egészen addig, mig 1875-ben egy Uj hidat nem épitettek.

1736-ban, majdnem 150 évvel az Uj hid megnyitasa el6tt, Euler egzakt matematikai
bizonyitast adott arra, hogy az akkor meglévé hét hidon at ilyen utvonal nem létezik.
Azon tul, hogy megoldotta a kdnigsbergi problémat, révid cikkében tudtan kivil is utja-
ra inditotta a matematika egy csodalatosan gazdag agat, a grafelméletet. Ma a haléza-
tokrol valé gondolkodasunk alapja a grafelmélet. Az Eulert kbvet6 évszazadok alatt a
grafelmélet fejlédéséhez a legnagyobb matematikusok jarultak hozza. Mielétt a halo-
zatok ajtajanak vilagat kitarnank, pillantsunk bele réviden abba a gondolatmenetbe,
amely Eulert az els6 grafok bevezetésére inditotta.
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Euler bizonyitasa egyszeri és elegans, kdnnyen megértheti az is, aki matematikailag
nem képzett. Viszont mégsem a bizonyitas vonult be a térténelembe, hanem inkabb a
probléma megoldasahoz felhasznalt kzbiilsé 1épés. Euler nagyszerl meglatasa ab-
ban rejlett, hogy a kénigsbergi hidakat grafoknak tekintette: olyan pontoknak, amelyeket
élek kapcsolnak 6ssze. Ehhez a foly6 altal egymastol elvalasztott négy foldtertletnek
megfeleltetett négy pontot, és ezeket A, B, C és D betlkkel jel6lte. Aztan a hidakat élek-
nek nevezte el, és vonalakkal kbtotte 6ssze azokat a félddarabokat, amelyek k6z6tt hid
volt. igy egy grafot kapott, amelynek pontjai a félddarabok voltak, élei pedig a hidak.

Euler bizonyitasa egy egyszeri megfigyelésen alapult. Minden paratlan szamu éllel
rendelkez® pont vagy kezd6-, vagy végpontja kell, hogy legyen az utvonalnak. Minden
hidon athalad egy folytonos utvonal, amelyiknek csak egy kezd6- és egy végpontja le-
het. Ezért ilyen utvonal nem létezhet olyan grafon, amelynek tobb mint két, paratlan
szamu éllel rendelkezd pontja van. Mivel a kénigsbergi grafnak négy ilyen pontja volt,
ezért nem is talalhatott volna senki a feltételeknek megfelel® atvonalat.

Szamunkra Euler bizonyitasanak legfontosabb része az, hogy az utvonal léte nem a
mi leleményességlinkén mulik. Ez a graf belsé tulajdonsaga. A kénigsbergi hidak ko-
rabeli elhelyezése esetén, fliggetlenil attél, hogy milyen leleményesek vagyunk, a ki-
vant utvonalat nem talalhatjuk meg. A kdnigsbergiek végul egyetértettek Eulerrel és
feladtak a reménytelen keresést. 1875-ben a B és C terllet kdz6tt uj hidat épitettek, ez-
zel megndévelve e két pont éleinek szamat. Most mar csak két pont (A és D) maradt
paratlan szamu éllel, és egyszerd volt a kivant utvonalat megtalalni. Lehet, hogy ennek
az utvonalnak a létrehozasa volt a hid felépitésének rejtett inditéka?

Visszapillantva, Euler nem szandékos izenete nagyon egyszer(. A grafok és halo-
zatok tulajdonsagai a felépitésiikben rejlenek, és segitenek vagy hatraltatnak minket
abban, hogy az adott hal6zat segitségével valamit végrehajtsunk. Tébb mint két év-
szazadon keresztiil a kénigsbergi graf szerkezete nem engedte, hogy a polgarok kavé-
hazi feladvanyukat megoldjak. De ha egy él hozzaadasaval megvaltoztatjuk a graf fel-
épitését, ez a korlatozas hirtelen megszinik.

Euler eredménye sokféleképpen szimbolizalja e kdnyv Gzenetét. A minket kérilvevd
Osszetett vilag megértésének kulcsa a grafok vagy halozatok felépitése és szerkeze-
te. A csak kevés pontra vagy élre hatd, a topolégiaban végrehaijtott kis valtozasok rej-
tett ajtokat tarhatnak ki, és ezek nyoman Uj lehetésegek keletkezhetnek.

A grafelmélet Euler utan olyan matematikai ériasok hozzajarulasaval lendult fel, mint
Cauchy, Hamilton, Cayley, Kirchhoff és Polya. Ok fedeztek fel majdnem mindent, ami
napjainkban az olyan nagy, rendezett grafokkal kapcsolatban ismert, mint amilyen az
atomokbdl kialakuld kristalyracs, vagy a méhkaptarakban a méhek altal készitett hat-
szogletl racs. A XX. szazad kézepéig a grafelmélet célja egyszeri volt. A kiilénb6z6
grafok tulajdonsagait kivanta feltarni és katalogizalni. A hires problémak kézé tarto-
zott, hogy megtalaljuk a menekdlési Utvonalat egy labirintusbdl; ezt el6sz6r 1873-ban
oldottak meg. llyen volt a sakktablan annak a Iépéssorozatnak a megtalalasa, amivel
a 16 minden mez6t egyszer érint, és visszatér kiindulé pontjaba. Volt néhany nehéz
probléma is, amely évszazadokon keresztlil megoldatlan maradt.

Kétszaz évnek kellett eltelnie Euler gondolatébresztéd munkaja 6ta, mig a matemati-
kusok attértek a kiilénféle grafok tulajdonsagainak tanulmanyozasarol arra a lényeges
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kérdésre, hogyan jonnek létre a grafok, vagy altalanosabban: a hal6zatok. Valéban,
hogyan alakul ki egy valodi halézat? Milyen térvények iranyitjak megjelenésuiket és
szerkezetlket? Ezek a kérdések és az elsd valaszok 1950-ig varattak magukra, ami-
kor két magyar matematikus forradalmasitotta a grafelméletet.

2,

Az 1920-as évek végének Budapestjen egy kilénds mozgasu, 17 éves ifju vagtazott
az utcakon, és megallt egy elegans cipébolt elétt, ahol mérték utan készitett cipdket
arultak. Furcsa formaju labaval, amelyre normalis cipd soha nem illett volna, valéban j6
hasznat vette volna egy cipésznek. Latogatasanak oka azonban nem egy Uj cip6 volt.
Bekopogtatott a bolt ajtajan, majd belépett és — nem térédve az eladénbvel a pultnal —
odament a bolt hatsé részében 1évd 14 éves fiuhoz. Ez a viselkedés akkor is épp olyan
furcsanak tlnt, mint amilyennek ma tinne.

— Mondj egy négyjegyl szamot! — mondta.

— 2532 — j6tt a tagra nyitott szemdi fiu valasza, ahogy rameredt a furcsa alakra. Az
idésebb fiu azonban nem hagyta 6t tul sokaig bamulni.

— A négyzete 6 441 024 — folytatta. — EInézést, 6regszem, és nem tudom megmon-
dani a kbbét. Hany bizonyitasat ismered a Pitagorasz-tételnek?

— Egyet — valaszolta a fiatalabb.

— En harminchetet tudok — folytatta anélkiil, hogy levegét vett volna. — Tudtad, hogy
egy egyenes pontjainak halmaza nem megszamlalhat6?

Miutan az éles esz( fit megmutatta Cantor bizonyitasat, és végzett teendgjével
a cipéboltban, igy szélt:

— Sietek — és igy is tett, sarkon fordult és kivagtatott a boltbol.

Erdds Pal tovabbvagtazott, és a XX. szazad legnagyobb zsenije és leghiresebb ki-
I6nce lett bel6le. 1996-ban bekdvetkezett halalaig tobb mint 1500 matematikai cikket
irt. Ez az Euler 6ta paratlan életm( tartalmazza egy masik magyar matematikussal,
Rényi Alfréddal k6zdsen irt nyolc cikkét. Ez a nyolc cikk a térténelem folyaman elszér
tette fel a legalapvet&bb kérdést gazdagon 6sszekotétt vilagunkrol: milyen modon jon-
nek létre a hal6zatok? Megoldasuk lefektette a véletlen hal6zatok elméletének alapja-
it. Ez az elegans elmélet olyan mélyen meghatarozta gondolkodasunkat a hal6zatok-
rél, hogy még ma is nehezen tudunk téle elszakadni.

3.

Valassz szaz embert, akik kdzll egyik sem ismeri a masikat, és hivd meg 6ket kok-
télpartira. Ha megkinalod ezeket az idegeneket borral és sajttal, r6gtén beszélgetni
kezdenek, hiszen a talalkozas és a masok megismerésére iranyul6 alapveté embe-
ri vagy mindig 6sszehozza az embereket. Hamarosan harminc-negyven, egyenként
két vagy harom emberbdl allé csoport jon létre. Ezutan emlitsd meg az egyik ven-
dégnek, hogy a cimkézetlen s6tétzéld Givegben Iévd vérosbor egy ritka, huszéves,
kivalé min6ségi portoi; sokkal jobb, mint a vérés cimkés. De kérd meg ezt a vendé-
get, hogy csak ismer@seivel ossza meg ezt az informaciét. Tudod, hogy a draga por-
toéi eléggé biztonsagban van, mert baratodnak csak két vagy harom emberrel volt
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ideje a szobaban talalkozni. A vendégek azonban elkerilhetetlentl elunjak magu-
kat, ha tul hosszu ideig ugyanazzal az emberrel beszélgetnek, és ilyenkor tovabb-
mennek, hogy egy masik csoporthoz csatlakozzanak. Egy kilsé megfigyel6 semmi
kuldndset nem venne észre. Mégis lathatatlan személyes kapcsolat van azok ko-
z06tt, akik korabban talalkoztak, de most kilénb6z6 csoporthoz tartoznak. Emiatt
szOvevényes szalak kezdik 6sszekdtni azokat az embereket is, akik eddig még nem
talalkoztak. Példaul, Mari ugyan még nem talalkozott Janossal, de mindketten talal-
koztak Mikivel, és igy Janostdl Mariig Mikin keresztiil vezet egy utvonal. Ha Janos tu-
dott a borrél, valoszinlleg most mar Mari is tud rola, mivel hallhatott réla Mikitél, aki-
nek Janos beszélt réla. Ahogy telik az id6, a vendégeket egyre névekvd mértékben
lathatatlan kapcsok kotik 6ssze, az ismeretségek finom haléja alakul ki, amely a
vendégek nagy részét magaban foglalja. A draga bor egyre inkabb veszélybe ke-
ril, ahogy hire a beavatottak kis csoportjatél egyre tébb beszélgetd csoporthoz jut
el (1.2 abra).

Al Qf« .@ & - 2 3

1.2. abra. A parti. Egy tiz vendégbdl all6 partin, ahol senki sem ismerte a masikat korabban, is-
meretségi kapcsolatok alakultak ki, ahogy a vendégek kis csoportokban elkezdenek egyméssal
fecsegni. El6sz6r a csoportok egymastol elkiildniinek (bal oldali abra). Bar létezik azok kézétt is-
meretségi kapcsolat (folytonos vonal jeléli), akik egy csoportban vannak, a csoporton kiviil még
mindenki idegen. Ahogy mulik az id6 (jobb oldali abra), harom vendég kiilénb6z6 csoportokhoz
megy at, és egy oriascsoport jon létre. Bar nem mindenki ismer mindenkit, most mar egyetlen
ismeretségi halézat van, amely magaban foglalja az 6sszes vendéget. Ahogy kovetjiik az isme-
retségi kapcsolatokat, tetsz6leges két vendég kdzoétt most van Gtvonal.

Feltéve, hogy minden személy tovabbadja az informaciét minden Uj ismerésének,
elér-e a parti végére a kivalo portoi hire minden vendéghez? Biztosak lehetlink abban,
hogy ha mindenki ismerné egymast, akkor mindenki a cimkézetlen tivegbdl 6ntégetné
a jobb bort. Ha azonban minden talalkozas akar csak tiz percig tart, akkor a 99 masik
emberrel ez nagyjabol 16 érat venne igénybe. A koktélpartik ritkan tartanak ilyen
hosszu ideig. Ezért gondolhatod ugy, hogy a baratodnak elarulhatod a titkot, és jo esé-
lyed van arra, hogy a koktélparti végére is marad még a borbdl.

Erdds Pal és Rényi Alfréd mert masképpen gondolkodni. ,A matematikus olyan gép,
amely a kavebdl tételt csinal” — szokta Erdés mondani, Rényit idézve. Az egyik kilono-
sen jol sikerllt csésze kave egy sokat idézett tétellé valtozott. Ha minden ember leg-
alabb egy masik vendéggel megismerkedik, akkor hamarosan mindenki a félretett por-
téit issza majd. Erdés és Rényi szerint harminc perc alatt kialakulna egy olyan
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lathatatlan ismeretségi hal6zat, amely az 6sszes vendéget magaban foglalja. Kénnyen
eléfordulhat, hogy néhany perccel azutan, hogy a jo borrdl hallunk, mar csak egy tres
Uveget talalunk a helyén.

4.

A vendégek, akikkel az iménti koktélparti soran talalkoztunk, részét alkotjak egy olyan
problémanak, amely a matematika Euler altal felfedezett agahoz, a grafelmélethez tar-
tozik. A vendégek a graf csucspontjai, és minden talalkozas egy kapcsolatot hoz létre.
igy keletkezik az ismeretségi halézat (egy graf): pontok élekkel 6sszekéstve. A telefon-
vonalakkal 6sszekotott szamitogépek, testiink molekulai biokémiai reakciokkal 6ssze-
kapcsolva, cégek és vevok, akiket a kereskedelem két egymashoz, az axonokon ke-
resztil kapcsolddo idegsejtek, hidakkal 6sszekotott szigetek — mind példak a grafokra.
Mindegy, hogy pontosan mit jel6inek a pontok és a kozéttik 1évd kapcsolatok, a mate-
matikus szamara ugyanazt jelentik: egy grafot, vagy mas néven haldzatot.

Elegans megoldasnak tlinhet, de minden halét egyszeriien graftként kezelni elég fé-
lelmetes kihivast jelent. Mik6zben a tarsadalom, az internet, egy sejt, vagy az agy mind
abrazolhat6 grafokkal, mindegyikik nagyon kiilénbézik a tobbitl. Nehéz sok kdzds
vonast elképzelniink az emberi tarsadalom és egy sejt k6zo6tt; az el6bbiben baratokat
és ismer@soket szerziink véletlen talalkozasok és tudatos elhatarozasok egyvelege al-
tal, az utébbiban pedig a kémia és a fizika érzelmektél mentes térvényei iranyitjak a
molekulak kozti 6sszes reakciot. Kell, hogy legyen nyilvanvalé kiilénbség a szabalyok
kozott, amelyek a természetben eléforduld kilénb6zé haldzatokban a kapcsolatok el-
helyezkedését iranyitjak. A sok kiilénbdz8 rendszer leirasanak egy modellbe foglalasa
els6 ranézésre lekiizdhetetlen kihivasnak tlnik.

Viszont minden tudds végsé célja, hogy a nagyon Osszetett jelenségekre a lehetd
legegyszerlibb magyarazatot megtalalja. Erdés és Rényi elfogadta ezt a kihivast, és
elegans matematikai megoldast ajanlott az 6sszetett grafok kézoés keretben térténd
targyalasara. Mivel a kiilbnb6z6 rendszerek eltéré szabalyokat kdvetnek sajat haldéza-
tuk kialakitasakor, Erd6s és Rényi szandékosan figyelmen kivil hagyta a kilbnbsége-
ket, és el6alltak a legegyszer(ibb megoldassal, ami a természet szamara lehetséges:
véletlenszer(ien kototték 6ssze a pontokat. Ugy dontéttek, hogy a halézat létrehozasa-
nak legegyszeriibb médja az, ha kockadobassal déntenek. Valassz ki két pontot, és ha
hatost dobsz, akkor helyezz el egy élt kozéttik. Barmilyen mas dobas esetén ne kdsd
Ossze a két pontot, hanem valassz egy masik part és kezdd el6lrél. Erdés és Rényi ezért
a grafok és az altaluk abrazolt vilag kialakulasat alapvetéen véletlenszeriinek latta.

»van egy régi vita arrol — szerette Erd6s mondani —, hogy mi hozzuk-e Iétre a mate-
matikat, vagy csak felfedezziik. Mas széval: ott rejtézik-e valahol mar az igazsag, még
ha mi nem is ismerjuk azt?” Erdésnek volt egyértelm( valasza erre a kérdésre. A ma-
tematikai igazsagok rajta vannak az abszolut igazsagok listajan, €s mi csak felfedez-
zlk 6ket. A véletlen grafok elmélete olyan elegans és egyszer, hogy szamara az 6rék
igazsagok kozé tartozonak latszott. Ma mar tudjuk, hogy a véletlen halézatok kis sze-
repet jatszottak univerzumunk kialakulasaban. A természet e helyett néhany alaptér-
vényt vett igénybe, amelyeket a kbvetkezd fejezetekben fogunk bemutatni. Erdés ma-
ga alkotott matematikai igazsagokat, és a véletlen grafok elméletének kidolgozasaval
egy lehetséges latasmodot vilagunkrél. Nem ismerte kelléképpen az emberi agyat és
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a tarsadalmat kialakité természeti térvenyeket, és legjobb megoldasi javaslata az volt,
hogy kénnyelm(ien azt feltételezte, Isten szeret kockazni. Princetonban dolgoz6 ba-
ratja, Albert Einstein az ellenkezdjérél volt meggy6zédve: ,Isten nem rulettezik a vilag-
egyetemmel.”

5.

Térjlnk vissza a koktélpartihoz, és alkalmazzuk a véletlen grafok elméletét. Induljunk
ki sok elszigetelt pontbdl. Aztan véletlen modon a pontokhoz adjunk hozza éleket, je-
lezve a vendégek kozotti véletlen talalkozasokat. Ha csak kevés élt alkotunk ily mo-
don, akkor az egyetlen kévetkezmény az lesz, hogy néhany pont part kap. Ha folytat-
juk az élek létrehozasat, elkerilhetetlendl 6sszekapcsolunk majd egymassal néhanyat
ezek kozil a parok kdzill, és csoportokat alakitunk ki a kilénb6z6 pontokbdl. De ha
mar annyi élt hozunk létre, hogy minden pontra atlagosan egy él jut, akkor megtorténik
a csoda. Egyetlen hatalmas csoport (6riascsoport) jelenik meg. Azaz, a legtébb pont
egy olyan csoport része lesz, amelyben egy tetsz6leges pontbdl elindulva és az élek
mentén navigalva barmelyik masik pontba eljuthatunk. Ez az a pillanat, amikor a dra-
ga bor veszélybe kertl, mivel a pletyka elér mindenkit, aki az 6riascsoporthoz tartozik.
A matematikusok ezt a jelenséget az 6rias komponens megjelenésének nevezik,
amely komponens tartalmazza a pontok jelent6s részét. A fizikusok perkolacionak hiv-
jak, és azt mondjak, hogy éppen tanui lettiink egy fazisatalakulasnak, olyannak, mint
amikor a viz megfagy. A szociolégusok azt fogjak mondani, hogy egy k6zdsség ala-
kult ki. Bar a kilonb6z6 tudomanyagak kilonbdzd elnevezéseket hasznalnak, abban
mindnyajan egyetértenek, hogy ha egy hal6zatban véletlen modon valasztunk ki és
koétlnk 6ssze pontparokat, akkor valami kiilénleges torténik. A halézat kritikus szamu
él elhelyezése utan drasztikusan megvaltozik. A valtozas eldtt rengeteg pici, elszigetelt
pontcsoportot latunk, emberek kiilénallé csoportjait, akik a csoportokon belil kommu-
nikalnak. A valtozas utan pedig egy oriascsoportunk lesz, amelynek majdnem minden-
ki része.

6.

Mindegyikiink egy nagy csoport része, a vilagmeéret(i ismeretségi hal6é, amelybdl sen-
ki nem marad ki. Senki sem ismer mindenkit a féldén, de az garantalt, hogy barmelyik
két ember kdz6tt e haldban létezik elérési ut. Hasonloképpen, van utvonal agyunk tet-
szbleges két neuronja kozétt, a vilag barmelyik két cége kdzott, testlink barmelyik két
vegyi 6sszetevdje kdzott. Semmi nincs kizarva az életnek ebbél a szorosan 6sszeflig-
g6 haléjabdl. Erdds Pal és Rényi Alfréd megmondta, miért: pontonként csak egyetlen
élre van sziikség, hogy 6sszekapcsolva maradjunk. Személyenként egy ismerds, leg-
alabb egy 6sszekéttetés agyunk minden egyes neuronjatdl egy masik neuronig, testiink
mindegyik vegyi 6sszetevdjenek részvétele legalabb egy kémiai reakcidéban, kereske-
dés legalabb egy vallalattal az Gzleti vilagban. Egy a kiszdbérték. Ha a pontoknak at-
lagban egynél kevesebb kapcsolata van, akkor halézatunk kicsi, egymassal nem kom-
munikalé csoportokra esik szét. Ha pontonként egynél tobb a kapcsolat, akkor ez
a veszély nem fenyeget.



Barabadsi Albert-Laszl6 M A masodik lancszem

A természet Ujbdl és Ujbol tébbszérdsen tullépi a pontonkénti minimum egy kapcso-
latot. A szocioldgusok ugy becstilik, hogy név szerint 200—5000 embert ismeriink. Egy
atlag neuron tébb tucat masikkal all kapcsolatban, néhanyuk ezrekkel. Minden vallalat
szlkségszerlen eladok és vevék szazaival van 6sszekottetésben; a legnagyobbak
kapcsolatok millidival rendelkeznek. Testinkben a legtdébb molekula joval tébb, mint
egy kémiai reakcioban vesz részt, néhany, mint a viz is, tdbb szazban. A valédi haléza-
tok elemei tehat nem csupan 6ssze vannak kapcsolva, a kapcsolatok szama jéval tul-
Iépi a minimalis kiisz6bot. A véletlen grafok elmélete szerint, ahogy az egy pontra juto
élek szama a kritikus egy f6lé ér, az 6ridascsoportbol kimarado pontok szama exponen-
cidlisan csokken. Azaz, minél tébb élt adunk hozza, annal nehezebb lesz elszigetelt
pontot talalnunk. A természet nem kockaztatja, hogy a kiisz6bhdz kézel maradjon.
Messze tullépi azt. Kévetkezésképpen, a koruléttink I1&évé halozatok nem egyszeriien
csak haldk. Ezek siri halozatok, amelyekb8l semmi nem menekiilhet, és amelyeken
belldl minden pont elérhet6. Emiatt ritka altalaban az embereknek a tarsadalomtol tel-
jesen elkllondlt szigete, és ezért tudjuk a testlinket alkotd6 molekulakat egyetlen sejt-
térképen elhelyezni. Emiatt érte el Pal apostol Gzenete azokat az embereket, akikkel
soha nem talalkozott, &s ezért sikeriilt MafiaBoynak? a cimlapokra keriilnie. A kapcso-
latokon keresztil tetteik kdnnyen hatottak millidkra.

7.

Oriasi esemény volt a grafelméletben, amikor Erdés és Rényi felfedezte azt a nagyon
kulénleges pontot, ahol a fazis- vagy perkolaciés atalakulas bekévetkezik, és egy
oriasi csoport bukkan fel. Nemcsak azért, mert ez azt a hihetetlen elérejelzést adta,
hogy fejenként csak egy ismer6sre van sziikség egy tarsadalom kialakulasahoz, ha-
nem féként azért, mert Erdés és Rényi el6tt a grafelmélet nem foglalkozott koktél-
partikkal, ismeretségi hal6zatokkal vagy véletlen grafokkal. Majdnem kizarélag szaba-
lyos grafokra koncentraltak, amelyeknek a szerkezetével kapcsolatban nem merdilt fel
félreérthet6ség. Amikor azonban olyan &sszetett rendszerekrdl van szé, mint az
internet vagy az él6 sejt, a szabalyos grafok inkabb kivételesek, mint gyakoriak.

Erdés és Rényi el6szor ismerte fel, hogy a valddi grafok, a szocialis halézatoktdl a
telefonvonalakig, nem szépek és szabalyosak. Reménytelenil bonyolultak. Miutan ra-
dobbentek, hogy a valddi halbzatok szerkezete milyen bonyolult, a leirashoz feltételez-
ték, hogy véletlen hal6zatokrél van szé.

Visszapillantva nem meglep6, hogy ez a furcsa matematikus paros volt az, amelyik
a véletlenszerliség bevezetésével a feje tetejére allitotta a matematika egy elismert
agat. A szerencse és a véletlen nagy szerepet jatszott életiikben. Bar Rényi 17 évvel fi-
atalabb volt Erdésnél, a szileik kdzo6tti baratsag revén még Budapestrdl ismerték egy-
mast. Amikor 1948-ban Amszterdamban talalkoztak és elkezdtek egytt dolgozni, mar
mindkett&juk mogoétt viharos évek alltak. Rényi a numerus clausus térvények miatt —
amelyek korlatoztak az egyetemre felvehetd zsidok szamat — egy hajégyarban dolgo-
zott. Miutan megnyert egy matematika és egy gérog nyelvi tanulmanyi versenyt, 1939-

2 Kanadai tinédzser hacker, aki 2000 februarjaban 58 alkalommal inditott sikeres tamadast (denial of service
attack) tobb cég honlapja ellen. (A szerk.)
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ben engedélyezték felvételét az egyetemre. Matematikai tanulmanyainak befejezése
utan hamarosan behivtak munkaszolgalatra, ahonnan valahogyan megszkott.

Erdés és kollégai, akik ismerték Rényi haboru alatti ellenallasi tevékenységét, mé-
lyen csodaltak és tisztelték 6t. Egy térténet szerint Rényi nyilas katonanak 6ltézve be-
ment a budapesti gettoba és sikerilt sziileit onnan kihoznia. Evekig élt hamis papirok-
kal a nacik altal ellenérzétt Budapesten. Csak azok tudtak a tetteihez szikséges
batorsagat igazan értékelni, akik jol ismerték a naci rémuralmat. Erthetd, hogy Rényit
mindez a haboru végéig komolyan akadalyozta abban, hogy a matematikara koncent-
raljon; ekkor 1946-ban Leningradba utazott, hogy folytassa tanulmanyait. Itt kreativita-
sa segitségével csodakat mivelt. Gyenge orosz nyelvtudasa ellenére nemcsak meg-
tanulta és rekordidé alatt magaéva tette a szamelméletet, de annak kézismerten
nehéz problémajaval, a Goldbach-sejtéssel kapcsolatban néhany alapvetd tételt be is
bizonyitott. igy amikor két évvel késébb Amszterdamban Erdéssel talalkozott, tobbé
mar nem csak igéretes ifju matematikus és csaladi barat volt, hanem nemzetkézi
elismertségl tudos.

Erd6s addigra mar kialakitotta a ra jellemz6 utazd matematikus életmoédot. Feltiint
egy-egy kollégdja ajtajaban, és kijelentette: ,elmém nyitott” — a matematikai igazsag
faradhatatlan kereséséhez igy szerzett tarsakat. Egyetlen allandé allasra kapott ajan-
latot, Indiana allambél, a South Bendben talalhaté Notre Dame Egyetemtdl. Arnold
Ross, a matematika tanszék akkori vezet6je vendégprofesszori allast ajanlott Erdds-
nek, igen nagyvonalu feltételekkel. Akkor tavozhat, amikor neki megfelel, hiszen az
asszisztense folytatni tudja az el6adasokat, amikor 6 nincs ott.

A Notre Dame akkor még egy katolikus mivészeti f6iskola volt, nem az a neves
egyetem, amivé évtizedek mulva valt. Mindamellett Erdésnek nyugodt és kényelmes
munkakdrnyezetet ajanlott, és lehetéséget a pap kollégakkal valé gyakori beszélgeté-
sekre. Erdés ezeket, az univerzummal és az istenséggel kapcsolatos sajatos latas-
moddja miatt, kilondsen élvezte. Amikor egyszer megkérdezték az ott toltoétt id6rél,
visszafogottan megjegyezte, ,tul sok a pluszjel”, amivel az egyetem teriiletén talalha-
t6 keresztekre utalt. Mikor végiil a Notre Dame alland6 allast ajanlott fel Erdésnek, ha-
sonldéan kényelmes feltételekkel, 6 udvariasan visszautasitotta. Valészindleg tul ne-
héz lett volna elviselnie, hogy az életét jellemz6 véletlenszerliséget és varatlansagot
elveszitse.

8.

Erdés és Rényi amszterdami talalkozasa egy szoros baratsag és egyittmiikddés kez-
dete lett, amely Rényi 1970-ben, 49 éves koraban bekdvetkezett korai halalaig tébb
mint harminc kézds cikket eredményezett. E publikaciok k6zott van a grafelmeélet nyolc
legendas cikke. Az els6ben, amelyet t6bb mint egy évtizeddel az amszterdami talalko-
z6 utan publikaltak, el6szoér foglalkoztak azzal a fontos kérdéssel, hogyan alakulnak ki
a grafok. Az a megkdzelités, ahogyan 6k a grafelmeéleti problémak kezelésére a vélet-
lent felhasznaljak, akkor valik igazan vilagossa, ha megnézziik, hany éllel rendelkezik
a graf vagy halozat egy-egy pontja. A szabalyos grafok abban kivételesek, hogy min-
den egyes ponthoz pontosan ugyanannyi él csatlakozik. Valéban, a meréleges egye-
nesekbdl all6 kétdimenzids hald egy egyszerl négyzetracsot alkot, minden pontjaban
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pontosan négy éllel, a méhsejtek hatszdgletli racsaban pedig minden pont harom ma-
sikkal van 6sszekotve.

Az ilyen szabalyossag nyilvanval6éan hianyzik a véletlen grafoknal. A véletlen halo-
zati modell alapgondolata a teljes esélyegyenléség. Az éleket véletlenszeriien helyez-
zik el, és igy az 8sszes pontnak azonos az esélye arra, hogy megkapjon egy élt, pont
ugy, mint Las Vegasban, ahol feltehet6leg mindnyajunknak egyforma az esélye a f6-
nyeremény megnyerésére. Persze ennek ellenére a legtdbb jatékostarsunk szege-
nyebben hagyja el az asztalt, mint mikor letlt. Hasonléképpen, ha véletlenszer(ien he-
lyezzik el a grafban az éleket, akkor egyes pontokhoz t6bb él tartozik majd.
Néhanyuknak meg pechjik is lehet, és egy ideig nem kapnak semmit. Erd6s és Rényi
véletlen vilaga egyszerre lehet tisztességtelen és nagylelk(. Valakib8l szegényt, ma-
sokbol gazdagot csinal. Viszont az Erd6s—Rényi-elmélet hosszu tavu elérejelzése sze-
rint ez csupan latszat. Ha a halézat nagy, akkor az élek teljesen véletlenszer( elhelye-
zése ellenére majdnem minden ponthoz nagyjabol azonos szamu él fog tartozni.

A jelenség jol szemléltethetd ugy, hogy a koktélparti utan megkérdeziink minden
vendéget, hogy hany ismeretséget kétott. Miutan mindenki elment, egy hisztogramot3
rajzolhatunk ugy, hogy abrazoljuk, hany vendégnek lett egy, ketté vagy pontosan k Uj
ismer&se. Erdds és Rényi véletlen modelljére alkalmazva ennek a hisztogramnak az
alakjat 1982-ben Erd8s egyik tanitvanya, Bollobas Béla vezette be és bizonyitotta eg-
zakt matematikai eszk6zokkel. O ma a memphisi egyetem és az angliai Trinity College
professzora. Eredménye azt mutatja meg, hogy a hisztogram Poisson-eloszlast kdvet,
amelynek néhany kilénleges tulajdonsaga e kényvben gyakran felbukkan majd.
A Poisson-eloszlasnak van egy kiemelkedd csucsa, ami azt jelzi, hogy a pontok tobb-
ségéhez ugyanannyi él csatlakozik, mint az atlagos csucshoz. Ennek a két oldalan az
eloszlas gyorsan csokken, jelezve, hogy az atlagtél valé jelentds eltérések kiilonlege-
sen ritkak.

VetitsUk vissza ezt a hatmilliard emberbél all6 tarsadalomra. Ha igaz a Poisson-el-
oszlas, akkor a tdbbségiinknek nagyjabél azonos szamu baratja és ismerése van, és
exponencialisan ritkan talalunk olyan embert, akinek az atlagnal Iényegesen tébb vagy
kevesebb baratja és ismerdse van. Ezért a véletlen grafelmélet elérejelzése szerint,
ha véletlenszerlen jel6ljik ki a szocialis kapcsolatokat, akkor egy rendkiviil demokra-
tikus tarsadalomhoz jutunk el, ahol mindegyikiink atlagos, €s nagyon kevesen térnek
el ettdl a nagyon szocialis vagy teljesen aszocialis tipus iranyaba. Egy nagyon egysé-
ges szerkezetl halézatot kapunk, amelyben az atlagos esetek a leggyakoribbak.

Erdés és Rényi véletlenszer( vilagegyetemét az atlagok dominaljak. A modell sze-
rint a legtébb embernek nagyjabol azonos szamu ismerdse van, a legtébb neuron ké-
zel azonos szamu masik neuronnal kapcsolodik, a legtébb vallalat nagyjabol azonos
szamu masik vallalattal kereskedik, a legtdbb weboldalt kérilbelil ugyanannyian lato-
gatjak. Ahogy a természet vakon dobalja a kapcsolatokat széjjel, hosszu tavon egyet-
len pont sem lesz kitlintetett vagy kihagyott.

3 Eléfordulasi gyakorisagi grafikont (a szaklektor).
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9.

A halézatokra vonatkozo6 tudomanyos gondolkodas 1959-es bevezetése 6ta meghata-
rozé Erd6ésnek és Rényinek a véletlen hal6zatokrol sz6l6 elmélete. T6bbszorés szem-
Iéletvaltast hozott, ami tudatosan vagy nem, de beves6dott mindenkinek a gondolko-
dasaba, aki halozatokkal foglalkozik. Egyenléségjelet tett a komplexitas és a véletlen
kézé. Ha egy halozat tal bonyolult volt ahhoz, hogy egyszerti feltételekkel leirjak, akkor
ez arra 6sztondzte a kutatokat, hogy véletlen halézatnak tekintsék. Tébb mint valoszi-
nd, hogy a tarsadalom, egy sejt, a tavkézlési haldzatok vagy a gazdasag egyarant
eléggeé komplex, hogy jol illeszkedjen ebbe a képbe.

De mégis, valami gyanus ezzel a véletlenszer( vilagegyetemmel, ahol minden pont
egyenl6. Meg tudtam volna-e irni ezt a kényvet, ha a testem molekulai ugy déntenek,
hogy teljesen véletlenszerlien Iépnek egymassal reakcioba? Lennének-e nemzetek,
allamok, iskolak és templomok, vagy barmilyen mas, a szocialis rendre utal6 jelensé-
gek, ha az emberek teljesen véletlen médon miikédnének egymassal egyiitt? Létezne-
e gazdasag, ha a vallalatok vevdiket teljesen véletlenszeriien valasztanak meg, és el-
adoikat kockak millidival helyettesitenék? Tobbséglink ugy érzi, hogy a vilag,
amelyben élink, nem véletlenszerd, és hogy a komplex rendszerek mégétt valamilyen
rendnek kell lennie.

Akkor miért vélekedett ugy két ilyen paratlan elme, mint Erd6s és Rényi, hogy a ha-
I6zatok kialakulasa egy teljesen véletlen folyamat? A valasz egyszerl. Soha nem pro-
baltak megalkotni a hal6zatok kialakulasanak altalanos elméletét. A véletlen halézatok
matematikai szépsége sokkal jobban izgatta 6ket, mint az, hogy képes-e modelljik hi-
ven megragadni a benniinket kériilvevé természet haloit. A biztonsag kedvéért 1959-
es korszakalkoto cikkiikben megjegyezték, hogy a grafok keletkezése felfoghato bizo-
nyos kommunikacios hal6zatok (vasut-, ut- vagy elektromos halézati rendszerek stb.)
kialakulasanak nagyon leegyszerisitett modelljeként. A valédi vilagba tértéent révid
kiruccanasuk ellenére ezen a teriileten munkajukat inkabb a probléma matematikai
mélységeire vonatkozd oriasi kivancsisaguk motivalta, mint a lehetséges alkalma-
z4sok.

Erdds lenne az els6, aki egyetértene veliink abban, hogy a valédi halézatoknak kell,
hogy legyen szervezd elve, amelyik megkulénbozteti ket az altaluk 1959-ben beveze-
tett véletlen hal6zatoktél. De az 8 szamara ez nem lenne érdekes. A véletlenszeriisé-
get feltételezve egy Uj vilagra nyitott ablakot, amelynek matematikai szépsége és ko-
vetkezetessége a grafelmélet késébbi munkai mogotti hajtderdt adta.

Egészen a kdzelmultig csak egyetlen modszeriink volt arra, hogy vilagunkat leirjuk.
igy a halézatmodellezésben a véletlen halézatok dominaltak gondolkodasunkat. Az
Osszetett valodi halozatokat alapvetéen véletlenszerlinek tekintettik.

Erdés tartja a rekordot abban, hogy érdekes problémakat talal ki, €s gondoskodik
réla, hogy valaki megoldja. Bar soha nem volt annal a néhany ruhanal tébb tulajdona,
mint amennyi belefért egy kis bor kézitaskaba, amellyel mindig utazott, mégis gyakran
ajanlott fel az altala érdekesnek talalt problémak megoldasaért vagy bizonyitasaért
pénzjutalmat. Ot dollart, ha a problémat egyszeriinek gondolta, az igazan nehezekért
pedig 6tszaz dollart. Es valéban boldogan fizetett, ha a bizonyitast valaki benyuijtotta.
Nem szamitott, ha gyakran az egydollaros probléma nehezebbnek bizonyult az 6tszaz
dollarosnal. A szerencsés matematikusok, akik megkaptak a jutalmak egyikét, soha
nem vettek fel a csekkért jard készpénzt. A csekket tébbségik bekereteztette. A juta-
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lom a szazad egyediilallé zsenijétdl szarmazo kildnleges elismerés volt, semmi pénz
nem ért volna fel a dij szellemi értékével.

Kovessiik Erd8ds példajat, és tegyilink fel egy kérdést, amit 6 soha nem vizsgalt. Mi-
lyenek a valddi hal6zatok? A probléma ilyen pontatlan felvetésével soha nem lett vol-
na elégedett. Ez igy tul tag. Lehet, hogy egyértelm( valasz nem is adhaté ra. Kénnyen
lehet, hogy soha nem talalunk preciz bizonyitast hozza. llyen formaban valészinileg
nincs is benne a Kényvben, ami Erdés szamara a j6 matematikai bizonyitasok és téte-
lek gyljteménye. Lehet, hogy ez a kérdés nem nyerte volna el Erdds tetszését, de a
kovetkez6 fejezetekben meg fogjuk latni, hogy a matematika vilagan kivil milyen oéria-
si elérelépést jelent.
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