401

Milyen eljarast kovessiink, s mily miiszereket hasz-
naljunk az erddk felmérésénél ?

Irta : Batyka Jinos.
(Folytatas).
Melléklet @ Foldmértani rajz“ 8 dbrdval.
11

A sokszogtan (Polygonometria) ismertetése.

A) Elméleti szabdlyok A megelozo szakaszban
eloadottakbél meggyozodtimk arrél, hogy ugy a vonalak, mint
szogok mérésénél és azoknak a papirra valé felhorddsdndl
(térképezésénél) némi csekély, az eldbbeni fiizetben szdm sze-
rint kimutatott eltéréseket mar a miiszerek tokéletlensége miatt
is el nem keriilhetjiik, minél fogva a megmért vonalakat és szi-
geket a valdsdgndl hol nagyobbaknak, hol kisebbeknek talaljuk.

Ezen eltérések magukban véve egyenkint jelentéktelenek
ugyan, de egy nagyobb teriilet felmérésénél egymasra halmo-
z6dva oly jelentékeny osszegre novekedhetnek, mely miatt a fel-
mérési munkdlat pontossiga szembetiindleg szenvedni fog. Valo-
szinii tehdt, sot tapasztalds szerint bizonyos is, hogy habir a
tevoleges eltérések egy nagyobb terilet felmérésénél megsza-
porodott Osszege a nemleges eltérések oOsszegét részben ki is
egyenliti, mind a mellett rendszerint marad még némi killonbség
ez eltérések Lozt, mely abban nyilvinul, hogy a felmért idom
kerillet nem zirddik teljesen. !

Azon modot, mely altal ezen eltérések ndévekedését elke-
rillni, vagy azokat kozvetett szamitds segitségével legalibb lehetd
legkisebb mértékre leszdllitani lehessen, a soksz 6 gtan nyujtja,
mely mdr ezelott 70 évvel Dizel, Neumann és Prindel dltal *)
teljes kifejlodését nyerte.

) Lasd Winkler Praktische Geometrie. Seite 267.
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. Ennek elméletét és legsziikségesebh szab&lyalt iobjuk e
sza,kftszban r0v1den meglsmertetnl

Mieltt azonban e szabdlyok levezetésebe bocsatkoznank,
szitkséges az elméleti mértanbél a kovetkezoket emlékezetiinkbe
visszaidézni.

Minden egyenes vonalakbdl allé idom, ugyanannyi oldalt
mint szogot foglal magdban s e szerint kétszer annyi elembdl
ill, mint a hany oldala van. Valamint minden haromszognél.
mely hat kilonbozo elembdl (hdrom oldalbdél és harom szoghol)
all, ezek kozil hirom ismeretlen lehet, épen ug} lehet egy
sokszognél hirom elem 1smeret1e11 szilkséges tehdt, hogy min-
den " oldalu sokszovnel n—3 elem szakadatlan Osszefiigges-
ben ‘adva legyen, hogy a hdrom ismeretlent szdmitds dltal
meghatirozhassuk. '

Minden  soksziognek Osszes Dbelso szogel zmnylszor tartal-
maznah 180 fokot, a hma) oldah mg} szoge van az idomnak,
lev onva ezen osszegbol 360 fokot; e szerint egy » oldalu idom
osszcgemek osszege = 1. 180Y—360%= n. 1800—2-1800=
18(}“ (n—2). Ha tehit egy idomnak Osszes szogei L{,)llelx
huetelevel 1bmexetebek, akkor ezen ismeretlen szogot ugy meg-
hata.lozhat.]uk,:ha az ismert szogbk Osszegét 180%n—2)- bol

lexouJuk P. o.: ha egy négyszog adott szogel kovetkezO mé-
1etnket tattalmaznal\ ; A== 850 38

L_IOGO 12

C= 970 50

(Osszegik tehdt 2890 40 - tészen.

A négyszog ObS.éeS szogei azonban a fentebbiek szerint
1t>00 (4—2) = 18002 = 360 fokot tartalmaznak, kovetke-
.coleg a mnegyedik ismeretlen szog 360°0—289040'=700 20
tészen.

S logarithmikus tdblakban tudvalevileg csakis a hegyes
sz0gok fiigvényei (funectioi) 1évén kimutatva, minden szogot, mely
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90 foket tulhalad, sziikséges egy hegyes szdgre visszavezetni,
azaz annak mnagysigit 1800-bél, illetoleg  ennek tobbesébol
vagy megforditva  levonni, 'mert ‘a' hdirom 'szogtan szabalyai
szerint ' két oly szog, mely Osszeadds vagy levo-
nis ‘utjdn - egymast 180°%ra, vagy ennek tobhe-
sére kiegésziti, egyenlo figvényekkel bir, csak
hogy ezen fugvcn;ek mint aldbb latni fog]uk reszben ellenkezo
irdnyban fekszenek. : : :

Ha mér most ehez képest 'z egy "hegyes' szogit, R==90",

ghigy 2 R=='1800 -4’ R 3600 sth. Jelent akkor lesz :
S = LS e, /
STe08) g=="""cos. 'a,
Csind (20 RAy) = i
oS (FPRAVYY HOSS_L0Eaet B
Lsth) (2 Rty S g, 1)
Cosii(2 Ry LN _S8eggVy
gin, (4 R—n) =S2PASI80
s U R ) L N0 g2y i
Uil R ) S gy T
BSOS v RS (HE0GEILL TULES (030

' Ezén 'szabdly. aklor s @l ha [alh 4 Rrel megszahtott
lxm‘etkeztetesekeh 68, FPGEN P4 Rivé lnféribsz‘tjiﬂ\, és"az
efrwéé fﬁgven‘;fek ftitéti ]eﬂ’ye} \*41:0'3 is ‘arb knik fekvise! 1S utryém-
azon’ rendben’ V‘ﬂtomwk 49K ”1!{ ik lsmétlesnel mmt az
e]qﬁ 4 Binél bt ololotont Hoxatom {etli sloss snnlew

Ennek konnyebb megérthetése veget‘t segﬂ*swégul hwjuk a
mellékelt - rajz "ok abmﬁit Firen | :ibrﬁbaﬂ"'a"'néfryszbgdk kozt
fekvo, egymé,st derekszﬁgbe’n métsgc? Kkét vonal Kozl ‘a fddg,ﬁ—
Ieges rEndszaltengelynek, i vizszintos metsrektengeiynek, a uegy-
sz0g0k *pedig  negyedeknek neveztetnek az  elemzo mértanban
és az' egyes negyedek' SZAmithsa az ‘ofa mutats Jjdrdsa szerint
balrél jobbfelé torténik. A metszéktengely - felso oldalén’ 16vé
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sinusok tevolegeseknek, az alsé oldaldn 1évo nemlegeseknek, a
rendszdltengely baloldalén 1évo cosinusok tevilegeseknek, jobb
oldalin levok nemlegeseknek vétetnek, e szerint az I-s6 ne-
gyedben a sinusok (), a cosinusok (-+); a Il-ik negyedben
a sinusok (+), a cosinusok (—); a Ill-ik negyedben ugy a
sinusok mint cosinusak (—); végre a IV-ik negyedben a sinu-
sok (—-), a cosinusok (-+) jegygyel birnak.

Ezeknek elorebocsitisa utdn, hogy a ‘térképezendd idom
pontjait meghatdrozhassuk, sziikségiink van oly kozvetitd ele-
mekre, melyek segitségével az egyes pontok fekvését az adott
szogokbol és vonalakb6l a sokszogtan utjdn kiszdmithatjuk.
Ezen kozvetito elemek képezése, valamint a leszdrmaztatandd
képletek emlékezetben valé kénnyebb megtartisa végett a
polygonometridban a keriileten felvett azon szigoket, melyek a
vonalak 4ltal a felmért idomon belil képeztetnek, balrél jobb-
felé folyé rendben «, «,, «,-val, az ezen szogik utin kovet-
kez6 oldalakat a,, a,, a,-val sat. jelezziik.

Alapvonalnak, vagyis metszéktengelynek az idom keriile-
tének leghosszabb vonaldt, vagy pedig az idom legtdvolabbi
pontjait osszekotd atalét (Diagonale) vessziik. Jelen példinkban,
(lisd az 1-s6 4brit) alapvonalnak az ag-al jelzett vonal véte-
tett, kezdépontnak pedig e vonalnak «,-al jelzett végpontja.
Ezen alapvonalra a szogok csicsaib6l fiiggélyeseket bocsatunk,
melyeket rendszalaknak (Ordinata) nevezink, az alap-
vonalnak ezek altal metszett megfelelo részei pedig metszé-
keknek (abscissae).

Azon sziogok, melyek az alapvonalra fiiggélyesen, valamint
azzal parhuzamosan huzott vonalak altal a sokszogben képez-
tetnek, s melyek a rendszilak és metszékek meghatirozisara
szolgdlnak, s ennélfogva segédsziogoknek is neveztetnek,
részint a keriilleten 1évo, részint pedig derékszogok dltal a
kovetkezo mddon hatdrozhaték meg :
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1. m=—=k; de k==180°—s,, tehit m—180"—,_;

2. py=—a,—M=—0,—180°+a —a, +a,—180"

= (“1 el R)

3 D:R——pl =R—(o¢l Aty ——= 2 R)=—3 R—(al +a,)

4. py==Sa;—R—n—a,—R—{3R—(g, +4a,)

' =(a, e +a3)—4 R
5.p=R—92:R—(al—1—a2—|—a3)—|—4R=5 R_(“1+“2+“s)
6. Q= a*—p::x*—5R+(a1 —|—o:2 +a3')

b —(a,+ o, +ea,+a)—bR

7. py=R—q=R—(a, +a,+a,+2)+5R

L —§ R-—(acl—l—ag-i-as*l—aé)

Bpr==di=p, :“5_6R+(“1 ta,ta +°‘d.)
=(a1+a2-|—oc3+ac4+ocﬁ)——6R sat.

Ebbol eléggé tinik ki azon torvény, melyet egy nagyobb
szdmu elemekbol 4116 idom segédszogeinek leszdrmaztatdsinél
kovetnink kell. 3

Az egyes pontok metszékeinek és rendszélainak megha-
tdrozdsdhoz csupdn o, p,, p, €8 p, sz0gokre 1évén sziikségink
csak ezeknek sinusait és cosinusait fogjuk levezetni, és pedig :
1. sin. p, == sin. («,+a,—2 R), melynek egyszerisitése
végett a Lkovetkezd ismeretes hdiromszogtani képlethez kell
folyamodnunk :

sin. (a—p) = SiN. a«. €OS. B—sin. B. €08 a.

Ha ezen képletben ~-at az 1. alatti egyenletbdl (a, +a,)-
val, -4t pedig 2 R-el helyettesitjik, lesz : sin. (2, +a,—2 R)
— sin. (a,+a,) c0s. 2 R— sin. 2 R. cos. (a,+2,); de mi-
utén cos. 2 R == — 1, sin. 2 R=—0 : kovetkezik, hogy swn.
(¢,+a,—2 R) == — sin. (z,4,2) és ugy tehdt sin. p,=——
sin (o, 4a,); ”

2. sim. p,==sin. (a,+eo,+a—4 R) és a fentebb mon-
dottak szerint sin. p, == sin. (a, +a,+a,). cos. 4 R — sin. 4 R
2
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cos. (a, +a,ta,) == s (&, + a,+a,), mert cos. 4 R=1 és
sin. 4 R=0.

Hasonléképen lesz :

3. sin. p, = sin. [6 R— (a,+a,+=x,+a,)]=sin. 6 R.
cos. (a,+a,+2,+a) — sin (a,+a,+a;+a) cos. 6 R =

sin. («, +a,+a,+a,), mert sin. 6 R =—0és cos. 6 R — — 1.
4. sin. Pe — 3N, (a:1+ae+cx3—|—a4+a5 — 6 R) = — sin.
(o, +a,+a,+a,+a)

Ugyanezen mddon szarmaztatjuk le a cosinusokdt is, u. m.:

1. cos. p, = c08. [(,+a,) — 2 R] = cos. (a,+=,). cos.
2 R + sin. (a,4a,). sin. 2 R— — cos. (a4 +a,)

2. ¢0s. p, = ¢08. [(a, +«, +2,) — 4 R] = c08. (&, +=, + ).
cos., 4 R 4 sin. (a, +a,4a,). sin. 4 R = cos. (¢, +a,+a,)

3. cos. p, ==c08. [6 R — (&, +a,+2,+=,)] = cos. 6 R.
cos: (@ +a,+a,+a,) + sin. 6 RB. sin. (at+a,+a,4a,) =— —
cos. (“1+“s+“s+“4)'

4. cos. p, = c08. (a,+a,+a,+a,+a, — 6 R) == cos.
(a1+a2+as+a4+aﬁ). cos. 6. R <4 sin. (al-{waci-%—aa-{—a&—!—aﬁ)‘
sm 6 R. s COS. (“1 =g, a +ac4-i~sc5)-

Az eképen leszdrmaztatott hdromszogtani fiigvényeket
konnyebb attekintés kedvéért kovetkezid két csoportba elren-
dezzik :

1. sin. «, == Sin. % ;

2. sin. g, = — sin. (ja+a,);

3. SN, py = sin. (a, +a,+a,);

4. sin. p, == sin. (o, Arey b as e, )

5, sin. p, = — sin. («,+a,+a,+ o, +a)
g C08. @, == — C08. &}

2. ¢08. p, = — €08, (,+a,);

3. cos. p, = c08. (a,+a,+a,):

4. cos. p, =— — cos. (&, 4o, Fag+a) s

5. cos. B B = (CO8, (“1+°‘:+°‘s+a¢+“5)'
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Ezeknek segitségével mar most az alapvonalra huzott
fiiggolegesek és parhuzdmosak dltal képezett derékszogii hirom-
szigokbol az egyes rendszalakat és metszékeket is kiszdmit-
hatjuk. A hdromszogtan egyik ismeretes szabdlya szerint ugyanis:
.2 befogé egyenlé az atfogénak az ezen befogéval szemkiozt
fekvo szog sinusdvali, vagy a mellette fekvd szog cosinusdvali
szorzatdval® minél fogva :

1. Az elsé rendszil «, 1 = a,. sin. a.

2. A misodik rendszdl «, 2 == a, b+b 2 —a,. sin.a, — a,.
sin. (a,+«,); mert a masodik része t. i. b 2 — o, 1 = a,.
Sin. a;, az els6 rész pedig az «, «, b héromszoghol kiszdmit-
tatik : o, b=—a, sin. (a,+a,)

3. A harmadik rendszdl «, 3 ==&, c-+c3=—=a, C+a, 2=2,
SN, o, — Bg. SiN. (a1+a2) ~+ a5 s, (azl-l-oc2+at3).

A negyedik rendszél «, 4 = a, 3 — «, d=2a,. siN. a;— 8.
$in. (a, 4a,) + a5 si0. (2, +a, +a,) — 8, S0 (et t+e,)-

Hasonlé mdédon szamitjuk ki a metszékeket is :

1. Az elsd metszék «, 1 =—a, co05. a.

2. A masodik metszék o, 2 —=1...2 — g, 1 =g,b— a, 1
== 8. C0S. & — 8, COS. (a,-a,)

3. A harmadik metszék (2...3 = «, ¢) darabbal hosszabb
az elobb kiszdmitott mésodik metszéknél, kovetkezileg az
(¢ ¢ — 2....3) az utébbihoz hozzdadandé, tehit « 3 =
2, 2 + a, C=—12,.C08. ay— &,.C08. (2+a,) + 8. COS. (@y+ o, +a,)-

4. A negyedik metszék «, 4=—=« 3+3... 4—a, 34z, d=—a,.
008. a; — 8y €05, (&, 4-a,) + 85 €08 (a,+4z,+2,) — 8. Ccos.
(e, oy ta,+a,) sat.

Jegyzék. Miutdn az el6ttink fekvo 1-s6 4brdban az
a, vonalat alapvonalnak (metszéktengelynek), «,-at pedig a de-
rékszogii tengelyrendszer eredetének, azaz kezdopontjanak vet-
tik : az ezen kezdoponttél jobbfelé esé metszékek tevdlege-

“seknek, a balfelé estk ellenben nemlegeseknek tekintenddk ;
9.
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épen igy vétetnek a metszéktengely felsd oldaldn 1évé rend-
szalak tevolegeseknek, ellenben annak alsé oldaldn 1évék nem-
legeseknek. Innen magyardzhaté azon latszélagos ellentmondas,
mely fentebb 2. alatt levezetett 2, 2=a,. cos. a; 1—a,. cos. (2,4-2,)
képletben észlelhetd. Itt ugyanis elsé tekintetre ugy latszik,
mintha o, b==-—a, cos. (a, 4-«,) mennyiség «, 1 —a,. cos. «
mennyiséghol volna levonandd, holott a dolog természete, az
idomot tekintve, épen az ellenkezét kivdnja, t. i. hogy («, 1)
az («, b)-bol levonassék. Kzen ldtszilagos ellenmondés onnan
ered, hogy az «, szognek cosinusa nemleges jellegii lévén,
ha a szintén nemleges tényezivel (—a,)-val szoroztatik, a
szorzatot tevolegessé teszi. Tehdt : o, 2=—=a; b — a, 1 =

8K — €08. (2, +&,) — &, X — c0S. ay = — 8. €05. (2, +a,) +
a,. €08. «, vagy kozonségesen a,. cos. a; — a5 €03. (2, +a,).

Ebbol kitetszik, hogy a tagok (szorzatok) osszeaddsdnak, vagy
levonasanak jellege mindenkor a sinusok és cosinusok helye-
zetétol fige.

Konnyebb attekintés végett az egyes rendszalakat y v, y,.. .-
val a metszékeket X, X, X,...-val megjelolve, a fentebb 1, 2, 3,
és 4. alatt eszkozolt kiszdmitdsok végeredményeit az alibbi
két csoportba osszéallitjuk.

1. .yi==8,. 800 a;

2. Yo=2a, SM. a, — 8 Sin. (a,+2,);

3, Ys=2,. Sin. a,-— ay Sin. (z,4=,) -+ 85 Sin. (o, 45 4) 3

4.y =2, Sin. a;—,. 800 (2, 4-=,) 4 8. 8N, (2,42, 42,) — 2
Sin. (""1'}"9‘3"{"23"“"4)‘

3 . CEESE PR TR VAN

2. X,=a,. c08. a; — 8y c0s. (% +%);

3. Xy==a,. c05. a;— 8y €05, (a,4-25) + 8. COS. (a-23+2,).

4. X ==2,. €05. o;—8y. C0S. (@14 3) +Bs. COS. (2; 23 ~23) — 8y
€OS. (a4 ag+4 23+ 2,).
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E két csoportban eléggé vildgosan ki van fejezve azon
szabdly, melyszerint akdr milyen szdmos oldalu idomnak ugy
rendszdlai, mint metszékei is kiszdmithaték azon kiilonbséggel,
hogy tényezdkképen amott a sinusok, itt pedig a cosinusok
szerepelnek. E mellett megjegyzendd, hogy az elsé pont rend-
szdldnak és metszékének értéke -—

Ha az =z, «, «; hiromszogben (ldsd 2. 4brit) z, x5 = a,
oldalt alapvonalnak vesszilk, akkor az elsé rendszdl, vagyis az
«, pont rendszdla — a, sin. a,, a médsodik rendszal, vagyis
az =y pont rendszdla -—= a,. sin. « —3a,. sin. (2, +a,) = 0.

Ugyanezen haromszogben az elsé metszék : a,. cos. «,, a
mfsodik metszék : a,. cos. «, — 8, o8, (a, +-2x,) — a5

Egy négyszogben (lasd 3. abrat) a harmadik rendszal :
a. Sy — 85 st (a, +x,) + dg. Sin (2, +a,+2,) == 0,

a harmadik metszék : a,. cos. «, — a,. cos. (a, +=,) + @,
cos. (=, —I—-a?—i—aa) = Q.

Egy otszogben (lasd 4. abrat) a negyedik rendszél :
a,. 8. 2, — g st (al—i—-zz) S T (0‘1_]_5"2""“5) =2aa
st (z, da,+a,+a,) =0,

a negyedik metszék : a,. cos. «, — a, cos. (2, +=%,) + &

R cos. (oo +a) — 8; €08 (o 4o, +ayta) =2

Kzek szerint tehdt akdrhdny oldalu sokszog végsé pontja-
nak mind rendszila, mind metszéke egygyel kevesebb tagbdl all,
mint a hiany oldala vagy szbge van az idomnak. Az egyes tagok
jegyei akként valtoznak, hogy az elsé tevéleges, a masodik
nemleges, a harmadik tevoleges, a negyedik ismét nemleges sth,
tehat minden pératlan szdmu helyerr dllo tagnak jegye tevoleges,
a paros szamu helyen 4ll°é pedig nemleges ugy a rendszdlak-
nal, mint metszekeknél. Minden tag két tényezobol all, melyeknek
egyikét mindenkor a sokszignek azon oldala képezi, mely a
rendszalnak illetoleg metszéknek kozvetlen szomszédsdgdban

 fekszik, ngy hogy az elsé tag a sokszdg elsé oldaldt, a mdso-
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dik tag annak mésodik oldalat stb. birja tényezéil; a tagok
misodik tényez6jét képezi azon szognek sinusa, illetbleg cosi-
nusa, mely a rendszdlat, illetdleg metszéket megelozd szdgik
osszegébol 4ll. P. o. a négyszognél a harmadik tag:

a5. c08. (a, +a,+a,)

Az itt eléadottakbdl a sokszogtannak azon két fotantétele
kovetkezik, miszerint:

@) Az utolsé pont rendszaldnak értéke akdr-
mely idomnél mindenkor egyenlé O-val.

b Az utolsé pont metszéke akdrmely idom-
n4l mindenkor egyenld az alapvonallal

E két foegyenletb6l mar most leszirmaztathatunk egy
harmadik féegyenletet is, mely s sokszigtanban egy ismeretlen
szognek a tobbi adott elemekbdl valé meghatdrozdsdra szolgdl.

Ha p. o. egy hatszogben (ldsd 6-ik dbrat) minden oldal
és minden szog, egy oldalnak és a mellette lévé két szognek
kivételével adva vagyon, akkor az ismeretlen o szogot ugy
szdmithatjuk ki, ha a fentebbi két foegyenlethol oly egyenletet
alakitunk, melyben az ismeretlen a, oldal el6 nem fordul
Ennek eszkozlése végett az ismeretlen a, oldalt utolsénak, az
els6 a, oldalt pedig alapvonalnak vesszilk, s az idom ezen
fekvésénél az utélsé =, pontnak rendszdlit és metszékét ki-
szdmitjuk.

A fentebbi tantételek szerint az elottink fekvé idom
utolsé rendszdla, vagy is «, pontnak rendszéla :

8y, SN, ay — 8g SN («,+a,) + 8. SN (o, 4o, +2,) —
ag. sin. (otyt-o 4o, +a,) + 8. Sin. (ac2+a3+a4-{;oc5+aﬁ)= 0, vagy
pedig — ag. sin. (a,4-o 4o, 4o, +4=x,) = 8. Sin. ay — 8, Ssin.
(2, 4=,) +a,. sin. (a, 4-2,4-=,) — 5. Sin. (4o, +o,4-2,+«,).

De miutdn sin. (a, 4-a,+2,4-,+=,) = sin. (720—a )=— —
st. «, (mert a hatszog Osszes szogeinek Osszege 7200 tesz),:
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, kovetkezoleg — a, X — sin. «, = - a,. Sin. « ; eszerint tehdt :
| Q. SiN. oy ==y SIN. oty — Bg. SIN. (ag-—i—aa) + a,. sin. ("a:2 —]—-a‘%—{—-ai) s
| A, Si. (ag +“3+“4+“5) .......... 1:

' Az utolsé (u,) pontnak metszéke : a,. cos. ay — a5 cos.
(%) a8, (apHagta,) — B €08 (o, 4-a 4, 2x,) +
Ag. €08. (a,-+2y=2,+42,+42,) = &, vagy pedig, ha ezen egyenlet
elsd részének elso négy tagjat az elienkezo oldalra ellenkezd
jegygyel dtvissziik, lesz :

Q. COS. (ayt2g—+2, 4%, +a,) = 8; — {8y COS. &y — 8g. COS.
(otg42,) + 8y €OS. (og+og+2,) — B COS. (agta, +2a, o)t
De miutdn cos. (ay42,-+o, 42 +2,) = c0s. (7200—a ) =
. cos. ay, ennélfogva, ha ez utébbi mennyiséget (t. i. cos. «,) az
egyenlet elsé részébe helyettesitjiik, lesz=
: 85 C03. & == 8, — [8, COS. a5 — 85 €OS. (xp4,) + A,
o8, (gtayd-a,) = Ag. COS. (mpatg oo )] oo 1I.
Ha mdr most az 1. alatti egyenletet a TI. alatti egyen-
=~ lettel elosztjuk, lesz :
By SN, o3~ Bg. SIN. (A -2t,) + 8y 80N (2gt2t,+2,)
i - sin. (2y+ag+x,+a)
g A [8.C08.00,—25.008.(%4~-22,) 4 8,.€08. (et -2, +z,)
— ;. C0S. (“z‘l‘f’ﬁla-i“%-l-%)]:

-3

és mivel o tang. «,, tehat :

g COS. &,
By SIN. zp — By SN (agd-2t) =+ By S (@gt-a,%)
— a5 Sin. (xat-a, 4=, +2;)

a,. S. e

8. C0S. &

szamlila %

tang o« =—
2, —[ 8. €08, a,—8,. COS. (aa—-2,) +8y. COS. (agf-2g+42,)

{ — 8. €OS. (ayt- oy, 4-2,).]

Ezen képletet mely a  sokszogtannak III-ik fotantételét

. magdban foglalja s mely az idomhoz képest kitdgithato, vagy

rovidithetd, szavakban kovetkezoleg lehet kifejezni:

nevezo
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Azismeretlen szdgnek érintdje egyenld azon
torttel, melynek szdmléléjdt azidom utolsdeldtti
pontjdnak rendszdla, nevez6jét pedig ugyanezen
pont metszékének az alapvonal értékébél vald
levondsdbdl eredé kitlombség képezi.

Ha tehét valamely sokszdgben egy oldal és a mellette
lévo két szbg ismeretlen, azokat a fentehb kifejtett képletek
szerint lehet kiszdmitani. Ezen eset akkor 4ll be rendszerint,
midén a sokszog egyik oldala sem alkalmas alapvonalnak, s igy
kényszeritve vagyunk az idom valamaly alkalmas két pontja
kozt huzandé ismeretlen atlét alapvonalul felhaszndlni.

Ilyen szdmitdsok gyakorlati kivételét a kovetkezd pont-
ban fogjuk l&tni.

B) Gyakorlafi eljdrds.™)

Midén egy nagyobb erdéteriiletnek hatdrait (kiilsé szegély-
zetét) egy szogméro segitségével felmérni, annak pontjait sok-
szogtanilag meghatdrozni, a papirra felhordani, és e teriiletnek tér-
fogatat kiszdmitani akarjuk, kovetkezo eljardst kell kovetniink.

1. Mindenekelott, miutdn az egyes hatdrvonalak a termé-
szetben kiigazitattak, s megéllapitattak, egy kézirajz készitessék,
mely a teriilet alakjat lehetéleg hiven dbrazolja.

2. Ezekutdn megméretnek a keriileten 1évo szogok és vonalak.

Ha a vonalak mérése lejtos teriileten eszkozoltetik, akkor a
lejtnek magassagi és mélységi szogei is megmérendok és a valddi
(ferde) tavolsdgok méretei a vizszintes irdnyra leszillitanddk.

3. Az ekképen megmért szogok és a vizszintességre vissza-
vezetett tdvolsdgok méretei egy tdblazatba bevezettetnek. A
kovetkezo tdbldzatban az idemellékelt rajz (7 abra) oldalainak
és szogeinek méretei vannak foglalva. Az aldbbi kiszdmitdsok
is mind ezen idomra vonatkoznak.

*) Ezen eljiras Winkler utin van elSadva. Lisd ,Praktische Geometrie®
von Winkler. Seite 233.



413

A) Tahldzatl kimutatdsa

2z n .....i erdd keriiletén felvett szogdgnek és vonalaknak. (Lésd a mellékelt
' rajz 7-ik abrajat).

o i ek
Az elméleti dsszegre {
A megmért kiigazitott és szami- ‘
tasba veendd ‘
= Ny e Az idom |
keriileti vonalak kertileti szdgdk l
e SRR T o Dt L e R TN i részei I
mértéke : i s
Skt R : .| mértéke fokokban és | . .
Jegyei ibé csl;Jl olek-| jegyei perczekben jegyei 1
| eil
| | | E#
| | | E
a, 1502 1%, 1150 28 | 115° 27 ;
a, o'l 124° 48 | 124° 47 | & Els6 {
ay 48,05 | % 810° 17' | 810° 15 | idomrész
a; 18055 |5 oy FORRACLITIN B S,
8 285, |« 112730 | 112029 |« ‘
e A0 o g3r ar 880 9 Soivy
frv 188, | 2y 90018 | 90012 | &
R 140,05 | v 324° 30' | 824° 28" | ey Misodik
app ! 2—92“3 2 105° 4' 106° @ Sy idomrész
a, | 2044, | an 940 47 94" 46 ot
Osszeg . ? 1140° 12 |1440°
|
' |

4. Az Osszes megmért belsé szogok oOsszeadatnak és
azoknak 6sszege a sokszdg elméleti dszegével dsszehasonlittatik.
Ha a killonbség nem nagyobb, mint az I. B. pontban meg-
allapitott elkeriilhetlen eltérésnek annyiszorosa, hany szége van
az illeto idomnak, akkor ezen kiillonbség az Osszes szogbk
kozott egyenloen felosztatik; ha azonban ezen kiilonbség jdval
nagyobb a megengedheté eltérések oOszegénél, akkor ez jele
annak, hogy a mérésben valahol tévedés tortént, mely minden
esetre a hely szinén megvizsgilandé és ezutdn kiigazitando.
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Ha a szogmérés oly miszerrel torténik, melyen egyes perczek
leolvashatok, akkor a kiillonbségnek az el6ttink &ll6 7-ik dbré-
nal nem szabad 10.30=—=300 mésodpercznél, vagyis 5 percznél
tobbre terjednie. A fentebbi tabldzatban e kilénbség 12 perczet
tesz, teh&t nagyobb, mint tulajdonképen megengedve van; de
e példa onkényesen lévén valasztva, a kiilonség csupan a
szamitis egyszeriisitése végett vétetett nagyobbnak, nehogy
annak a szogok kozotti elosztdsa miatt az egyes szégikre eso
masodperczekkel keljen a szdmitdst eszkozolni. Az érintett
mddon kiigazitott szogdk a fenti tdbldzat megfelelo rovatiba
igtattatnak.

>

5. Ha kézirajzban 4brazolt teriilet idomjanak van oly
hoszabb oldala, melyet alapvonalnak lehet felhaszndlni, igen
elonyos, hogy a rendszdlakat ezen oldalra vonatkozdlag kiszd-
mitjuk, mert igy az ismeretlen szdg meghatirozisira szolgdlo
kiszdmitdsokat elkeriilhetjiik s ez dltal a munkét jelentékenyen
megrovidithetjiik. Ellenkezo esetben kénytelenek vagyunk az
idomot annak legtavolabbi pontjait oszekoté egyenes vonal
altal két részre osztani, minden egyes szogot és oldalt a szai-
mitdshoz sziikséges betitkkel megjelolvén, a mint ezt a példdul
felvett 7-ik abra mutatja. Az oszté vonal altal melyet a rend-
szalak és metszekek kiszamitdsdndl mindkét idomrészre nézve
kozos alapvonalul felhasznilunk, négy ismeretlen szog szarmazik
t. 1. « « a, €5 a«, melynek elsejét, « -4t a III. alatti fo-
egyenletbol kiszdmitjuk, a tobbit pedig az ismert «,, és
a,,.,, szogokkel egyszerii levonds dltal nyerjik.

6. Hogy az ismeretlen , szog6t kiszdmithassuk, sziikséges,
hogy az ezyes szogokbdl polygonometrikus osszeget képezziink,
a mint ezt az imént emlitett fOegyenlet kivdnja, melyeket
azutan az aldbbi B) tdblazatnak 3-ik rovatdba bevezetimk.



B) Tabiazat a mellékelt rajz 7-ik abrajahoz.

© ST AT TR T s ial
o Az elébbi rovathél
& A szigok leszarmaztatott he-
| = S
0 : «o | gyes szogok és azok
E = polygonometricus 0s2- | G ygpj s cosinusi k3 gt D s |
E},g‘ saegei helyzetének megje-| A% ismeretlen szig meghatdrozisara szolgilo egyenlet egyes
2 161ése o, Al Y
4 B e oS3 tagjainak logarithmikus kiszdmitdsa
E.u - -
EE a, sz0gok mértéke 181111.5 01;}3;-
:§ a szogok jegyei | fokokban és per-
<7 czekben helyzete
180° log. sin. 55°13'=09.914510—10 log. cos. 55°13'=9.756236—10
4+ 124° 47:F 124° 47 log. 119,61 =2.017768  log. 119, 61 =2.07778
g 55° 13| 4- | — +-1.092276=1log. 98,24 —1.834004=l0g. 68,24
435% 2 log. 48, 65 =1.687083 log. 48, 65 ==1.687083
= 310° 15'] 360° log. sin. 75° 2'=0.985011—10  log.cos. 75°12'=Y.41202—10
— } e oo T485% 2k 75 & - |4 —1.627094=log. 47,00 — L.oon135=log. 12,56
540° log. 180, 53 =2.256549 log. 180, 53 =2.256540
S 79° 81/ 514° 33 log. sin. 25°27' =9.633189—10 log. cos. 26°27'=9.055669—10
+ | ooy 514°33) 25°27'| 4 | — ~+L.gspiss=log. 77,58 —2.212218=10g.163,01
627° o log. 255, 79 =2.407854 log. 205, 79 =2.407854
— 112° 291 540° log.sin. 87° 2'=9.990418—10  l0g.c0s. 87° 2'=8.713852—10
— | eytog o o | 627° 2] BT 2| — | — —+2.407302=l07.255,45 +4-1.121886=log. 13,24
i

g1y
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7. Miutdn a logarithmicus tdbldzatokban a fligvények
csupin 900-ig terjedd, vazyis az elso negyedben fekvd szd-
otk szdmira foglaltatnak, ennélfogva a szd0gdk polygonomet-
ricus dsszegeit elobb hegyes szbgokre leszdrmaztatni s ezeket
a fentebbi tdbldzat 4-ik rovatiba bevezetni sziikséges. Evégett
alakitjuk a (1809-nak annyi tdbbesét, amint ezt az idom szd-
geinek szdma koveteli, jelen idomnédl tehat 180, 360, 540,
720 fok. Kzen tobbesekbdl azutin a fentebbi tabliazat 3-ik
rovatiban foglalt polygonometricus osszegek, vagy megforditva
ezen Osszegekb6l a tobbesek vonatnak le, és pedig akképen,
hogy a kiilonbség 90 fokot soha meg nehaladja, a mint ez a
tablizat 4-ik rovatdbél lathatd.

8. Hogy az ekképen nyert szogoknek megfelelo sinusok
és cosinusok tevoleges vagy nemleges jellegét is a tdbldzat
5. és 6-ik rovatiban megjelolhessiik, kell, hogy az 5-ik dbrahoz
folyamodjunk ; ezen ébra szerint az elsé (a, — 55Y 13') szog
a masodik negyedbe esvén, annak sinnsa tevéleges, cosinusa
nemleges, a misodik (a, + =, =— 750 2') szog az elsé negyedbe
esvén, ugy sinusa mint cosinusa tevoleges, stb.

9. Az ismeretlen z, szig meghatarozasira szolgélé 11l-ik
foegyenlet egyes tagjainak elsd tényezoit, az oldalakat az A)
tablazat 2-ik rovatibdl, a szdégok polygonometricus Osszegeif
pedig, vagy is az egyenlet tagjainak misodik tényezéit a B)
tdblazat 4-ik rovatabdl helyettesitjiik és ezeknek szorzatat az
utébhi tdblazat utolsé rovatiban logarithmusok segitségével
aszkdzdljitk.

~ Hogy pedig ezen szdmitdsndl ugy a szdmldlé, mint a ne-
vezo egyes tagjainak (+4) és (—) jegyeit is biztosabban meg-
hatirozhassuk, a szadmldlé és a nevezd tagjainak szdmtani
miitételi jegyeit az egyenletbol a B) tdbldzat elsé rovatiba
atvissziik, ugy, hogy a felsé jegy a sinusokra, az alsé pedig a
cosinusokra vonatkozik. Ezen, nemkiiionben a tiabldzat 5. és 6-ik
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rovatdban foglalt jegyekbdél mar most az utolsé rovatbeli szor-
zatok jegyei is meghatdirozhatoik.

10. A szamlélénak és nevezouek a tdblizat utolsé rova-
‘taban kiszdmitott egyes tagjait a 1ll-ik foegyenletbe helyet-
tesitvén, lesz :

A 98,0 — 4T+ TTye + 255, 384,
TR AIET e s B N el B S
tang. «,, vagy :

log. 384,,, — log. 380,45 == 25580086 — 2s58.6m = Do =
log. tang. 45° 15* 51“. A keresetett «, szdg tehat 45° 15 51 “-et
tészen, melyet azonban egyszeribb szdmitds végett kercken
45" 16'-re kiegészithetiink., Az elottink fekvd I-s6 idomrész
ismeretlen «, szige ekképen kiszdmitva lévén, a mdsodik isme-
retlen, t. i. «; szogot is megtaldljuk, ha az «, «s ay ay =5 520-
ook Osszegét, az idomrész szogeinek Osszegébol T20°-bol
levonjuk ; tehdt 720°—672" 18 — 47° 42‘ Hasonléképen
nyerjik a Il-ik idomrész «; €s vy, ismeretlen szogeit is, ha azo-
kat az ismert a,; €8 =z vy sz0g0kbol levonjuk. Az 4) tdblazat
szerint a,; = 115° 27", vy == 83° 2/, tehdt oy = 115" 27—
45° 16" — T0° F1'ay = 88°.2' — 47" 48'=='35%20"

11. Miutdn mar most mindkét idomrész Osszes szigei
ismeretesek, hozzi foghatunk a rendszdlak és metszékek meg-
hatirozdsdhoz is, arra pedig a fentebb A) pontban kifejtett
I. és IL foegyenletet felhaszndljuk, még pedig az I-sét a rend-
szilak, a Il-ikat a metszékek meghatirozdsira. Az egyenletek
egyes tagjainak tényezéit mindkét idomrészre nézve a fentebbi
4—9 pontokban eléadott médon meghatirozva, az aldbbi C)
tablazatba bevezetjilk.
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() Tablazat a mellékelt

-
?E R i Az eldbbi rovatbél leszirmaz-
s SRISERVL DO IR CY tatott hegyes szogok s minu-
EJB g ‘ daszegei saik és cosinusaik helyzetének
RN megjelolése
38 | gie
RN : .
?"’ a sz0gok mértéke sinus cosinus
qmé a szogok jegyei fokokban és perczek-
i ben helyzete
]
}
+ e 45°16' | 45°16° |+ -
180° 1
i 124° 47/ | 170" 3/ }
e tata 170 & | 9°57 + | =
540° | g
310° 15 | 480° 18" | '
Ao e ey 480° 18* | 59° 42 E - ‘ —
5590 49 ‘
790 31 | 540° | |
— | eyttt 559° 49 | 19° 49’ t el 55
' T720°%. =~} ‘
112° 29 | 672° 18 | J
+ o eyba g, Lo 872538 | AR | O] TR
|
i ‘ |
+ e 702 112 e good T f 0 - £t
| 180° | ?
| 94° 46 | 164° 57" | :
b s TTCET 8 B TR 20 B S B
‘ 270° | !
o8¢ gof im0 ‘
+ | efandam 270° 90° i = 0
5940 28" | _
{ | 324° 28’ | H40° ! |
| — | @tengtamtory 594928 | 54°28° | — |
720° ,
| ¢ 90° 12/ | 684° 40° | i
4| apag b o Sy 684° 40 85° 207 = 1 =
| |
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rajz 7-ik abrajahoz.
A metszékek és rendszdlak meghatdvozdsdra szolgdld egyenlet egyes
A
! tagjainak logaritmikus kiszdmitdsa.
log. 150, 12 =2.176439 log. 150, 12 =2.178439
log. sin. 45° 16'=9.551497—10 log. cos. 45" 16'=9.847454—10
-2.027956=1[og. 106,64 ~+2.023893=[0g. 105,60
i
log. 119, 61 =b.077767 log. 119, 81 =2.077767
log. sin.  9° 51 =9.287515—10 log. cos.  9° b7'=9.993418—10
—1.315182=log. 20,67 ~+-2.071185=l0g. 117,81
log. 48, 656 =1.657083 log. 48, 65 =1.657083
log. sin. BH9° 42=9.936210—10 log. cos. 59° 42'=09.702885—10
-+ 1l.628195=1l0og. 42,00 —1.389968=log, 24,55
log. 180, 53 =2.256549 log. 180, 53 =2.250549
log. sin. 19° 49'=9.530215—10 log. cos. 19° 49'=9.973489—10
+1.7867864=1log. 61,20 ~+-2.280088=1log. 169,84
log. 255, 79 =2,407884 log. 255, 19 =2.407854
log. sin. 47° 42'=9.869015—10 log. cos. AT7° 42/=0.828023
— 2.276809=1l0g. 189,19 —++2.285001=1l0g. 172,15
log. 204, 30 =2.310460 log. 204, 39 =2.510460
log. sin. 70° 11'=9.973480—10 log. cos. 7T0° 11'=9.580215—10
+2.283049=1l0g. 192,29 ~+1.840875=l0g. 69,29
log. 292, 15 =2.465606 log. 292, 15 =2.465606
log. sin. 15° 3'=9.414408—10 log. cos. 15° B8'=9.884842—10
—1.880014=1log. 75,56 T 2.a5048=log. 282,13 |
log. 140, 09 =2.146407
log. sin. 90°  =0.000000
—2.146407=l0g. 140,09 140,09 > cos. 90°=140.09
log. 128, 96 =2.110455 log. 128, 96 =2.110455
log. sin. 54° 28'==0.910506—10 log. cos. 54° 28'=09.764308—10
~+2.020961 =loy. 104,95 -+1.874763=I0g. 74,9
log. 140, 50 =2.147676 log. 140, 50 =2.147676
log. sin. 35b° 20'=9.762177— 10 log. cos. 35" 20'=9.911584—10 _
— 1.90e858=1log. 81,28 +-2.059260=10g. 114,62
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12. A fentebbi tdblizat utolsé rovatiban foglalt szorzatokat,
melyek a rendszdlak és metszékek egyes részeit kifejezik, a
megfeleloleg roviditett két foegyenletbe helyettesitve, azoknak
dsszeaddsa, illetoleg levondsa dltal nyerjiik az egész rendszalakat
és metszékeket. Igy példdul az I-s6 idomrész o, pontjdnak rend-
szdla: y,=—a,.8in. a,—a,. 8. (a4 a) = 106,5,— 20,5, = 85,4;;
ugyanezen pont metszéke X,=—a,. €0S. a; — 8, €0S. (a; %) —
108,55--117,5, == 223,

Mindkét idomrész rendszdlainak és metszékeinek egyes
alkatrészei, valamint az egész rendszilak és metszékek is a
421. lapon kovetkezo D) tabldzatba dtnézetesen osszedllittatnak.

13. Ha az idom szdgei és oldalai teljes pontossiggal
volndnak megmérhetok, akkor az I-s6 foegyenlet szerint az
idom utolsé rendszdla értékének O-val egyenléonek kellene len-
nie; ez azonban a megel6zé szakaszban eldésorolt elkeriilhetlen
eltérések miatt igen ritkdn fordul eldo s rendesen a O tél kii-
lonbozd, csekély mennyiséget kapunk eredményiil, mely az
idomnak tokéletes berekesztése végett, a rendszdlak egyes
részeire ardnylagosan felosztand6, a mennyiben az a korzovel egy-
ataliban még megmérheto.

Ezen killombség példiul az elsé idomrésznél — 0.y, tesz,
mert az utolsé rendszdl a fentebbi tdblazat szerint:
(106,54—20,67+ 42,59+ 61,9) — 189,14 = 189,;;—189,;4 —
— 0,00 mely mennyiség nem jelentékenysége miatt ugyan — mert
kisebbitett mértékben korzivel meg sem mérheto — de azért,
hozy a kiigazitds médja szemlélhetové tétessék, osztatutt el
az 1-s6 és 4-ik rendszdl részei kozott. Kzen kiigazitast, ha
t. 1. kiilonbség meriil fel, a metszékek alkatrészei is igénylik.

Miutén az «,,, «,,., alapvonal mindkét idomrészszel kozos,
konnyen megfoghatd, hogy annak mindkét idomrészbol kiszamitott
hossza a Il-ik foegyenlet szerint kell, hogy egymdéssal egyenld
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D) Tab'azat a mellékelt rajz 7-ik abrajahoz.

S PR I Y T A T = T ik
o Az eredetileg kiszamitott A kiigazitott A térfogat tényezoi m..na ,m &8
B b = 3 e i FEEssg
=Ry részei egész részei egesz _ RS
. S alapvonal! J = 5E 5=
%..m. a rend- | ¢ 1 | arend- i m (metszé- _ AR ...M BEdB
= RS a metszé-| rendszi- | metszé- i1 a metszé-| rendszi- | metszé- Nl pgves : . 2 =25
e ( T Yes (a rendsz AR
S5 | o Coimek | Bk | kek | SAREUpoinok | lak | kek | nssey | ooARRERES 20
A nak | nak i 2E1) 3258
| 1 N =)
Filgo d.d o mordin
2, O] 0] ~ | — — - — S
| 1
o, —+106,64| --105,66 106,64{ 105,661 +-106,85 105,67 106,65
&, = wc,j L1178 ma.ﬁm 293,471 — 20,67] — 117,52 §5,98] 228,49
| = = g ; L
o, - bw,j — Hw:ﬁ_ 198,92f +— 42,00, — 24,55 127,98 198,04 —
2 - E,mcﬁ 165,54 189,17 368,76] - 61,21] 169,85 189,19] 368,79
g —189,19 4-172,15] — 0,02 540,911 —189,18) 172,16 0,00 540,95
M Asodik idomré e
oy D,u0 0,0u - -— — e = Pt
sy i._wqmow + 69,207 19299 69,20] --192.28] - G9.,2¢f 192,28 69,28 ———
e — 7hsae| -28218) 11643  851se2f — 75,86 282,12 116,42 282,12
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legyen. Ha tehdt a két idomrész elemeibdl kiszdémitott eredmény
nem egyenld, akkor a killonbség a metszék (alapvonal) részei
kozott felosztand6, mint ez a renszdlakndl is tortént és a fen-
tebbi tdblézatbdl kiveheté. Jelen adbrédnkban az elso idomrész

alapvonala . . . LAPL RN R A
& masodik Adomrészé O Al A ol B
a kiillonbség tehdt . . . . . vt Ol

melynek fele a kiegyenlités végett az LISO eredmén}he? hozzi
adatott, a mésodikbdl levonatott. I szerint a kiigazitott alup-
vonal 540, olet tészen. A 0,04 Olet tevd killonbség a met-
szék négy hoszabh alkatrészére egyenloen felosztatott. :

14. Az elottiink fekvo 7-ik dbréra tekintve, lathatjuk,
hogy amnmak térfogata az egyes metszékrészek és rendszdlak
gltal képezett héromszogik és dilényekbdl (trapez) 611, melyek-
nek alapvonalat az egyes metszékrészek, magassigit pedig a
rendszdlak képezik, melyeket a D) tdblazat 10-ik és 11-ik re-
vatiba, szorzataikat a 12-ik rovatba dsszeallitva, az utibbiak
osszegébol az egész idom térfogatit nyerjilk. Megjegyzendo
azonban, hogy oly hdromszdgok vagy diilények, melyek mds
nagyobbakban fekszenek, az utébbiakbdl levonandik.

(Vége kov.)



