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1. Neumann János kirándulása
a közgazdaságtanba

Neumann Jánosnak a szó szûkebb értelmé-
ben véve voltaképpen csak egy közgazda-
sági dolgozata volt. Elõször a Princetoni Egye-
temen adta elõ 1932-ben, majd 1937-ben
publikálta német nyelven, Egy közgazdaság-
tani egyenletrendszerrõl és a Brouwer-féle
fixpont-tétel általánosításáról címmel (Neu-
mann, 1937). A cikk angol nyelvû fordítása
1945-ben jelent meg Az általános gazdasá-
gi egyensúly egy modellje cím alatt (Neu-
mann, 1945), ami jobban számíthatott a köz-
gazdászok érdeklõdésére. Magyar nyelven
1965-ben került publikálásra válogatott mun-
kái között (Neumann, 1965). (A Neumann-
idézeteteket rendre az utóbbi kötetbõl vesz-
szük át.)

Az elõbbi kijelentéshez rögtön hozzá kell
tennünk ugyanakkor, hogy Neumann János
a modern játékelmélet megalapozásával is
jelentõsen járult hozzá a közgazdaságtan fej-
lõdéséhez. Az ésszerû emberi viselkedés álta-
lános szabályaival foglalkozó játékelmélet
azonban egy olyan önálló módszertan, amely
a közgazdaságtan mellett több más tudo-
mányággal (matematika, pszichológia, poli-
tológia) is szoros kapcsolatban áll. Ezért nem
lehet, és nem is lenne helyes kisajátítani a
közgazdászoknak, jóllehet az utóbbi évti-
zedben kifejezetten divattá vált a közgazda-
ságtanban.

Neumann János gazdasági egyensúlyi
modelljének úttörõ voltát még azok a köz-
gazdászok is elismerik, akik egyébként „nem

túl jó közgazdaságtan”-ként értékelik, mint
például a Nobel-díjas Tjalling Koopmans
(1974, 3.), aki ugyanakkor elismerõen nyilat-
kozott a dolgozatnak a modern (amerikai
neoklasszikus) közgazdaságtan módszerta-
nával rokon „technikai” újdonságairól. Neu-
mann egy, a Harvardon tartott elõadásán szo-
kása szerint bírálta a közgazdászokat azért,
hogy gépiesen átveszik a fizikában kifej-
lesztett matematikai eszközöket. Példaként
a maga módszertani újítását állította. Az ak-
kor még fiatal, késõbb szintén Nobel-díjban
részesült Paul A. Samuelson zavart közbeszó-
lásával azt állította, hogy a klasszikus fizikai
módszertannal is kezelhetõ lenne mindaz,
amit Neumann elõadott. Neumann egy rá
jellemzõ gyors riposzttal intézte el a közbe-
szólást: „Fel merne erre tenni egy szivart,
fiatalember?” Samuelson többször is igyeke-
zett revansot venni Neumannon, de ezzel
együtt elismerte: „betoppant egy rövid idõre
a területünkre, és azóta már az nem lesz
ugyanaz, mint volt” (Samuelson, 1989. 121.).

Miközben tehát a neoklasszikus iskola
képviselõi „lekicsinylik” Neumann modell-
jének közgazdaságtani jelentõségét, mások,
például Roy Weintraub (1983), a közgazda-
ságtan történetének avatott kutatója szerint
„Neumann dolgozata (…) a matematikai
közgazdaságtan kiemelkedõen legfonto-
sabb (single most important) cikke” (ibid.
13.) Vajon miért vált Neumann látszólag rop-
pant egyszerû modellje ennyire vízválasztó-
vá? Elsõsorban azért, mert akarva-akaratlanul
nagy horderejû tartalmi és módszertani át-
alakulások forrpontjába került. Neumann
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modellje ugyanis számos, csak késõbb nap-
világot látott (egyoldalúan neoklasszikusnak
tekintett) eredmény zseniális elõrejelzése és
ugyanakkor eltérõ szemléletû gazdaságel-
méleti iskolák találkozási, illetve kritikus el-
ágazási pontja.

Neumann modelljének megjelenése
ugyanis arra az idõszakra esett, amikor – je-
lentõs részben az axiomatikus szemlélet, vala-
mint a matematikai nyelvezet és módszertan
térhódítása folytán – komoly szemléletváltás
következett be a közgazdaságtanban, mind
a vizsgálat tárgya, mind annak módszere te-
kintetében. A változások jelentõsen átalakí-
tották a természettudományokat és a mate-
matikát is, és az egyik jellemzõjük az volt,
hogy a klasszikus fizikára jellemzõ, közvetlen
tapasztalaton nyugvó (ex post) modellezési
szemléletet háttérbe szorította az a priori
(ex ante) modellfelfogás. A változások foko-
zatosan elérték a közgazdaságtant is. Formai
szempontokból Neumann modellje is egyi-
ke volt ennek az új szemléletû megközelítés-
nek, tárgyát tekintve ugyanakkor – sok szem-
pontból – a klasszikus elemzések szintézise.

Miközben ezek a változások felgyorsítot-
ták a tudományos fejlõdést, komoly veszélyt
is magukkal hoztak, amelyre késõbb maga
Neumann János is figyelmeztetett, egyene-
sen a matematika kapcsán:

„A legjobb matematikai ihletés a tapasz-
talatból ered, és hogy aligha lehet hinni a
matematikai szigor abszolút, változatlan,
minden emberi tapasztalattól elkülönült fo-
galmának létezésében (…) sok absztrakt
„behatás” után a matematikai tárgyat a de-
generálódás fenyegeti (…) Kezdetben a stí-
lus rendszerint klasszikus; amikor a barokká
válás jelei mutatkoznak, a vészjelzés adott.”
(1965, 21., 27.)

A társadalomtudományok területén, ahol
az empirikus kísérletezés és tesztelés lehetõ-
sége meglehetõsen korlátozott, különösen
hátrányosnak bizonyult, hogy a kutatások
erõteljesen eltolódtak az alkalmazott reál-

tudomány felõl a tiszta tudomány irányába.
A matematikai elegancia és az esztétikum
követelménye fokozatosan az empirikus re-
levancia fölé kerekedett. Így történt az 1930-
as években relatíve önálló tudományággá
erõsödõ kvantitatív közgazdaságtani ku-
tatásokban is, amelybõl azután matematikai
közgazdaságtan néven ki is vált az idõvel
egyre absztraktabbá váló vonulat. Emiatt is
van az, hogy – mint a társadalomtudomá-
nyok területén általában – a közgazdászok
között meglehetõsen végletes álláspontok-
kal találkozhatunk az axiomatikus módszer,
illetve a matematikai nyelvezet és módsze-
rek hasznossága megítélésében.

Nem lehet véletlen, hogy Neumann nem
folytatta tovább az absztrakt egyensúlyelmé-
let kutatását, pedig viszonylag korán kap-
csolatba került a „kvantitatív közgazdaság-
tan bölcsõje” körül bábáskodó amerikai ku-
tatókkal. Az utóbbiak ugyanis kizárólag a
modellek matematikai konzisztenciájával
foglalkoztak, ebben az irányában keresték a
modellek „tudományos igazságának” igazo-
lását, s nem a gyakorlati alkalmazások terén.1

Lehet, hogy Neumann felismerte, hogy ezek
a kutatások a „barokkosodás és degeneráló-
dás” felé tendáltak, elveszítették a „tapasz-
talati, empirikus forrásukat”? Az új módszer-
tan követelményét Neumann nemcsak má-
sok felé támasztotta, hanem követésre mél-
tó példát is mutatott rá: a Brouwer-féle fix-
pont-tétel – tanulmánya eredeti címében is
hangsúlyozott – általánosításával, de még in-
kább az 1944-ben Oskar Morgensternnel
közösen megjelentetett játékelméleti köny-
vükkel (Neumann – Morgenstern, 1944).

1 Az is igaz, hogy az 1950-es években még sem a
szükséges statisztikai adatok, sem a matematikai
algoritmusok, sem a számítástechnikai eszközök nem
voltak adottak az általános egyensúlyelméleti
modellek számszerûsítése és gyakorlati alkalmazása
számára. Az 1970-es évek második feléig kellett
várni arra, hogy beinduljon és egyre szélesebb kör-
ben elterjedjen a CGE modellek gyakorlati alkalma-
zása (bõvebben lásd, például, Zalai, 1998).
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2. A Neumann-modell
közgazdasági háttere és jelentõsége

Neumann dolgozata nagyon keveset fed fel
modellje közgazdaságtani háttere és rokon-
sága tekintetében. Kissé talányosan csak
annyit jegyzett meg: „Nyilvánvaló, hogy mi-
lyen fajta elméleti modellnek felelnek meg
a fenti feltevések.” (ibid. 162.) Hogy ez meny-
nyire nem nyilvánvaló, azt a késõbbi értel-
mezési viták igazolják. Samuelson (1989)2

a neoklasszikus rokonságot hangsúlyozza,
Kenneth J. Arrow (1989) határozottan azt
állítja, hogy a svéd Karl Gustav Cassel mû-
vébõl indult. Káldor Miklós (1989) ugyan-
akkor élesen tiltakozik a Neumann-örökség
neoklasszikus kisajátítási kísérlete ellen. Ma-
gam is (Zalai, 1999) arra igyekeztem rámu-
tatni, hogy Neumann modellje sokkal kö-
zelebb esik a klasszikus, mint a modern neo-
klasszikus irányzathoz. Neumann-nak a Lio-
nello F. Punzo (1989) által hangsúlyozott bé-
csi (Karl) Menger-körrel tartott szoros kapcso-
lata azt valószínûsíti, hogy Neumann elsõsor-
ban a német nyelvû irodalomban találhatta
meg a kétszemélyes zérusösszegû játék mo-
delljének közgazdasági interpretációját.

A Neumann-modell közgazdasági hát-
tere kérdésének az eldöntését megnehezíti,
hogy a modellben szereplõ egyensúlyi ösz-
szefüggések olyannyira általánosak, hogy
azok szinte bármelyik elméleti fõáramba be-
leillenek. A modell egyensúlyi összefüggései
és a kiegészítõ magyarázatok ugyanis nem
fedik fel, vajon Neumann elképzelése szerint
milyen erõk, milyen mechanizmusok idéz-
hetnék egyáltalán elõ egy gazdaság egyen-
súlyi állapotát. A modell ráilleszthetõ akár egy
kisárutermelõ („népi kapitalista”), akár egy
klasszikus tõkés árutermelõ, akár egy kollek-
tív irányítású („piaci szocialista”) gazdaságra.
Neumann modellje ugyanis egy régi és mé-

lyen gyökerezõ közgazdasági ideának az
absztrakt matematikai metaforája.

Ez pedig a tisztességes és értelmes mó-
don mûködõ árugazdaság elvont ideája.
Ebben az idealizált gazdaságban a gazdasági
folyamatokat egymástól elkülönült kollek-
tívák mûködtetik, akik áruikat olyan mecha-
nizmusok révén cserélik el egymással, ame-
lyek megteremtik az érdekek harmóniáját
és a gazdaság hatékonyságát, a gazdaság
általános egyensúlyát. Az egyes termelési
ágak egymással összhangban (arányosan) és
a lehetõ leggyorsabb ütemben növekednek.
Az árak fedezik az elhasznált termelési esz-
közök pótlását, a termelésben részt vevõk
tisztes megélhetését, és az utódok magasabb
életszínvonalát lehetõvé tevõ felhalmozást.
A Neumann-modell egyensúlyi feltételei
pontosan megfelelnek ezeknek az elveknek.

Ami az általános gazdasági egyensúly
matematikai modelljeit illeti, érdemes felhív-
ni a figyelmet a magyar tudósok hozzájárulá-
sára. A svájci Léon Walras volt az úttörõ, de a
késõbbi fejlemények szempontjából jelen-
tõsebbnek bizonyultak a svéd Cassel statikus
és dinamikus modelljei. Cassel statikus mo-
delljét fogalmazta át Schlesinger Károly, és
ebben a modellben bizonyította be és pub-
likálta elsõként, Wald Ábrahám (1935) az
általános gazdasági egyensúly létezését. A
jelzett általános egyensúlyi modellek azon-
ban merõben eltérnek Neumann modelljé-
tõl. Részletes elemzésük alapján (bõvebben
lásd Zalai, 1999, Forgó – Zalai, 2003) egyér-
telmûen Neumann modellje bizonyul érde-
kesebbnek, mivel számos késõbbi fontos
eredmény zseniális megsejtését rejtette ma-
gában. Csak a legfontosabbakat kiemelve:

• Neumann modelljében a termelési
szerkezet és az árak matematikai dualitása
teljes, s ezzel elõrevetítette a lineáris progra-
mozás dualitási tételeit;

• a Neumann-modellben jelenik meg
elõször kifejlett formában a tevékenységelem-
zési modell, amely lehetõvé teszi az ikerter-

2 Az (1989)-cel jelölt hivatkozások forrása a Moham-
med Dore, Sukhamoy Chakravarty – Richard M.
Goodwin által szerkesztett kötet.
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melés és a technológiai választék figyelem-
be vételét;

• Neumann elsõként ismerte fel és ábrá-
zolta formálisan azt is, hogy a hatékony ter-
melési tevékenységek kiválasztása és az
egyensúlyi (hatékonysági) árrendszerek
meghatározása egymást kölcsönösen felté-
telezõ feladat;

• Neumannál a növekedési és a kamat-
tényezõ endogén, az árutermelõ alrendszer
hatásfoka által meghatározott, Casselnél a
külsõ erõforrások növekedési üteme által
adott;

• Neumann a szûkös termelési tényezõ-
ket a termelésbõl származtatja (körkörös
termelési kapcsolatok), ami jobban megvi-
lágítja a tõke és a profit természetét, mint a
külsõ erõforrások szûkösségén alapuló ma-
gyarázatok;

• Cassel modelljében a növekedési és a
kamattényezõ nem válik el egymástól, míg a
Neumann-modellben a növekedési ütem ka-
matlábnál kisebb is lehet, s ez utóbbi megfe-
leltethetõ a profitráta klasszikus fogalmának;

• Neumann az egyensúly létezését egy
fixpont-tétel alapján bizonyította, ami az álta-
lános egyensúly összetettebb modelljeiben
elengedhetetlen eszköznek bizonyult, Wald
ezzel szemben teljes indukción nyugvó ha-
gyományos módszereket használt;

• ugyancsak Neumann mutatott rá elsõ-
ként a gazdasági és a játékelméleti egyensúly
között meglévõ szoros kapcsolatra.

3. A Neumann-modell

Nézzük meg ezek után röviden magát a
modellt. Elöljáróban kiemeljük, hogy Neu-
mann János gondosan kerülte még a látszatát
is annak, hogy elvont modelljét egy gazda-
ság mûködését teljeskörûen leíró, zárt, más
megközelítést kizáró elméletnek tüntesse
fel (szemben a  modern általános egyen-
súlyelmélet képviselõinek ilyen irányú haj-
landóságával). Neumann az árutermelés né-
hány fontos jelenségét elemezte modelljé-

ben, mindenekelõtt a technológiák közötti
választás (termelési szerkezet) és az egyen-
súlyi árrendszerek (árarányok) – a termelés
körkörösségébõl fakadó – kölcsönös megha-
tározottságát (dualitását).

Az alkalmazott absztrakciók szükséges-
ségét illetõen érdemes idézni magát Neu-
mannt egy késõbbi munkájából: „minden
tudomány így indult, és a közgazdaságtan,
mint tudomány csak néhány száz éves”, vizs-
gálatának tárgya pedig olyannyira bonyolult
és összetett, hogy „még igen sok kutatásra
van szükségünk, hogy kifejlesszük a lénye-
ges koncepciókat – a valóban használható
eszméket” (1965, 102.).

Neumann („hogy további bonyodalmak
elejét vegyük” – ibid. 162.) felteszi, hogy a
hozamok és a ráfordítások a termelési szin-
tekkel arányosak, és „a termelés természetes
tényezõi” (a munkát is beleértve), a felhal-
mozott tõkékkel szemben, „korlátlan meny-
nyiségben bõvíthetõk”, azaz nem szûkösek.
A ráfordítások tartalmazzák a termelõ és a
létfenntartó fogyasztást, a kibocsátások csak
a következõ idõszakban használhatók fel
(éves termelési ciklusok). A fogyasztási szo-
kások és a mûszaki-szervezési ismeretek, és
ezért az egyensúlyi termelési szerkezet és
árarányok is, idõben változatlanok, azaz a
termelés és a felhasználás az egyik idõszakról
a másikra egyenletesen, l ütemben változik.

A fenti feltevések miatt a termékek ke-
resletének és kínálatának egyensúlyi felté-
telei az alábbi egyszerû formát öltik:
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 a kibocsátási  és ráfordítási együttha-

tókat, x
j
 a tevékenységszinteket jelöli, i a ter-

mékek, j  a tevékenységek indexe. Az idõben
változatlan egyensúlyi árak (p

i
,i=1,2,…,n) pe-

dig olyanok, amelyek az egységnyi értékû tõ-
kelekötésre minden tevékenység esetén azo-
nos mértékû (p) hozamot eredményeznek:
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A kapott két összefüggés formai szimmet-
riáját nevezzük dualitásnak, ami a modern
közgazdaságtan egyik legfontosabb jelensé-
ge, és elõször Neumannál jelenik meg a maga
teljességében. A felírt egyensúlyi feltételek
tartalmában nem lenne semmi új dolog, ha
Neumann is egyenletrendszerként írta volna
elõ az egyensúly feltételeit, mint elõdjei. Õ
azonban figyelembe vette, hogy a termelés
alapvetõ jellemzõje, hogy van ikertermelés
(egy tevékenység – több termék) és techno-
lógiai választék (egy termék – több eljárás).
Az utóbbiak miatt az egyenlõségformák (az
egyenletszámlálás klasszikus módszere) mo-
dellje esetében nem voltak alkalmazhatók.

Az egyenlõségek helyett alkalmas irányú
egyenlõtlenségeket és kiegészítõ feltevése-
ket (komplementaritás) kellett bevezetnie.
Megengedte, hogy egyes termékek kínálata
egyensúly esetén is meghaladja keresletüket,
illetve legyenek olyan tevékenységek, ame-
lyek tõkemegtérülési rátája kisebb, mint az
egyensúlyi árak által lehetõvé tett legnagyobb
ráta. A modell közgazdasági értelmezése
ugyanakkor maga után vonja, hogy az egyen-
súlyban túlkínálattal rendelkezõ termékek
szabad javak (áruk 0), illetve azokat a tevé-
kenységeket, amelyek tõkemegtérülési rátája
nem az elérhetõ legnagyobb, nem használják.

Neumann János olyan feltevésekkel élt
a modell paramétereit illetõen (k

ij
, r

ij
 ≥ 0 és

k
ij
 + r

ij
 > 0), amelyek miatt a lehetséges meg-

oldások automatikusan eleget tesznek a
komplementaritási elv követelményeinek,
ezért modelljében az alábbi összefüggések
írják le az egyensúly feltételeit:
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Ebben a keretben adott – mondhatni,
Wald Ábrahámmal holtversenyben – elsõ-
ként precíz bizonyítást egy gazdasági modell
egyensúlyának létezésére. A fenti feltevés
miatt a modellnek csak egyetlen egyensúlyi
tényezõje létezhet, és a megoldás ezen uni-
citása nyilvánvalóan fontos volt Neumann
számára. A két tényezõ közös egyensúlyi
értéke ugyanis nem más, mint egyik oldalról
a legnagyobb lehetséges növekedési ráta,
másik oldalról pedig a legkisebb egyensúlyi
profitráta. Ez a jelenség kapcsolja össze a
gazdasági egyensúly modelljét a kétszemé-
lyes játékok modelljével. Az egyensúly felté-
telei mindkét esetben egy nyeregponti (mi-
nimax) megoldás szükséges követelményei.
A megoldások létezésének bizonyításához
általánosította Neumann Brouwer fixpont-té-
telét, amellyel utat nyitott az általános egyen-
súly létezésének bizonyításához a késõbbi
általánosabb (Arrow – (Gérard ) Debreu,
(Lionel W. ) McKenzie) modellekben.
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