Néhany gondolat a matematikai kutatasrol

ELOLJAROBAN  Jelen irasomban legalabb annyi szé fog esni magarél

a matematikarél, mint a matematikai kutatasrél. Erre
az kesztet, hogy scraimat els6sorban matematikailag nem képzett olva-
soknak szanom. Utalnom kell a matematika bizonyos fejlédési tenden-
ciaira, kulénben érthetetlenekké valnak a kutatasi problémak. A cimet
azonban nem valamilyen szerkesztéi elgondolds sugallta: magam valasz-
tottam. Hangsulyozni szeretném vele, hogy elsG6sorban a kutatésrol aka-
rok néhany gondolatot kifejteni. A t6bbi korités. De nélkiilézhetetlen.

Sietve szélok kutatétarsaimhoz is. Elsésorban algebristdkhoz. Azok-
hoz, akik alkotderejliik teljében vannak, és a fiatalokhoz. El6z8 soraim
miatt ne tegyéetek félre ezt az irast. Hozzatok is szélok. Egy programra
akarok utalni, amit évek ota népszerlsitek. Itthon, Budapesten, Pado-
vaban és masutt. Es sokan egyetértenek velem. Talan j6 lenne megvalo-
sitani. Még egyet: bocsassatok meg, ha néhdny matematikai fogalmat
nem teljes szigorral fogalmazok. Azt itt nem tehetem.

Mondanivalémat elsésorban személyes élményanyagomhoz kotém.
Mint eléadé sok mindenne] foglalkoztam. De mint kutaté, féképpen al-
gebrista vagyok. Tehat a beigért matematika helyett tSbbnyire algeb-
rarol fogok irni. Ez a cimmel kapcsolatos ujabb visszaélésnek tiinik.
Kissé az is. De nem tilzottan. Mert a jelenkori algebra behalézza az
egész matematikdt. Egyidejlileg irdanytt és nélkiilézhetetlen segédeszkoz.

ERDEKLODES Sokszor megkérdeznek: a matematikai kutatashoz 1é-
A MATEMATIKA nyegében valoban csak ceruza és papir sziikkséges? Vagy:
IRANT lehet-e egyaltalan még valami djat felfedezni a ma-

tematikdban? Vagy: miképpen lehet 4j eredmények-
hez jutni a matematikdaban? Nem értek egyet azokkal a szaktarsaimmal,
akik az ilyen és hasonlé kérdésekre csak legyintenek. Féleg ha elnézé
vagy éppen lenéz$ mosollyal legyintenek. Mert ezek a kérdések ,,ab-
szolut értékben“ valéban naivak. De a lényeges szerintem az, hogy az
emberek mindinkabb latjdk: a matematika egyre nagyobb teret hadit.
Hiszen a legklasszikusabb alkalmazasi tertiletein, a fizikdn és a kiilon-
féle miszaki diszciplindkon kivill behatolt minden természettudomany-
ba, a gazdasagtudomanyba, a nyelvészetbe, a tdrsadalomtudomanyokba.
Ezt 1atjak az érdeklédék. Egyesek ugy vélik, hogy egy mar teljesen ki-
alakult matematikai apparatus alkalmazdsarél van szo. Ez tévedés. Ma-
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sok OsztonOsen megérzik azt, hogy a matematika egyre névekvé hate-
konysagat sajat fejlédése biztositja. Ez helyes. Ez a kérdés egyre na-
gyobb kozOnséget foglalkoztat, s erre csak a matematikus proébalhat va-
laszt adni. A legyintésbél pedig vajmi kevés pozitivum értheté meg.

AMATEMATIKA- Ezt taldn le sem kellett volna irnom. Félek, hogy meg-

ROL SZOPO sértettem valamelyik szaktdrsamat. Tehat megmagya-
INFORMACIO rdzom a legyintés leggyakoribb okat: sok mindent kép-
NEHEZSEGEI telenek vagyunk megmagyarazni a matematikailag nem

képzett tarsalgénak. Egyszerlien azért, mert a matema-
tika rendkivill elvont fogalomrendszerét ¢és az azt leird formalizmus-
rendszert gyakran nem lehet ,koézel hozni® a laikushoz. Egy okori szallo-
ige kissé modositott valtozatdval élve: a matematikdhoz nem vezet ,ki-
ralyi ut®. De azért vannak kérdések, amelyek intuitive megérthetok.
Most pedig attol tartok, hogy soraimbol akaratom ellenére is vala-
melyes szakmai gég érezhetsé ki. Err6l szo sincsen. Tudatiaban vagyok
annak, hogy egy humanisztikus bedllitottsdgu és foglalkozasu ember
nem emészthet fel életébdl annyi energiat, hogy a matematika absztrakt
vilagdhoz kozel jusson. Az viszont kétségtelen, hogy valamivel kozelebb
kell jutnia. De ez mar az oktatds problémaja. A jelen és a jovs okta-
tasaé. Es az oktatds ériasi eréfeszitéseket tesz ebben az irdnyban.

NEHANY SZO Ahhoz, hogy a jelenkori algebrai kutatdsokrol megko-
AZ ALGEBRAROL zelitSleg helyes képet alkossunk, szélnom kell maga-

nak az algebranak a fejlédésér6l. Ez elsGsorban azért
fontos, mert algebran kiilénbézé korokban mast és mast értettek — és
jelenleg az algebra sz6 mast fed, mint amire a nagykozénség altalaban
gondol, Ebbél a szempontbdl az algebra kiilonbézik a matematika mas
klasszikus diszciplinditél, amelyek nyilvanvaldéan fejlédtek, gazdagodtak,
mind atfogobba véaltak vizsgalati targyuk és mddszereik szempontjabél,
de struktirajuk szempontjabdl nem valtoztak meg.

BETUKALKULUS Az algebra val6jaban egyidés a matematikaval. De

mint kilonallé matematikai diszciplinat a XVI. sza-
zad o6ta tartjak nyilvan. Ekkor teremtette meg Vieéte, latinosan Vieta, azt
a formalis betUkalkulust, amelyet ma minden kisdidk jol ismer.

A szdmokkal végzett miiveletek szabalyainak ez az absztrakt kife-
jezése, formalizdldsa — barmennyire egyszerlinek tlnik is ma — valo-
sdggal forradalmasitotta a matematikat. Lehet6vé tette a méar ismert al-
talanos szabalyszer(iségek rovid alakban valo felirdsat és egyre tujabb
torvények felfedezését. A matematikus kezébe olyan eszkoz keriilt, amely
hozzasegitette ahhoz, hogy hosszas és sok hibalehetfséget tartalmazé gon-
dolatmeneteket jatszi konnyedséggel elvégezzen. JelentSs szellemi er6-
feszitést igénylé eszmefuttatdsok apré szamitdstechnikai problémakka
szelidiltek. Kénnyen érzékelheti az olvasé a fenti megallapitdsok he-
lyességét, ha megprébalja szavakban, mondatokban elmondani a masod-
foku egyenlet valéban egyszerli gyokképletében megfogalmazott torvény-
szerliséget. Még inkdbb érzékelheti, ha végiggondolja azokat a szadmita-
sokat, atalakitdsokat, melyeket e gyokképlet levezetéséhez hasznalunk
— és megprobalja ezeket az elemi algebra formalizmusrendszere neélkiil
1724 : ~

N




aly

m‘ s

mondatokban leirni. Mdérpedig az emlitett formalizmusrendszer felfede-
zése el6tt ily moédon kellett eljutni a matematikai igazsagokhoz.

A formélis betiikalkulust jelent§ algebra tehat lehet6évé tette a ma-
tematikus szamara, hogy biztosabb kézzel nyuljon nehezebb feladatok
megoldasidhoz. £s a matematikusok éltek is ezzel a lehetdséggel. Jelentds
eredményeket értek el az algebrai egyenletek tanulmanyozésa terén. A
fizikai jelenségek leirasanak sziikségességébdl megsziletett a mai néven
matematikai analizisnek ismert diszciplina, a geometria algebrizaldsa ré-
vén az analitikus mértan. Ebben a lenyligozé fejlédésben a Viete altal
megteremtett algebra egyszer(i segédeszkozzé valt.

EGYENLET- Az algebra igazi épitményét, targyat a XVIII. szazad
ELMELET masodik felét6l kezdve mar kétségtelenill a polinomok

zérushelyének vizsgalata, mas széval az algebrai egyen-
letek (réviden: egyenletek) elmélete alkotta. A név maradt, a targy
megvaltozott. Ma altalaban klasszikus algebra elnevezéssel szoktuk je-
16lni azt az algebrat, melynek targya az egyenletek elmélete. Ennek ele-
meivel ma mar minden liceumot végzett didk megismerkedik.

A mult szazad fordulsjan és elsé felében az egyenletek elmélete
tet6foka felé kozeledett. Azt a mar kordbban megfogalmazott sejtést,
mely szerint minden n-ed foku, komplex egyiitthat6ji egyenletnek van
gybke a komplex szamok koérében, kévetkezésképpen pontosan n szamu
ilyen gybke van — toébbféleképpen is bizonyitottdk. A valés egylittha-
t6jd egyenletek tetszéleges, adott intervallumba esd (valés) gydkeinek
szamat meghatiroztak. Mar kordbban ismeretes volt az els6-, masod-,
harmad- és negyedfoku egyenletek gyokképlete. Most sikeriilt bizonyi-
tani azt, hogy a négynél magasabb fokt altalanos egyenlet esetén ilyen
gyokképletet taldlni nem lehetséges — ezért a keresésére iranyuls ki-
sérleteket is nyilvanvaléan fel kell fiiggeszteni. Ez a negativ eredmény
kiiléndsképpen kihangsulyozta a valds egyUtthatéju egyenletek valés gyo-
keinek meghatdrozasara szolgald kozelité médszereknek nem csupan gya-
korlati, hanem elvi jelentGségét is.

A JELENKOR Ilyen elézmények utan sikeriilt megtaldlni annak fel-
ALGEBRAJANAK tételét, hogy egy adott, tetsz6legesen valasztott egyen-
BOLCSOJENEL letnek egy adott szamtestben (a szdmok egy olyan hal-

mazéban, amelyben a négy alapmivelet elvégezhetd)
legyen megoldasa. E jelent8s eredmények természetesen nevekhez f{i-
z6dnek. Nagy nevekhez. Itt jegyezzilk meg csupan a legutdébb emlitett
eredmény felfedez§jét: Evariste Galois. Ez a huszonegyedik életévében
tragikus haldlt halt langész Ustdkos volt a matematika egén. Eredmé-
nyeivel kupolat emelt a klasszikus algebra épililetére. De igazi jelent6-
ségét nem kutatasi eredményei képezik, hanem az a moédszer, amelyet
eredmeényei elérésére alkalmazott. Majdnem maésfél évszazad tavliatabol
vildgosan latszik, hogy vizsgalati moddszerei dénté moddon befolyasoltak
a matematika késtbbi fejl6dését, azt valdsdggal forradalmasitottak. Ga-
lois a vizsgalt egyenlethez hozzarendelte gytkei sokasdganak egy bizo-
nyos permutacios csoportjat (errél a fogalomrol még lesz szo6). E csoport
szerkezetében taldlta meg a keresett feltételt. Ezzel rairanyitotta a fi-
gyelmet az un. algebrai strukturak vizsgalatara.
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ALGEBRAI Mit neveziink algebrai struktiranak? Egy halmazt,
STRUKTURAK amelyben értelmezett egy vagy tébb miivelet (vagy

valamivel altalancsabban: halmazt, amelynek elemei ko-
z0tt értelmezett egy vagy tobb relacio). A miiveletek jellege, szama és
tulajdonsagai alapjan osztalyozzuk a strukturdkat. A csoport példaul
egyetlen (kétvaltozds) miivelettel elladtott olyan struktura, amelyben a
mivelet asszociativ és invertalhaté.

A Galois altal elhintett magok gyoOkeret vertek a matematika tala-
jaban, a szarba székkent fa gyorsan terebélyesedett. Ez nem is meglepé,
hiszen egyre tdbb forrasbdl tapldlkozott, igy a szamelméletbisl, a geo-
metriabdl, a kozben kialakult matematikai logikdbo6l és mas matemati-
kai diszciplinakbdl. A matematika egyre tobb dgdban fedezték fel, hogy
bizonyos alapveté tulajdonsdgok jellemzését egyrészt bizonyos algebrai
strukturak szerkezetének vizsgalata révén, masrészt bizonyos objektu-
mok kozotti relacick révén lehet megadni. Ezeknek a strukturaknak
természetesen konkrét elemei vannak a kilonbozé diszciplindkban: sza-
mok, geometriai transzformacidk, logikai itéletek stb. A relacidk is
konkrétak: oszthatdsag, nagysdgrendi rendezés, hasonldsag, ekvivalencia
stb. De a miiveletek tulajdonsdgai szempontjabdl a legkiilonbézébb ma-
tematikai diszciplindkban szereplé struktirdk kozos vonasokat mutatnak.
Hasonlé megallapitids érvényes a relacidk esetén is. Sziikségessé valt te-
hat az absztrakt algebrai struktira és az absztrakt reldcié fogalmanak
megteremtése. Ehhez viszont le kellett mondani a kiilonb6z6 matematikai
fogalmak egyéni jegyeir6l. Meg kellett teremteni egy eléggé ,szintelen*
fogalmat, amely az Osszesség fogalmanak matematikai kifejezéje. Ez a
halmaz absztrakt fogalma. Erre visszavezetheté a relacié absztrakt fogal-
ma. Ez utobbira visszavezetheté a miivelet absztrakt fogalma. Most mar
tanulmanyozhaték az absztrakt strukturdk, az olyanok, amelyeknél az
elemek milyensége, ,egyénisége“ nem érdekel benniinket — csupan a
miiveletek tulajdonsagai, az elemek kozotti reldcidk tulajdonsagai.

SZINTEZIS Ez a gondolat-6konomiai szempontok mellett azért is

fontos, mert lehet6vé teszi, hogy a kiilonbozé mate-
matikai diszciplindkra magasabb, egységes szempont szerint tekintsink.
Lehetéve teszi, hogy felfedezziik és kifejezziik a kozds vondsokat, hogy
magasabb szempontbol szintetizaljunk — tehat egyuttal egyszerlsitsunk.
Ebben a szintetizalé folyamatban az egyes diszciplindk egymaéashoz kdze—
lebb keriilnek, a kozottik levs éles hatidrvonalak eltlinnek, feloldédnak.
Latszolag kiilonbozé térvények azonosulnak, vagy egy altalanosabb tor-
vényszeriiség specialis eseteinek bizonyulnak. Ime a XX. szazad algebra-
janak, az absztrakt struktirak tudoményanak jelentdsége. A jelenség meg-
ismétlédott: megmaradt az algebra elnevezés, de most mar elsésorban az
absztrakt algebrai strukturak elmeéletét jelenti.

TOPOLOGIA A leirt absztrakt apparatus még nem alkalmas arra,

hogy a hatarértékkel és az ezzel kapcsolatos folyto-
nossagi fogalommal kapcsolatos kérdéseket lényegbevagéan tanulmanyoz-
hassa. Ezek a kérdések viszont at- meg atszovik a matematikat. A bonyo-
lultabb fizikai jelenségek leirdsanak sziikségességébdl sziiletett a XVII.
és XVIII. szazad forduléjan, Newton és Leibniz munkdssiga révén, a
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hatarérték fogalmara alapozott diszciplina: a matematikai analizis, a dif-
ferencidl- és integralszamitds tudomanya. Moédszerei lassan behatoltak a
matematika sok mads agaba. Még a latszdlag nagyon tavol 4llé6 szamelmé-
let sem nélkilozheti 6ket. A klasszikus matematikai analizis ragyogéan
betdltitte szerepét mindaddig, amig a jelenségek leirdsara elegend6 volt
a valds szamok halmazaban, ,terében® maradni. Bonyolultabb jelenségek
szlikségessé tették a klasszikus analizis mddszereinek Altalanosabb terekre
valo kiterjesztését is. A kérdésnek magasabb szempontbdl valé vizsgélata
itt is szilikségessé tette olyan halmazok, ,terek“ vizsgdlatat, amelyekben
a hatarérték és folytonossdg fogalmanak értelme van. Ehhez meg kellett
talalni egy olyan fogalmat, amely egy absztrakt halmazban bizonyos ese-
tekben értelmezhets, és amellyel a hatarérték és folytonossdg fogalma
absztrakt médon meghatarozhaté. Ez a ,kornyezet® fogalma. Az adott
halmaz minden eleméhez (szokasosabb kifejezéssel: az adott ,,tér*“ minden
spontjahoz“) hozzdrendeliink egy bizonyos részhalmazrendszert, az adott
pont ,kornyezeteit“. Ha e kornyezetrendszerek bizonyos tulajdonsagokkal
rendelkeznek, akkor a vizsgalt halmazban az emlitett fogalmak értelmez-
heték. E halmazokat topologikus tereknek nevezziltk. Ezekkel a topolégia
foglalkozik — szdzadunk matematikajanak masik nagy absztrakt aga.

A koérnyezetrendszer megadasa bizonyos reldcié megadasaval egyen-
~értéku. Ily modon a strukturdk elmélete és a topologikus terek elmélete
is két alappilléren, a halmaz és a relacié absztrakt fogalmain nyugszik.

TOPOLOGIKUS A legfontosabb vizsgdlati teruleteken az algebrai és
ALGEBRA topologikus szerkezet egyidejlileg, Osszefonédva I1ép

fel. Pontosabban, olyan algebrai struktirakrdl van szo,
amelyek egyuttal topologikus terek és az (algebrai) miiveletek folytono-
sak. Ezek a topologikus struktirdk, amelyek mar alkalmasak mind a
muveletekkel (algebrai szempont!), mind a folytonossdggal (topologikus
szempont!) kapcsolatos torvényszer{iségek leirdsdra. Az el6zGekbdl kit{i-
nik, hogy ezek elmélete, a topologikus algebra egyrészt a klasszikus al-
gebraban, masrészt a (klasszikus) matematikai analizisben gyotkerezik, és
a matematika majd minden 4gdbdl taplalkozva serdiilt fel.

IRANYTU A JE-  Lehet6vé teszi a matematika legalapvetébb kérdései-
LENKOR MATE- nek magas szinten valé vizsgalatat. A matematikai fo-
MATIKAJABAN  galmaknak és moédszereknek egy olyan szintézisét ke-

pezi, amely lehet6vé teszi, hogy egységes torvényekbe
foglaljuk Ossze a matematika kilonb6z6 &dgainak bizonyos alapvetd —
latszélag kilonbozbé — torvényeit. Lehet6évé teszi azt az egyszeriisits,
szintetizalod vizsgdlatot, amely nélkill nehezen képzelhet6 el a tajéko-
zodés a jelenkor matematikdjaban, és ennek kovetkeztében a matemati-
kénak tovabbi fejlédése.

FELREERTESEK Az emlitettekhez négy megjegyzést kell fiiznom.
ELKERULESE Az egyik szazadunk két nagy matematikai diszcipli-
CELJABOL najanak kialakulasaval kapcsolatos. Az olvasénak tud-
nia kell egyrészt azt, hogy ezek kialakuldsaban sokkal
tobb tényez6 jatszott szerepet, mint amennyit irasom tiikréz. En csak
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a leglényegesebb szempontokra hivtam fel a figyelmet. Masrészt azt is
tudnunk kell, hogy a kialakulds folyamata nem volt olyan toretlen, olyan
egyszeriien logikus, mint ahogyan esetleg a vazlatos torténeti attekin-
tésbdl kitlinik. Sok buktats, sok mellékut nehezitette a fejlédést.

Masik megjegyzésem: nehogy valaki arra a kovetkeztetésre jusson
a fenti sorok alapjan, hogy a matematika e két absztrakt 4ga helyette-
siteni tudja a mar kialakult diszciplindkat, azokat feleslegessé teszi. Fol-
diinkr6l nagy magassagbél, mondjuk egy mesterséges holdrél készitett
fénykép nem helyettesiti, nem teszi feleslegessé a pontos geodéziai mé-
rések alapjan készitett részlettérképeket. Lehetséges, hogy e hasonlat mé-
reteiben torzit, de mondanivaléom lényegét tiikrozi. Masrészt a magasabb
absztrakciéju dgak nemcsak taplalkoznak a konkrétebb diszciplindkbdl,
hanem vissza is hatnak rajuk; ramutatnak azokra a problémékra is, ame-
lveknek tovabbi elmélyitése fontos.

NEHANY NYI- Harmadik megjegyzésem bizonyos fokig a masodik-
TOTT PROBLEMA  hoz kapcsolédik, és az egyenletek elméletére, mas sz6-
AZEGYENLETEK val a klasszikus algebrara vonatkozik. Azt a megalla-
ELMELETEBEN pitast, hogy az ezen elmélet keretében felmeriilt legfon-

tosabb problémakat mar a mult szazad els6 felében
megoldottdk, nem szabad ugy érteni, hogy ez az elmeélet teljesen lezart.
Még sok — kétségtelenlil kisebb jelentdségli — probléma var megoldasra a
klasszikus elmélet keretében is. Els6sorban a gytkoknek a komplex szdm-
sikban val6 elhelyezkedésére vonatkozéan merillnek fel nyitott problé-
mak. Ennél még fontosabb kérdéskomplexumot vet fel éppen a jelenlegi
algebranak az egyenletelmélettel valé 6tvoz6dése: a klasszikus elmélet ki-
terjesztése bizonyos, a szamtesteknél sokkal altalanosabb absztrakt algeb-
rai strukturdkban értelmezett egyenletek esetére. Sok kozlemény jelent
meg ezen a téren, egy Osszefliggd munka azonban a mai napig is hidny-
zik. Pedig megirasa nem jelentene kiilon&sebb nehézséget, inkdbb kiter-
jedt bibliografiai buvarkodast, rendszerezoképességet és a klasszikus ke-
retben meglevé gondolatmenetek iranti erds kritikai szellemet igényelne.

KATEGORIAK Negyedik megjegyzésem a tovabbi fejlédés iranyara

mutat r4. Az algebraj struktiurak elméletébdl és a to-
pologikus terek vizsgalatabol sziletett a szintézisfolyamatnak egy még
‘magasabb foka: a kategéridk elmélete. Ugy tlinik, hogy ez az alig ,ti-
zenéves* diszciplina a matematika sokat igéré aga.

‘KIKBOL LESZ- Mar majdnem negyedszazados tandri és kutatéi palya-
NEK ALGEBRIS-  fytidsom alatt arra a meggy6zdédésre jutottam, hogy a
“TAK, TOPOLO- szintézisre, az 4ltalanosabb OsszefUggések meglatdsara,
GUSOK? altaldban az erds fokt absztrakciéra egyesekben eleve

adott hajlam rejtézik. Ezt fel kell fedezni, mert termé-
szetszerlileg az ilyen iranyd hajlammal rendelkez6kbél valnak algebris-
tak, topolégusok. Masokat a részletkérdésekben vald elmélyilés jellemez,
ezekb6l jo kutatok valhatnak bizonyos szlikebb terlileteken. Természe-
tesen a két kategdéria kozott merev hatart nem lehet vonni, hiszen mind-
két tipusu kutaténak rendelkeznie kell a masik tipus bizonyos jegyeivel.
Es mindkét tipustu kutatéra egyforman sziikség van.
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Huszondt évvel ezelstt, még egyetemi hallgaté koromban kezdtem az
algebrai strukturak elméletével foglalkozni. Maganszorgalombdl. Alig két
esztendd utdn kezdtem ismeretséget kotni a topolégidval és a topologikus
algebraval. Szintén maganszorgalombdl. E kérdések oktatdsa ugyanis csak
néhany évvel késébb vonult be a kolozsvari egyetem programjaba. Egy
akkori professzorom fedezte fel hajlamomat ennek az absztrakt vildgnak
a tanulmanyozasara. Egy sziikebb kor{i tantargybdl vizsgdztam, a készli-
16dés soran sok koOnyvet atlapoztam, egészen moderneket is, és felele-
tem soran a strukturak elmélete szempontjabdl vilagitottam ra a felme-
rult kérdésekre. Persze akkor még nem voltam ennek tudatédban, hiszen
még a strukturdk elméletének elemeit sem ismertem. Honnan olvasta

ezt? — kérdezte professzorom. Megmondtam. — Tetszik maganak ez a
nézépont? — keérdezte. Igen — véalaszoltam. — Szeretne mélyebben meg-
ismerkedni hasonlé kérdésekkel? — Igen. — Akkor jojjon be hozzam

vizsgai utan, ajénlok egy j6 kényvet... Nos, igy lettem ennek az abszt-
rakt vildgnak tanulmanyozéja, késébb kutatéja.

A TANITVANY A torténelem szeszélye ugy hozta, hogy alig indultam
HALAJA el a tudomanyos kutatds utjan, nagyon fiatalon, egye-

dul maradtam algebrista Kolozsvaron. Még kevés ta-
pasztalatom volt, és elszigetelten mindig nagyon nehéz el6rehaladni. De
az absztrakt vildgnak annyira megszallottjava valtam, hogy egyediil is ki-
tartottam mellette. Es amikor emlitett tandrom hosszii évek utdn visz-
szatért, hogy az &6t megilletd kormanybotot atvegye, mar egy kis al-
gebrista csoport varta. Fiatalok, akikben sikeriilt eliiltetnem az algebra
iranti szenvedély magvait. Azéta is sok fiatalt segitettem, tébblikbdl ki-
valé kutaté, j6 munkatars valt. Ugyannyira, hogy sok részleteredmé-
nylnkr6l mar nehezen lehetne elddnteni az egyéni hozzajarulds mérté-
két. De ez nem is fontos: azok hosszas éjszakdk egylittes munkajanak
koz0s eredményei. Volt mesterem irdnti halaérzetemet pedig hatvanyo-
zottan visszakapom fiatal munkatarsaimtél. Szép érzés. Egyetlen esetben
tapasztaltam magatartdsbeli elesuszast, ezt is a fiatal kor szamléjara ir-
tam, azzal prébaltam mentegetni. Arrél, amit hosszu ideig 0sztonodsen vé-
geztem, most mar pontosan kialakult véleményem van: a tanitvany ugy
réhatja le halajat tanitéja irdnt, ha a kutatds faklyajat még fiatalabbak-
nak adja at. Ezt kérem fiatal munkatarsaimtél, tanitvanyaimtél.

EGY SOKAT Tudoméanyos koézleményeim kozott tallézva egy gyak-
KUTATOTT ran visszatérd téma szerepel, ez a strukturak un. direkt
PROBLEMAKOR  gzorzataval kapcsolatos. Ezt a fogalmat itt még csak

megkozelité pontossaggal sem tudom leirni. Elegendd
csupan annyit megjegyezni, hogy az az algebra egy olyan fontos moéd-
szerével kapcsolatos, amely bizonyos strukturak vizsgalatat egyszeriibb
szerkezetli strukturak vizsgalatara vezeti vissza. Ez a fogalom el6szor
csak véges szamu elemet tartalmazoé, un. véges strukturak esetén léte-
zett, késSbb &altalanositottdk — bizonyos végességi feltételek mellett
— végtelen struktirak esetére is. Ezek a végességi feltételek abban a
tényben fejez8dnek ki, hogy ha valamely struktura bizonyos részstruk-
turdinak direkt szorzata, akkor minden eleme b1zonyos — a részstruk-
turdkhoz tartozé — véges szamu elem szorzata.
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Két lényegbevago keérdés mertilt fel e fogalommal és a vele kap-
csolatos moédszerrel kapcsolatban. Az egyik ahhoz a megfigyeléshez ko-
toédik, hogy szdmos struktura direkt felbonthatatlan, azaz nem irhaté fel
bizonyos részstruktirainak direkt szorzataként. Ezeknél a strukturdknal
a direkt felbontéssal kapcsolatos vizsgalati moédszer nyilvanvaléan hatas-
talan. Felmertil tehat a kérdés, hogy magdt a fogalmat miképpen lehet
oly médon &ltalanositani, hogy a hozza kapcsolédé moédszer szélesebb
strukturaosztalyra alkalmazhaté legyen anélkill, hogy hatékonysdgaban
lényegesen mogétte maradjon az eredeti médszerének. A probléma ak-
tualitasét kozvetve az a sok kisérlet is bizonyitja, amely az utébbi két
évtizedben a probléma megolddsara iranyult. Legfontosabb ilyen iranyu
eredményiink a Lengyel Tudoméanyos Akadémia folyéiratdban jelent meg.

A mésik kérdés a moédszer alkalmazdsi teriiletének azon korlataihoz
kapcsolédik, amelyek az emlitett végességi feltételek kovetkezményei. De
az ezekrél valé lemondds azzal lenne egyenérték(i, hogy minden struk-
turaelemet végtelen szorzat alakjaban allitsunk el6. Ehhez viszont hatér-
ertékfogalom sziikséges, mds szoéval megoldésa csak a topologikus algebra
keretében remélheté. Mintegy 17 évvel ezel6it fogalmaztam meg ezt a
{ényegbevagénak tliné problémat, s mintegy 15 év telt el addig, amig
sikeriilt kielégitd mdédon megoldani. Sokaig egyedil dolgoztam rajta, ke-
sébb fiatal munkatarsaimmal. Legfontosabb eredménylink olasz f6ldon,
Padova 6si egyetemének folyéiratdban jelent meg.

Az utébb emlitett probléma megoldasara irdnyulé tapogatézasok sok
,mellékterméket® eredményeztek. Egyik-masikat legaldbb olyan fontos-
nak itélem meg, mint magat az emlitett eredményt. Igy peéldaul még
1956—1958-ban sikerlilt bizonyos topologizalési eljardsokat kidolgozni
absztrakt algebrai strukturdk széles osztalyaira. Kés6bb kiilonféle mate-
matikai diszciplindk keretében fontos szerepet jatszé bizonyos algebrai
strukturdk — latszolag kiilonbozé —— topolégidinak kozds gytkerére sike-
riilt bukkanni. Ez a mar emlitett szintézis-folyamatnak egy példaja. Ezek
és hasonlé eredmények hazai, tovdbba magyarorszagi és olasz folyoiratok-
ban lattak napvilagot. v ‘

VELEMENYCSERE Az emlitett kérdésekrol sokat beszéltem itthon és kiil-

’ foldi egyetemeken. Tobben ,rdharaptak® a problémék-
ra, ami azok tovabbfejlesztésének zaloga. Magam is sokat gazdagod-
tam mésok észrevételeib6l. Ez az él§ kapesolat, gondolatcsere egyik 16
biztositéka annak, hogy a kutaté lépést tartson a korral. Ez semmivel
sem potolhats. Ezért kell lehetdvé tenni, hogy a kutaté minél tébb tudo-
méanyos rendezvényen részt vegyen, minél tobb olyan intézményt meg-
latogasson, ahol szakemberekkel taldlkozhat. Vildgszerte mindinkabb szo-
kasossd valik a tudomanyos rendezvényeket kisebb helyeken, gyakran
tdiilshelyeken tartani. A nagy centrumok ugyanis sok figyelmet von-
nak el. Kisebb helyeken viszont a rendezvény idétartamara valéségos
nagy csaladdd kovacsolédnak Ossze a résztvevdk. Egyiitt lilnek az eld-
adasokon, a szervezett és spontan kialakulé vitdkon, egyltt étkeznek. Es
ha sziikségessé teszi a lazitds, hat egylitt szérakoznak. Ne sajnélja senki
ezt a kutat6tol, mert & is ember. Legfennebb annyiban kiilénbézik az
atlagtél, hogy amikor egy kiadés uszas utdn kifekszik a homokra siit-
kérezni, akkor tovabb folytatja kollégajaval véleménycseréjét. De ha tor-
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ténetesen nem matematikardl, hanem egy éplilet stilusarél, egy aktualis
eseményrdl vagy egy feltiing holgy kecses mozdulatairél beszélnek, ak-
kor sem vétettek a tarsadalom ellen. A lényeges az, hogy amikor a ,csa-
lad“ felbomlik, akkor minden résztvev$ tuddsban, gondolatokban gazda-
gabban tavozik. Mdsrészt: a ,,csalddtagok® megismerik egymas életprob-
1émait, azok mindeniitt fellelhetd — legfénnebb kiilonb6zé tipusi — ne-
hézségeivel egylitt. Ez emberileg kézelebb hozza éket. Ennek nagyon fon-
tos tarsadalmi kihatdsa is van. EgyszerQi igazsdg, melyre mar a kozépkor
mesteremberei is rajottek, és segédeiket elkiildték ,,vilagot latni“. Ezeket
az egyszerli igazsigokat mindenkinek magééva kell tennie, akinek akar
tudomdanyos, akadr pénziigyi, akdr barmely mas adminisztrativ szempont-
bol szava van a kutatok taldlkozasanak létrejottében. Mert aki erre kép-
telen, az egy adott pillanatban feltétlenill a fejlédés kerékkdtSjévé valik.

EGY PROGRAM-  Latogatdsaim, személyes ismeretségeim, kozvetett Gton
ROL szerzett informaciéim alapjdan allithatom, hogy mi, al-

gebristak, tulnyomé tobbségiinkben meglehetésen elszi-
getelten dolgozunk. Ez részben torténelmi, részben szervezési okokkal ma-
gyarazhat6. A tudomanyos kézpontok ugyanis ma is elsésorban az egye-
temek. Ugy vélem, hogy nagyobb aranyu osszefogésra maga az algebra
szintézisre tdrekvé tendencidja ad lehetdséget. A csoport fogalmdardl mar
sz6 esett. A gylirG olyan kétmfiiveletes algebrai struktira, amelyben az
egész szadmok esetében megismert szamitasi szabdlyoknal valamivel altala-
nosabb szamitasi szabalyok érvényesek. A csoportelmélet és a gylirielmé-
let az algebrai strukturak elméletének két legjobban kidolgozott, klasz-
szikus fejezete. J61 kidolgozott mddszerekkel elért, lényegbevagsd eredmé-
nyekkel bliszkélkeds, de ugyanakkor szdmos nyitott kérdést tartalmazo
elméletek. Korosztadlyomban kivalé csoportelméletesek ¢és kivals gyfir(i-
elméletesek vannak. Mar kevesebben dolgoznak mindkét terilleten. Alig
16 évvel ezel6tt kristdlyosodott ki egy algebrai strukturafogalom, amelyet
legtdbben omega-csoport néven ismernek. Ez természetes mdédon altala-
nositja a csoport és gylirli fogalmat, de nem tulsigosan Altaldnos ahhoz,
hogy a két elméletben ismert legfébb kutatasi médszerek egymadsra ha-
tasat, kozos altalanositasat megakadalyozna. Nos, sok helyen propagédltam
mar, itthon és kiilf6ldén egyardnt az omega-csoportok elméletének rész-
letes kifejlesztését. Ezt teszem most is. Ez a szintézis kétségtelenlll gaz-
dagitand kilon-kiilén a két emlitett elméletet, és nagyszabasi tudo-
manyos egyittmikodést is lehetévé tenne. Jelenleg ezen a téren ugyanis
az a helyzet, hogy a figyelem egy kétségtelentil magasabb foku szintézis,
az &ltalanos algebrai struktirak, az un. univerzalis algebrak vizsgalata
felé fordult. Ez sziikséges és helyes. Magam is végeztem kutatdsokat eb-
ben az irdnyban. De ennek az erds altaldnositdsnak nyilvanvaléan sok
csoport- és gylrilielméleti moédszerrs]l le kell mondania, mert messze ta-
volodott a két klasszikus elmélettdl, éppen magasabb foku absztrakciéja
miatt. A csoportelmélet és gylirielmélet leglényegesebb eredményeinek
szintézise az omega-csoportok szintjén, ugy vélem, generaciém feladata.
Es azé a genersci6é, amely kézvetlen tudomanyos rahatdsunk folytan dol-
gozik. Az utébbi esztendékben két nagyon értékes doktori disszertaciét mu-
tatott be két fiatal munkatdrsam. Ezekben a csoportelmélet keretében
elért korabbi eredményeinket altaladnositottdk omega-csoportok esetére.
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A MATEMATIKAI Ugy érzem, szélnom kell néhany olyan jéindulatian

KUTATAS naiv kérdésr6l is, amelyet cikkem elején emlitettem.
TECHNIKAI Arra remélhetéleg sikerlilt ravilagitani, hogy a mate-
ALAPJAIROL matika fejlédik, és igenis lehet djat felfedezni a ma-

tematikaban. Az Uj eredményeket mennyiségileg jel-
lemzi bizonyos fokig az a nagyszamu kézlemény, amely a vilag kiilén-
b6zé folyodirataiban megjelenik. Az utobbi esztendékben mintegy 20 000-re
teheté az évente megjelené kozlemények szama. Ez ijesztéen nagy szam,
amely egyben vilagosan ramutat arra is, hogy manapsiag mar nem létez-
het a matematika minden teriiletén egyforman tajékozott, ,,univerzalis“
matematikus. Egyben a mar emlitett szintézis-tendencia fontossagat is
hangsulyozza. Nos, a kutaté rendelkezésére kell &llnia egy olyan konyv-
tarnak, amely az idénként megjelen6 monografidkat és a kdzlemények
zbmét tartalmazo fontosabb folyodiratokat rendszeresen beszerzi. A kolozs-
vari matematikai intézet konyvtdra ilyen. Az emlitett beszerzés nagy
pénziigyi és féleg aldozatkész szervezdi munkat igényel, a folyéiratanyag
nagy részét ugyanis a kdnyvtarak helyi szakfolydiratok cseréjével szerzik
be. Ez természetesen feltételezi a megfeleld nivéju folyoiratkiadast. Te-
hat a megfeleld nivéju helyi tudomanyos kutatémunkat is. Egy mate-
matikai kézlemény attanulméanyozésa hosszadalmas mivelet. Ez szilksé-
gessé teszi un. referalé lapok kiadasat. Ezek a megjelené kozlemények
leglényegesebb eredményeire (esetleg mddszereire) ravilagité roévid tar-
talmi kivonatokkal segitik a kutatét munkajdban. A huszas évek 6ta Né-
metorszdgban adnak ki ilyen jellegli folydiratot, a negyvenes évektdl
kezdve az Amerikai Egyestlt Allamokban, az Otvenes évekt6l kezdve a
Szovjetuniéban is. Ezek szerkesztése egész Foldiunket behdlozé nemzet-
kozi egyuttmiikodést feltételez. E sorok irdjat az amerikai folydirat kérte
fel munkatarsnak. A gazdasagilag fejlett orszagok matematikai intézetei-
ben, azok konyvtiraiban automatikus masologépek allnak a kutaték ren-
delkezésére. A kivalasztott kozleményrdl fényképmasolatot készithet a
kutats. Ezzel részben ,f6ldrajzi fliggetlenséget“ élvez munkajaban, mas-
részt a folyoiratok kivételével nem akadalyoz masokat. Ma mér létez-
nek olyan dokumentaciés kozpontok is, amelyek nagy szakérts-gardat
foglalkoztatva, elektronikus szamitégépek memoriaegységeibe taplaljak az
évrél évre felhalmozodé anyagot. A kutatd pedig az 6t érdeklé probléma-
nagy peénziigyi befektetést igényel. Nos, a j6l felszerelt konyvtar eldfel-
tétele a kutatdsnak. A modern technikai feltételek el@segitik, lerdviditik
a kutaté dokumentdciés munkajat. De van egy tényezd, amelyet semmi-
lyen technikai ,,csoddval“ nem lehet helyettesiteni. Ez a kutaték kozvet-
len, szébeli véleménycseréje. Errgl mar {rtam.

ELONYOK, Nos, a széles korli dokumentaciés munka, a vélemény-
HATRANY cseréket kdvets rahatasok utdn a matematikai kutatés-

hoz valéban nem sziikséges mas technikai berendezés,
mint papir és ceruza. Ez bizonyos értelemben elényt jelent a kisérleti tu-
domanyock miivel6ivel szemben. ,Foldrajzi fuiggetlenséget® biztosit a ma-
tematikus kutaténak. Nem koti helyhez. Ugyanakkor a kisérleti eredmé-
nyek hianya nagy nehézséget, a kisérleti tudomanyok mivel6ivel szem-
ben hatranyt jelent a matematika kutatéjanak. Hiszen kutatdsanak nincs

~
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kozvetlen empirikus alapja. A szorgalmas dokumentécié minden kutato-
munkanak alapfeltétele. Csupdn szorgalommal nagy eredményeket sem-
milyen tudomdnyédgban nem lehet elérni. Csupan szorgalommal kis ered-
ményeket sem lehet elérni a matematikdban. Persze a tapasztalt kutaté
nagy segitséget adhat a fiatalnak, ha annak az alapétletet megadja. Ilyen
esetben mar elegend$ lehet a szorgalmas, figyelmes, kitarté munka is.

AZ ALAPOTLET A helyes problémafelvetéshez és annak megoldasahoz
szlikséges alapttlet megaddsa a problémaksdrnek sok-
oldalu tanulmanyozasa mellett is altaldban nehéz. Tapasztalatom szerint
az ehhez szilkséges pszichikai allapot (taldn ezt az allapotot nevezik a
ko6lték ,,ihlet“-nek) csak gy alakulhat ki, ha a kutaté valosdggal egyiitt
¢l a problémaval. Munkaja, pihenése alatt egyarant. Az otlet kikristalyo-
soddsa a legklilonbdzsbb pillanatokban lehetséges. Legtobb esetben vé-
leménycserék alkalmaval vagy a rakovetkez6 napokban, hetekben. Ilyen
szempontbél minden kutaténak sok szép — teljesen szubjektiv — emléke
van. A gylirlik topologizdlasara adott egyilk moédszerem mindig felvil-
lantja bennem a Balaton képét. Egy szép nydri éjszakan bukkantam ra
az alapdtletre a holdslitétte vizparton lildégélve ... Sotét éjszakaban sza-
lad a vonat, a megpattintott ablakon az Alpok hiivés levegéje aramlik
be. Szemben velem egy spanyol lany alszik, szép madonnaarcara hulla-
mokban hull fekete haja. Azoéta évek teltek el, a néhdny éras beszélge-
tés emléke bizonyara nem maradt volna meg bennem, hacsak egy mar
hetek 6ta nyersen megoldott csoportelméleti probléma &ltalanos, harmo-
nikus keretbe valé bedgyazasanak o&tlete nem éppen ezekben a pillana-
tokban sziiletett volna meg ... Objektive bizonyara nincs semmi kapcso-
lat e tények kozOtt. Vagy ha van, hat annak a felderitése mar a pszi-
cholégusok feladata. De a kutatéban szép emlékként forrnak Gssze.

UTO0SZO Képeket villantottam fel a matematika fejlédési ten-
HELYETT denciairél, a kutatds egyes problémdirdl, eredmények-

r6l, néhany olyan programpontrél, amelyr6l eddig csak
zart korli matematikus tarsasdgban beszéltem, lazabb tarsalgéds keretében.
Tudom, hogy nem érintettem a kutatds sok problémajat. Azt is tudom,
hogy egy-egy felvillantott gondolat alapos tanulmanyt igényelne. Egyet-
len célom volt: kissé ,,emberkozelbe® hozni a matematikai kutatast, ku-
tatét. Nyilvan nem én déntém el, hogy sikeriilt-e avagy sem. Egy ma-
tematikai kozlemény minden megallapitdsdhoz két logikai érték egyikét
lehet hozzdrendelni: igaz vagy hamis. Ebben az {rdsomban azonban ma-
tematikarol irtam és nem matematikat. Irdsom tehat nyilvan nem men-
tes a szubjektiv vonasoktol. Allitdsaimhoz az emlitett két logikai érték
kozotti szamos mas logikai értéket is hozza lehet rendelni: ,nagyjabél
igaz“, ,majdnem biztosan hamis® stb. De ez az értékelés szintén nem
mentes a szubjektiv vonastél. Ami pedig a format illeti, az feltlinden eltit
egy matematikai kozlemény megszokott tomor, zart formajatél. Ha ugy
tetszik, nevezziik csevegésnek. De egyszer a matematikus is megteheti ezt.
Mert ugyebér... 6 is ember.

Maurer Gyula



