LEJTOROL SURLODASMENTESEN LECSUSZO TEST

»PARADOXONA«

A lejt6hoz rogzitett inerciarendszerben

Egy & magassaga « szogu lejts tetejérdl surlodas nél-
kil lecstszik egy m tomeg test (lasd az abrat).

A graviticios erd lejtével parhuzamos komponen-
se: F= mgsina.

A lejté hossza:

A testen végzett munka:

W= Fl= mgsina .h =mgh.
sina

Itt szandékosan nem emlitiink potenciilis energiat,
mivel a munkatétel nem koveteli meg az erétér oOr-
vénymentességét, amely disszipativ erd is lehet. Al-
kalmazzuk a munkatételt, a testen végzett munka
egyenld a kinetikus energia megvaltozasaval:

mgh = lmvz—lmv2
g 2 2 2 1>
amibdl
2gh= vzz—vlz.

A vektor négyzete (bnmagaval képzett skalaris szor-
zata) egyenld abszolut értékének négyzetével. A nem
vastagitott v betl a sebesség abszolut értéket jeloli.

v, = \J2gh+v.

Az er6térben minusz u sebességgel mozgod
inerciarendszerben

Ismeretes, hogy az inerciarendszerek dinamikai leirds
szempontjabol egyenértékiek. Tehat semmiféle tehe-
tetlenségi er6 nem léphet fel, ellentétben a gyorsulo

(forgd) koordinata-rendszerekkel. Irjuk le a lejt6rol
valo lecsuszds folyamatat a lejtS alapjaval parhuzamo-
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san, egyenletes —u sebességvektorral (tehat jobbrol
balra) haladé vonathoz rogzitett vonatkoztatasi rend-
szerbdl! Jelen leirasban semmiféle relativisztikus ef-
fektust nem vesziink figyelembe. Igy ebben az iner-
ciarendszerben minden korabbi sebességvektorhoz u
sebességvektort kell hozzdadni. A kezd&sebesség
vektora v, +u, mig a végsebesség vektora v, +u lesz.
Alkalmazzuk tehat most is a munkatételt:

mgh = 1 m<v2+u)2—%m(v1+u)2,

NI

amibdl

2gh= (vz+u)2—(v1+u)2 =

2 2
= 1)2+2uv2+u2—(v1 +2uv, tu’) =

= 1)22—1112+2u(v2—vl),

tehdt
1 2 1 2
mgh = imvz—imvl tmu(v,-v,).

Lathato, hogy a jobb oldalon megjelent egy Uj tag,
amely a folyamat sordn bekovetkezs sebességvaltozas
vektoranak és a vonat sebességvektoranak skalaris
szorzatat tartalmazza. A lejt6hoz rogzitett inerciarend-
szerben ilyen tag nem volt.

Hol a hiba? Melyik leirds helyes?

A kvaziparadoxon felolddsa

A hiba abbdl a — szemlélettel alatimasztott — tévedés-
bél fakad, hogy a graviticids erd altal végzett munka
a minusz u# sebességgel mozgo inerciarendszerben is
mgh lenne, vagyis hogy csak a szintkiilonbség szami-
tana, mint a potencialis energianal. Latni fogjuk, hogy
€z nem igaz.
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Bizonyitas

Az altalanositas céljabol — a végzett munka levezeté-
sénél — tetszGleges idGinvarians erGteret engedjiink
meg. A kiindulasként exponalt probléma ennek spe-
cialis eseteként jelenik majd meg.
Egy F(r) idGinvarians erGtérben egy tomegpont mo-
zog az r(1) vektor skalarfliggvénnyel jellemzett palyan.
A tomegponton végzett munka:

w= [Fa)ar,
A mozgisegyenlet:
2
F@r)=m d r(t).
dr?

Behelyettesitve:

r, 5
W [mdr® g,
’ de?

IdS szerinti integralasra tériink at. A tomegpont a #, €s
1, idépontokban rendre az r, és r, helyen tartdzkodott.

t, 5
d*r () dr(®) dr

W= m
) dr? dr

Vegyuk észre, hogy az integralban ugyanazon figgvény
elsG és masodik id6derivaltjainak szorzata szerepel.
Ismert az aldbbi matematikai szabaly:

dfCD riyy = % (% f%«)}

dx

Alkalmazzuk ezt a szabalyt, most nem egy fliggvény-
re, hanem egy fliggvény elsé derivaltjara.

4’/ dfo _ d|1({dfo )
dax? dx dx|2| dx '

Térjunk vissza az eredeti problémara! Itt f{xx) = #(1).

dz? dt de| 2

&r() dr(n _ d [1 (dr(t))zl
dr ||

Helyettesitstink be az integralba:

~ gl dr(o V|, 1 dr(n V|
v nf Sla(e - fos(e))-

tl 1

=m
2

dlp ).

—

A FIZIKA TANITASA

A v? infinitezimalis megviltozdsainak sszege (integ-
ralja) nyilvan a v? teljes megviltozisa lesz:

Es fme, kijott a jol ismert munkatétel és a kinetikus
energia. Itt az er$ lehet barmilyen, akar disszipativ
erS (cstszasi surlodas vagy kozegellenallas) is. Az
erétérre vonatkozoan eddig csak annyi a kikotéstink
volt, hogy idGinvarians legyen.

A tovabbi gondolatmenetben az erStér mar nem lesz
idGinvarians, mivel egy mozgd vonathoz rogzitett iner-
ciarendszerbsl nézve az erStér mar idévaltozot fog
tartalmazni. Az ilyen eréteret nevezzilkk implicit médon
idGvaridns erétérnek, megkilonboztetésiil az explicit
modon id6varians erdtértél, amely — mondjuk — egy
idében valtozo fesziiltséggel meghaijtott elektrodarend-
szer kornyezetében keletkezd elektromos erétér.

Lépjiink vissza a levezetés egy korabbi pontjara, és
vegyuk most figyelembe, hogy egy —u sebességgel
halad6 vonaton utazunk a leirtak szerint:

() dr(h) dr

W =
" de2 dr

A koordinata transzformalodik ha —u sebességgel
elhaladva nézzik:

r) =r(H+ult
Behelyettesitve:

o mf Elrrut) drwsud)
dr? dr

tl
Itt W* jeloli a vonathoz rogzitett inerciarendszerben
végzett munkat.

Az elsé tényez6:

ElrW+ut) _ &Prod
dr? de '
a masodik tényezd:
dr+ut) _dr@
dt dt
Behelyettesitve:
b
r 2
wW* = m dr@ | dr(n) +u |dt.
) dr? dt
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Beszorzas és szétvalasztas utan:

t, t,
2 2
m dr(o dr(d di+m dr(o
de? de o de?

1 1

w* = u dt.

Vegylik észre, hogy az elsG integral pontosan meg-
egyezik az idSinvarians esetében korabban mar leve-
zetett munkatétellel.

2
o [ LD dr @ 4 _

l 2 1 2
dz? dz 2 z !

muv, — — muvy.

2

A jobb oldalon szereplé masodik integral esetében
vegylk figyelembe, hogy

d*r _dv(@®
de? der ’

ezért

L, L,

2

m dr([)udt= mufdv(t) dt =
dr? ) dt

1

= mu }dv(z).

Az infinitezimalis megvaltozasok integralja pedig a
teljes megvaltozassal egyenld:

2
mu fdv(t) = mu (vz—vl).
tl

Osszesitve a tapasztalatokat, tehit:

Vegyik észre, hogy az egyenlet jobb oldala atirhato
az alabbi modon:

€s igy
1
w* = = m(v2+u)2—5 mp, +u)’.

Tehat a —u sebességgel mozgd inerciarendszerbdl
nézve is pontosan kijon a munkatétel allitdsa, vagyis
hogy a tomegpontra hatoé er6k munkajanak integralja
W* a —u sebességgel mozgd rendszerben kifejezett
kinetikus energiak kulonbsége. Itt a v sebességek az
idGinvarians er6térhez rogzitett inerciarendszerben
értelmezett sebességek. Ezekhez hozzaadva a mozgod
inerciarendszer sebességvektoranak ellentettjét, a —u
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sebességgel mozgd rendszerben értelmezett sebesse-
geket kaptuk. Tehat minden rendben van a munkaté-
tellel, amit tanitunk, az helyes.

Egy fontos tanulsdg azonban van

Egy mozgd inerciarendszerben felléps graviticios
munkavégzés nem szamithaté a megszokott médon a
potencialis energiak kiilonbségeként.

Vagyis & szintkiilonbség esetében a gravitacios tér
iltal végzett W* munka:

W* = mgh+mu{v,-v),

nem pedig csak
W= mgh.

Ahol # a mozgd megfigyels sebességvektora, mig v,
és v, a kezdG- és a végsebességvektorok.

A fenti Az erétérben minusz u sebességgel mozgo
inerciarendszerben cimu fejezetben exponalt kvizi-
paradoxon felolddsa az, hogy a gravitacios eré mun-
kavégzését az itt leirtak szerint korrekt moédon helyet-
tesitstik be:

1 1
mgh+muv,-v,) = 5 m,+u)’ - 5 mv, +u)’
A tomeget idSlegesen elhagyva az egyenletbdl:

2gh+2u,-v)) = v, +u)’-[v, +u)

majd a zarojeleket felbontva

2gh+2uv,-2uv, =

2 2
=v,+2uv,tu’-vi-2uv,—u’

egyszerlsitve
22
2gh=v,-v,

majd visszairva a tomeget:

1 2 1 2
mgh = Emvz—Emvl.

Teljes egyezésben az elvart eredménnyel.

Tekintstink most egy szabadon esd testet, és vizs-
galjuk meg egyenletes —u sebességvektorral (tehat
jobbrol balra) halad6 vonathoz rogzitett vonatkoztata-
si rendszerbdl. Az mu (v,—v,) skalaris szorzat vizszin-
tesen haladd megfigyels és fiiggSlegesen zuhano test
esetében nulla jarulékot ad azu és a (v,—v,) vektorok
egymasra valé merélegessége miatt, és ilyenkor meg-
kapjuk a j6 megoldast, semmi probléma sem latszik.
Ha azonban a lejtén lecstsz6 tomegpontra alkalmaz-
zuk a munkatételt, amikor a skalaris szorzat nem esik
ki, mivel az érintett vektorok nem merélegesek egy-
masra, akkor a csak gravitacios magassagkiilonbségek
figyelembe vétele alapjan elvégzett szamitds rossz
eredményre vezet.
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