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A lejtõhöz rögzített inerciarendszerben

Egy Ł magasságú α szögû lejtõ tetejérõl súrlódás nél-
kül lecsúszik egy m tömegû test (lásd az ábrát ).

A gravitációs erõ lejtõvel párhuzamos komponen-
se: F = mg sinα.

A lejtõ hossza:

A testen végzett munka:

l = Ł
sinα

.

Itt szándékosan nem említünk potenciális energiát,

W = F l = m g sinα Ł
sinα

= m g Ł.

mivel a munkatétel nem követeli meg az erõtér ör-
vénymentességét, amely disszipatív erõ is lehet. Al-
kalmazzuk a munkatételt, a testen végzett munka
egyenlõ a kinetikus energia megváltozásával:

amibõl

m g Ł = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 ,

A vektor négyzete (önmagával képzett skaláris szor-

2 g Ł = v2
2 − v2

1.

zata) egyenlõ abszolút értékének négyzetével. A nem
vastagított v betû a sebesség abszolút értékét jelöli.

v2 = 2 g Ł+ v 2
1 .

Az erõtérben mínusz u sebességgel mozgó
inerciarendszerben

Ismeretes, hogy az inerciarendszerek dinamikai leírás
szempontjából egyenértékûek. Tehát semmiféle tehe-
tetlenségi erõ nem léphet fel, ellentétben a gyorsuló
(forgó) koordináta-rendszerekkel. Írjuk le a lejtõrõl
való lecsúszás folyamatát a lejtõ alapjával párhuzamo-

san, egyenletes −u sebességvektorral (tehát jobbról
balra) haladó vonathoz rögzített vonatkoztatási rend-
szerbõl! Jelen leírásban semmiféle relativisztikus ef-
fektust nem veszünk figyelembe. Így ebben az iner-
ciarendszerben minden korábbi sebességvektorhoz u
sebességvektort kell hozzáadni. A kezdõsebesség
vektora v1 +u, míg a végsebesség vektora v2+u lesz.

Alkalmazzuk tehát most is a munkatételt:

amibõl

m g Ł = 1
2

m v2 + u 2 − 1
2

m v1 + u 2,

tehát

2 g Ł = v2 + u 2 − v1 + u 2 =

= v2
2 + 2 u v2 + u2 − v2

1 + 2 u v1 + u2 =

= v2
2 − v2

1 + 2 u v2 − v1 ,

Látható, hogy a jobb oldalon megjelent egy új tag,

m g Ł = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 + m u v2 − v1 .

amely a folyamat során bekövetkezõ sebességváltozás
vektorának és a vonat sebességvektorának skaláris
szorzatát tartalmazza. A lejtõhöz rögzített inerciarend-
szerben ilyen tag nem volt.

Hol a hiba? Melyik leírás helyes?

A kváziparadoxon feloldása

A hiba abból a – szemlélettel alátámasztott – tévedés-
bõl fakad, hogy a gravitációs erõ által végzett munka
a mínusz u sebességgel mozgó inerciarendszerben is
mgŁ lenne, vagyis hogy csak a szintkülönbség számí-
tana, mint a potenciális energiánál. Látni fogjuk, hogy
ez nem igaz.
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Bizonyítás

Az általánosítás céljából – a végzett munka levezeté-
sénél – tetszõleges idõinvariáns erõteret engedjünk
meg. A kiindulásként exponált probléma ennek spe-
ciális eseteként jelenik majd meg.

Egy F(r) idõinvariáns erõtérben egy tömegpont mo-
zog az r(t ) vektor skalárfüggvénnyel jellemzett pályán.

A tömegponton végzett munka:

A mozgásegyenlet:

W = ⌡
⌠
r2

r1

F (r) dr.

Behelyettesítve:

F (r) = m d2r (t )

dt 2
.

Idõ szerinti integrálásra térünk át. A tömegpont a t1 és

W = ⌡
⌠
r2

r1

m d2r (t )

dt 2
dr.

t2 idõpontokban rendre az r1 és r2 helyen tartózkodott.

Vegyük észre, hogy az integrálban ugyanazon függvény

W = m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2

dr (t )
dt

dt.

elsõ és második idõderiváltjainak szorzata szerepel.
Ismert az alábbi matematikai szabály:

Alkalmazzuk ezt a szabályt, most nem egy függvény-

d f (x )
dx

f (x ) = d
dx

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1
2

f 2 (x ) .

re, hanem egy függvény elsõ deriváltjára.

Térjünk vissza az eredeti problémára! Itt f (x ) ≡ r(t ).

d2 f (x )

dx 2

d f (x )
dx

= d
dx

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

d f (x )
dx

2

.

Helyettesítsünk be az integrálba:

d2r(t )

dt 2

dr(t )
dt

= d
dt

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

dr(t )
dt

2

.

W = m ⌡
⌠
t2

t1

d
dt

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

dr(t )
dt

2

dt = m ⌡
⌠
t2

t1

d

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
2
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

dr(t )
dt

2

=

= m
2 ⌡
⌠
t2

t1

d v2(t ) .

A v2 infinitezimális megváltozásainak összege (integ-
rálja) nyilván a v2 teljes megváltozása lesz:

tehát

m
2 ⌡
⌠
t2

t1

d v2 = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1,

És íme, kijött a jól ismert munkatétel és a kinetikus

W = ⌡
⌠
r2

r1

F dr = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 = Ekin2 − Ekin1 .

energia. Itt az erõ lehet bármilyen, akár disszipatív
erõ (csúszási súrlódás vagy közegellenállás) is. Az
erõtérre vonatkozóan eddig csak annyi a kikötésünk
volt, hogy idõinvariáns legyen.

A további gondolatmenetben az erõtér már nem lesz
idõinvariáns, mivel egy mozgó vonathoz rögzített iner-
ciarendszerbõl nézve az erõtér már idõváltozót fog
tartalmazni. Az ilyen erõteret nevezzük implicit módon
idõvariáns erõtérnek, megkülönböztetésül az explicit
módon idõvariáns erõtértõl, amely – mondjuk – egy
idõben változó feszültséggel meghajtott elektródarend-
szer környezetében keletkezõ elektromos erõtér.

Lépjünk vissza a levezetés egy korábbi pontjára, és
vegyük most figyelembe, hogy egy −u sebességgel
haladó vonaton utazunk a leírtak szerint:

A koordináta transzformálódik ha −u sebességgel

W = m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2

dr (t )
dt

dt.

elhaladva nézzük:

r (t ) := r (t )+u t.

Behelyettesítve:

Itt W ✶ jelöli a vonathoz rögzített inerciarendszerben

W ✶ = m ⌡
⌠
t2

t1

d2 r (t ) + u t

dt 2

d r (t ) + u t
dt

dt .

végzett munkát.
Az elsõ tényezõ:

a második tényezõ:

d2 r (t ) + u t

dt 2
= d2r (t )

dt2
,

Behelyettesítve:

d r (t ) + u t
dt

= dr (t )
dt

+ u.

W ✶ = m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

dr (t )
dt

+ u dt .
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Beszorzás és szétválasztás után:

Vegyük észre, hogy az elsõ integrál pontosan meg-

W ✶ = m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2

dr (t )
dt

dt + m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2
u dt .

egyezik az idõinvariáns esetében korábban már leve-
zetett munkatétellel.

A jobb oldalon szereplõ második integrál esetében

m ⌡
⌠
t2

t1

d2r ( t)

dt 2

dr (t )
dt

dt = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 .

vegyük figyelembe, hogy

ezért

d2r (t )

dt 2
= dv (t )

dt
,

Az infinitezimális megváltozások integrálja pedig a

m ⌡
⌠
t2

t1

d2r (t )

dt 2
u dt = m u ⌡

⌠
t2

t1

dv (t )
dt

dt =

= m u ⌡
⌠
t2

t1

dv (t ).

teljes megváltozással egyenlõ:

Összesítve a tapasztalatokat, tehát:

m u ⌡
⌠
t2

t1

dv (t ) = m u v2 − v1 .

Vegyük észre, hogy az egyenlet jobb oldala átírható

W ✶ = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 + m u v2 − v1 .

az alábbi módon:

és így

1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1 + m u v2 − v1 =

= 1
2

m v2 + u 2 − 1
2

m v1 + u 2

Tehát a −u sebességgel mozgó inerciarendszerbõl

W ✶ = 1
2

m v2 + u 2 − 1
2

m v1 + u 2.

nézve is pontosan kijön a munkatétel állítása, vagyis
hogy a tömegpontra ható erõk munkájának integrálja
W ✶ a −u sebességgel mozgó rendszerben kifejezett
kinetikus energiák különbsége. Itt a v sebességek az
idõinvariáns erõtérhez rögzített inerciarendszerben
értelmezett sebességek. Ezekhez hozzáadva a mozgó
inerciarendszer sebességvektorának ellentettjét, a −u

sebességgel mozgó rendszerben értelmezett sebessé-
geket kaptuk. Tehát minden rendben van a munkaté-
tellel, amit tanítunk, az helyes.

Egy fontos tanulság azonban van

Egy mozgó inerciarendszerben fellépõ gravitációs
munkavégzés nem számítható a megszokott módon a
potenciális energiák különbségeként.

Vagyis Ł szintkülönbség esetében a gravitációs tér
által végzett W ✶ munka:

nem pedig csak

W ✶ = m g Ł+ m u v2 − v1 ,

W = mgŁ.

Ahol u a mozgó megfigyelõ sebességvektora, míg v1
és v2 a kezdõ- és a végsebességvektorok.

A fenti Az erõtérben mínusz u sebességgel mozgó
inerciarendszerben címû fejezetben exponált kvázi-
paradoxon feloldása az, hogy a gravitációs erõ mun-
kavégzését az itt leírtak szerint korrekt módon helyet-
tesítsük be:

A tömeget idõlegesen elhagyva az egyenletbõl:

m g Ł+ m u v2 − v1 = 1
2

m v2 + u 2 − 1
2

m v1 + u 2.

majd a zárójeleket felbontva

2 g Ł+ 2 u v2 − v1 = v2 + u 2 − v1 + u 2,

egyszerûsítve

2 g Ł+ 2 u v2 − 2 u v1 =

= v2
2 + 2 u v2 + u2 − v2

1 − 2 u v1 − u2,

majd visszaírva a tömeget:

2 g Ł = v2
2 − v2

1,

Teljes egyezésben az elvárt eredménnyel.

m g Ł = 1
2

m v2
2 − 1

2
m v2

1.

Tekintsünk most egy szabadon esõ testet, és vizs-
gáljuk meg egyenletes −u sebességvektorral (tehát
jobbról balra) haladó vonathoz rögzített vonatkoztatá-
si rendszerbõl. Az mu (v2 −v1) skaláris szorzat vízszin-
tesen haladó megfigyelõ és függõlegesen zuhanó test
esetében nulla járulékot ad az u és a (v2 −v1) vektorok
egymásra való merõlegessége miatt, és ilyenkor meg-
kapjuk a jó megoldást, semmi probléma sem látszik.
Ha azonban a lejtõn lecsúszó tömegpontra alkalmaz-
zuk a munkatételt, amikor a skaláris szorzat nem esik
ki, mivel az érintett vektorok nem merõlegesek egy-
másra, akkor a csak gravitációs magasságkülönbségek
figyelembe vétele alapján elvégzett számítás rossz
eredményre vezet.

374 FIZIKAI SZEMLE 2022 / 11


