
ÉGI HARMÓNIA ÉS DINAMIKAI ALGEBRA

1. ábra. Az öt tökéletes test.

Az [5] hivatkozás, amelyen a jelen ismertetõ alapul szabadon elér-
hetõ: https://www.mdpi.com/2073-8994/12/12/2109 (az itt bemuta-
tottnál kicsit több részlettel). A jelen munka a Nemzeti Kutatási Fej-
lesztési és Innovációs Alapból biztosított támogatással, a K18 pályá-
zati program finanszírozásában valósult meg a K 128729 számú pro-
jekt keretében. A szerzõ köszöni Riczu Gábor technikai segítségét
és az ifjabb Györgyi Gézával folytatott hasznos diszkussziót.

Cseh József az ATOMKI tudományos ta-
nácsadója. Kutatási területe az atommagok
szerkezete és a szimmetriák szerepe. Mos-
tanában fõként azt a kérdést tanulmányoz-
za, hogy miként tudnak kapcsolatot terem-
teni a szimmetriák különbözõ soktestmo-
dellek között. A magszerkezet alapvetõ
leírásai ugyanis eltérõ fizikai képekre épül-
nek (héjszerkezet, folyadékcsepp, fürtösö-
dés), ám – úgy tûnik – ezeket alkalmas
szimmetriák képesek egységbe foglalni.
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Több mint négyszáz évvel ezelõtt történt, hogy Johan-
nes Kepler feltárta a bolygómozgás törvényeit. Ezáltal
nemcsak az égi mechanika alapjait vetette meg, ha-
nem azt is lehetõvé tette, hogy Isaac Newton erre ala-
pozva megtalálja a tömegvonzás erõtörvényét. Kor-
szakalkotó felfedezés volt, sokan ezt tekintik a mo-
dern természettudomány kezdetének.

És mégis, Keplernek volt egy olyan elvárása, ami
nem teljesült. Azt remélte, hogy a bolygórendszer
megtestesíti az égi harmóniát. Ez a következõt jelente-
né. Az õ idejében hat bolygó volt ismeretes, és a har-
monikus arányosságnak azt gondolta, ha ezek pályáit
az öt platóni tökéletes test (tetraéder, oktaéder [koc-
ka], hexaéder, ikozaéder, dodekaéder) viszi át egy-
másba [1, 2] (amint az 1. ábra mutatja). Vagyis: a leg-
belsõ bolygó pályája köré írunk egy érintõ testet,
amelynek csúcsai meghatározzák a következõ bolygó
pályájának felületét, és így tovább, amíg elõáll a teljes
bolygórendszer (2. ábra ). Mint tudjuk, ez az elvárás
nem bizonyult helytállónak.

Newton gravitációs törvénye természetesen meg-
magyarázza a bolygómozgás tulajdonságait. Hiszen
alkotója azokból következtette ki. De arra a kérdésre,
hogy a bolygóknak milyen távol kell elhelyezkedniük
a Naptól, nem ad választ. A newtoni mechanika szem-
pontjából a kérdés a (bonyolult) kezdõfeltételek ha-
táskörébe tartozik; a választ nem tudjuk, egész más
elhelyezkedésük is lehetne.

Léteznek empirikus formulák, amelyek megadják a
bolygótávolságokat. A legismertebb a Titius–Bode-
formula. E szabálynak azonban nincs valódi elméleti
alapja, és alkalmazása (a bolygók számozása) sem tel-
jesen következetes. (Többé-kevésbé hasonló a hely-
zet az egyéb empirikus formulákkal is.)

E cikkben egy olyan sejtést vizsgálunk meg, ame-
lyet Barut a 20. század végén fogalmazott meg [3], és
ami a Kepler-probléma rejtett szimmetriáján alapul.
(Kepler-problémának nevezzük a nagy tömegû Nap
gravitációs terében keringõ bolygó mozgását.) Barut
modellje jól leírja a Naprendszer bolygópályáit. En-
nek ellenére nem nagyon ismeretes. Itt azt vesszük
szemügyre, hogy az exobolygórendszerekre nézve
helytálló-e ez a szimmetriamegfontolás alapján szár-
maztatott szabály.

A következõ fejezetben röviden megemlítünk né-
hány összefüggést, amelyeket a bolygótávolságokra
nézve alkalmaznak, különös tekintettel Barut sejtésé-
re. Azután a Kepler-probléma szimmetriáit mutatjuk
be dióhéjban, amelyek a modell alapjául szolgálnak.
Végül néhány exobolygórendszer példáján összevet-
jük az elméleti elvárást a megfigyelt adatokkal.

A bolygópályák transzformációja

A Titius–Bode-szabály szerint a bolygók fél nagyten-
gelyének csillagászati egységekben mért – amely ere-
deti definíciója szerint a Föld Nap körüli pályájának
fél nagytengelyével egyenlõ – hossza az
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formulából származtatható, ahol n az egyes bolygók

2. ábra. Kepler eredeti elképzelése (az akkor hat bolygót tartalma-
zó) bolygórendszerünkrõl (fölül) és a Mysterium Cosmographicum-
ban megjelent rajz (alul). A hat bolygópálya koncentrikus gömbhé-
jait az öt érintõ tökéletes test viszi át egymásba.

Rn = 0,4 + 0,3 2n

„sorszáma”, mégpedig
n = −∞ a Merkúr,

= 0 a Vénusz,
= 1 a Föld,
= 2 a Mars,
= 3 a Kisbolygóöv,
= 4 a Jupiter,
= 5 a Szaturnusz,
= 6 az Uránusz és
= 7 a Pluto esetére.

A szabály nem ad számot a Neptunuszról, és amint
látszik, a bolygók sorszáma nem teljesen reguláris. (Ha-
bár ma nem tekintjük bolygónak a Plutót, itt mégis meg-
említjük, mert a korábbi vizsgálatokban belefoglalták.)1

11741-ben, amikor a bolygótávolságokat még csak egymáshoz
viszonyítva ismerték, Christian von Wolff német csillagász észrevet-
te, hogy a bolygótávolságok számsorában valami különös tapasztal-
ható. A távolságok nem véletlenszerûek, hanem valamilyen tör-
vényszerûség szerint követik egymást. A valódi távolságtól való
eltérés (a sorba nem illeszthetõ Neptunuszt, illetve az Erist leszámít-
va) minden bolygó esetében 5%-on belül van.

E törvényt Johann Daniel Titius német csillagász–matematikus
említette elõször 1766-ban. Erre talált rá 1772-ben Johann Elert
Bode, a berlini csillagvizsgáló igazgatója, aki 1778-ban öntötte vég-
leges formába.

Sok csillagász úgy gondolta, hogy ez csupán véletlen számtani
egyezésnek tûnik, számokkal való játéknak, különösebb tartalom
nélkül. Az egyezéseket azonban mégsem lehetett egyszerûen figyel-
men kívül hagyni. Annak ellenére, hogy a törvény a nagyobb telje-
sítményû távcsövek megjelenése elõtt jelent meg, figyelemre méltó
elõrejelzéseket adott. A szabály látszólagos igazolására elõször
1781-ben került sor, mikor William Herschel felfedezte az Uránuszt.
Az eredmények alapján az 1700-as évek végén rendszeresen kutat-
va kezdték el keresni a 2,8 CsE távolságban keringõ „hiányzó”
bolygót. 1801. január 1-jén Giuseppe Piazzi felfedezte a hiányzó, új
„bolygót”, a Cerest. Ahhoz túl kicsi volt, hogy a hiányzó bolygó
hézagát „betömje”, de újraélesztette a Bode-szabály érvényességébe
vetett hitet. Ennek hatására ezen a pályán egymás után több kisebb
égitestet fedeztek fel (Pallas – 1802, Juno – 1804, Vesta – 1807).
1846-ban a francia Urbain Leverrier és az angol John C. Adams
egymástól függetlenül kiszámították az Uránusz pályaháborgásaiból
egy lehetséges külsõ bolygó pozícióját, amit Johann Gottfried Galle
fedezett fel. Távolságára 30,1 CsE-t mértek, a Bode-szabály szerint
38,8 CsE-nek kellett volna lennie.

A Titius–Bode-szabályra elméleti bizonyosság nincs, de valószí-
nûleg a pályarezonancia és a szabadságfokok hiányának kombiná-
ciójával magyarázható: bármilyen stabil bolygórendszerben viszony-
lag magas valószínûséggel létrejön egy Titius–Bode-féle összefüggés.
Emiatt inkább szabálynak, mintsem törvénynek lehet nevezni.

A nagyobb keringõ testek pályarezonanciái olyan régiókat hoz-
nak létre a csillag körül, amelyekben nem alakulhatnak ki hosszú
idõn keresztül stabil bolygópályák. Másképpen fogalmazva ez azt
jelenti, hogy a stabil pályák a csillagtól mért bizonyos távolságokra
korlátozódnak. A bolygókeletkezési szimulációk eredményei alátá-
masztják az elképzelést, hogy egy véletlenszerûen választott stabil
bolygórendszer pályái valószínûleg kielégítenének egy Titius–
Bode-szerû szabályt.

(Wikipedia alapján)

Egy másik formulát az

mozgásegyenletbõl származtattak, amit kvantálva:

m v 2

R
= G M m

R 2
, → v 2 R = G M

adódik. E szabály alkalmazása hasonló eredményt ho-

vn Rn = n σ

zott, mint a Titius–Bode-formuláé: elfogadható mó-
don reprodukálta a bolygótávolságokat, de a sorszá-
mok nem követnek szabályos rendet és a kvantálás-
nak egyik esetben sincs elméleti alapja.

Léteznek még más empirikus szabályok is, de ezek
további részletezése helyett inkább vegyük szemügy-
re a rejtett szimmetria által sugallt transzformációt!

Barut a Naprendszer bolygóit tanulmányozta [3], és
azt találta, hogy azok keringési ideje, sebessége és
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naptávolsága jó közelítéssel egyenesre esik, ha a sor-
számok függvényében ezen mennyiségek logaritmu-
sát ábrázolja. A sorszámok pedig regulárisak: 1. a
Merkúr, 2. a Vénusz, 3. a Föld, 4. a Mars, 5. a Kisboly-
góöv, 6. a Jupiter, 7. a Szaturnusz, 8. az Uránusz, 9. a
Neptunusz és 10. a Pluto. Továbbá felfedezte, hogy az
egyszerû idõ- és térdilatáció:

amely a

(1)
t → e3 λ n t,

x → e2 λ n x,

egyenletekre vezet, egymásba viszi át a bolygópályá-

(2)

logvn = logv0 − λ n ,

logRn = logR0 + 2 λ n ,

logTn = logT0 + 3 λ n

kat. Itt λ egy konstans, de ezzel az egyetlen paramé-
terrel bármely bolygópályát megkaphatjuk, ha már
egyet ismerünk.

Ezek a dilatációk olyan transzformációk, amelyek
összhangban vannak a Kepler-probléma O(4,2) di-
namikai algebrájával (lásd alább). Megjegyzendõ
azonban, hogy n-et egész számnak választva a le-
írásba itt is beépítünk egy kvantálást, amelynek nin-
csen valódi elméleti magyarázata. (A [3] munkában
Barut ezzel kapcsolatban megjegyzi, hogy például a
hidrogénatomban az impulzusmomentum kvantált
voltát a kvantummechanika is csak leírja, de nem
magyarázza.)

Barut javaslata maradéktalanul kielégíti Kepler ere-
deti elvárását: ha ismerjük egy bolygó pályáját, akkor
a bolygórendszer többi tagjának viselkedését abból
egyszerûen meg tudjuk határozni. Ezen eljárás során a
bolygók a természetes sorszámukat viselik. Továbbá a
szerzõ külön érdeme, hogy a transzformációt a Kep-
ler-probléma sajátosságaiból származtatta [3].

A Kepler-probléma szimmetriái

A Kepler-probléma alapvetõ fontosságú nemcsak a
klasszikus, hanem a kvantummechanikában is. Ott
hidrogénatomnak hívják. Szimmetriáinak feltárásához
lényeges hozzájárulást adott mind a klasszikus, mind
a kvantumelmélet. Itt most a kötött állapotokat vizs-
gáljuk, az energia negatív és a pályák ellipszisek. A
kérdéses szimmetriák egy hierarchikus rendbe szerve-
zõdnek.

Geometriai szimmetria: a probléma nyilvánvaló
szimmetriáját a háromdimenziós tér forgatása jelenti,
amely változatlanul hagyja az xi térkoordinátákból
képzett kvadratikus alakot. E szimmetriax 2

1 x 2
2 x 2

3

következményeként az impulzusmomentum megma-
radó mennyiség. Azért hívjuk geometriai szimmetriá-
nak, mert a geometriai változókat, nevezetesen a tér-
koordinátákat transzformálja egymásba, nem keveri
õket más mennyiségekkel. Változatlanul hagyja nem-

csak a teljes Hamilton-függvényt (energiát), hanem
külön-külön a kinetikus és a potenciális részét is.

Dinamikai szimmetria: az impulzusmomentumon
kívül a Kepler-probléma rendelkezik egy másik
megmaradó vektorral is, amit Laplace- vagy Runge–
Lenz-vektornak hívnak. A hat mozgásállandó együt-
tesen alkotja az O(4) algebrát, amely megõrzi az

kvadratikus formát. Az O(3) szim-x 2
1 x 2

2 x 2
3 x 2

4

metriával ellentétben azonban az O(4)-nek nem min-
den transzformációja hagyja változatlanul a potenciá-
lis és kinetikus energiát külön-külön, hanem csak az
összegüket. O(4) specifikus az 1/r alakú potenciálra,
ezért dinamikai szimmetriának hívjuk.

Az O(4) szimmetriát Fock és Bargman fedezte fel,
és Györgyi Géza találta meg azt a teret, amelyben a
négydimenziós transzformációk mûködnek [4]. A
probléma olyan tárgyalását adta, amelyben egy négy-
dimenziós gömb fõkörein lezajló inerciamozgással
van dolgunk. E leírásban a pályák tökéletesek (kö-
rök), a háromdimenziós tárgyalás gravitációs ereje
pedig eltûnik.

A szimmetriaalgebrák által generált transzformá-
ciók az azonos energiájú pályákat viszik át egymásba.

Dinamikai algebra: ez a fogalom a kvantumme-
chanikában született és sokáig nem is volt ismeretes,
vajon alkalmazható-e a klasszikus elméletben. Noha
jelen mondanivalónk szempontjából nincs rá szüksé-
günk, mégis – annak érdekében, hogy a feladatot
érzékletessé tegyük – álljon itt a kvantumos értelme-
zés. A dinamikai algebra olyan algebra, amely egyfe-
lõl tartalmazza a rendszer szimmetriaalgebráját, más-
felõl egyetlen irreducibilis ábrázolása megadja a rend-
szer minden állapotát, továbbá elemeivel a fizikai
mennyiségek operátorai kifejezhetõk. Távolról sem
nyilvánvaló, hogy van-e ennek klasszikus megfelelõje
és ha igen, mi az. Idõvel mégis sikerült a klasszikus
mechanikában is értelmezni.

A dinamikai algebrát a rendszer összes mozgásál-
landója feszíti ki, beleértve azokat is, amelyek expli-
cit módon függenek az idõtõl. Elsõ pillantásra fur-
csán hangzik, hogy explicit idõfüggéssel rendelkezõ
mozgásállandóról beszélünk, de emlékezzünk rá:
egy fizikai mennyiség idõ szerinti teljes differenciál-
hányadosa a parciális derivált és a Poisson-zárójel
összege. Tehát akkor is lehet nulla, ha a parciális
derivált nem nulla.

A dinamikai algebra által generált transzformációk
a különbözõ energiájú pályákat is át tudják vinni egy-
másba.

A Kepler-probléma dinamikai algebrája a hatdi-
menziós O(4,2) algebra, amely a koordináták

x 2
1 x 2

2 x 2
3 x 2

4 − x 2
5 − x 2

6

kvadratikus alakját hagyja változatlanul [3]. (Ezen al-
gebrának létezik olyan ábrázolása, amely az elõzõ be-
kezdésekben említett explicit idõfüggést mutatja.) Ele-
mei többféle transzformációt generálnak, közöttük
dilatációt is, és ez a tény vezette Barutot az elõzõekben
bemutatott (1) tér- és idõtranszformációhoz, amely a
(2) egyenletekkel összekapcsolja a bolygópályákat.
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3. ábra. Exobolygórendszerek megfigyelt adatainak – v az átlagos
pályasebesség, T a keringési idõ, R a fél nagytengely SI-ben kifeje-
zett számértékei – összevetése az elméleti elvárással (a 2. egyenle-
tek szerint) logaritmikus skálán. Az észlelt adatokat körök jelzik,
folytonos vonallal összekötve, a számolt értékek pontok, szaggatott
vonallal. A bolygórendszerek elnevezése gyakran a felfedezésük-
ben meghatározó szerepet játszó obszervatóriumra utal. A chilei
Atacama-sivatagban található a TRAPPIST robotteleszkóp, a Kepler
pedig ûrtávcsõ. λTRAPPIST-1 = 0,139 és λKepler-444 = 0,084.
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4. ábra. Ugyanaz, mint a 3. ábra, további bolygórendszerekre,
λKepler-20 = 0,208 és λKepler-296 = 0,240.

lo
g

,a
h

o
l

=
,

,
SI

-b
el

i s
zá

m
ér

té
ke

x
x

R
T

v
n

n
n

n
n

25

24

23

22

21

20

19

18

17

16

15

14

13

12

11

10

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
n, a bolygó sorszáma

Kepler-20 Kepler-296

Rn
Rn

Tn
Tn

vn vn

5. ábra. Ugyanaz, mint a 3. ábra, további bolygórendszerekre,
λHD 10180 = 0,395 és λHD 40307 = 0,311.
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Exobolygórendszerek

A [5] munka olyan vizsgálatról számol be, amely a
Barut-sejtés helytállóságát ellenõrzi exobolygórend-
szerekben. A megfigyelési adatok a NASA exobolygó-
archívumából [6] származnak, 5-6-7 bolygót tartalma-
zó rendszerekre vonatkoznak, amelyek nagytenge-
lyei, keringési idejei és excentricitásuk megbízhatóan
ismeretesek. Ezekbõl az átlagos sebességük is megha-
tározható. A pályák adatait SI mértékegységekben
kifejezve a 3–5. ábrák mutatják. Az ábrákon a boly-
gópályák sorszámának függvényében a sebesség, a
keringési idõ és a csillagtávolság logaritmusa van fel-
tüntetve. A mért adatokat körök jelzik, és folytonos
vonalak kötik össze, a számolt értékek pontok, szag-
gatott vonalakkal. (A vonalak csupán a szem vezeté-
sére szolgálnak.) Az (1, 2) egyenletek λ paramétere
legkisebb négyzetes illesztésbõl adódott (értéke a
bemutatás sorrendjében rendre 0,139, 0,084, 0,208,
0,240, 0,395, 0,311).

Konklúzió

A 3–5. ábrák tanúsága szerint a bolygópályák észlelt
adatai jó közelítéssel követik a rejtett szimmetriának
megfelelõ szisztematikát. Nehéz elhinni, hogy ez az
egybeesés pusztán a véletlen mûve volna. Úgy tûnik
tehát, hogy az exobolygórendszerek vizsgálata alátá-

masztja Kepler történelmi sejtését: a bolygók elhe-
lyezkedése mintha szabályos sorrendet követne. A
szabályszerûséget azonban nem a tökéletes testek
beírása szolgáltatja, az eredeti sejtésnek megfelelõen,
hanem a Kepler-probléma dinamikai algebrája a (2)
egyenletek szerint.
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Természetesen szisztematikus és részletes vizsgála-
tokra van szükség ahhoz, hogy e kérdésben megbíz-
ható konklúzióra jussunk. Az [5] munkának és a jelen
ismertetõnek csupán az a célja, hogy ráirányítsa a
figyelmet Barut modelljére, és arra a körülményre,
hogy az exobolygórendszerek tanulmányozása kitûnõ
lehetõséget kínál az ellenõrzésére.

Az elsõ eredmények fényében számos érdekes
kérdés fogalmazható meg. Csak néhányat említünk
itt. A szimmetria által inspirált transzformáció inkább
leírja, mintsem magyarázza a szabályosságot. (Hason-
lóan a fizika más ágaiban alkalmazott számos szim-
metria-alapú modellhez és elmélethez.) Miként függ
össze az észlelt szabályosság a bolygórendszer kelet-
kezésének dinamikájával? Ha irregularitást észlelünk,
akkor az vajon rejtõzködõ bolygóra utal? Kapcsolat-
ban van szokatlan dinamikai effektusokkal a keletke-
zési mechanizmusban? Vagy hozzásegíthet külsõ ere-
detû égitest azonosításához?

A legizgalmasabb kérdésnek pedig az tûnik, hogy a
kéttestprobléma tulajdonságai miként öröklõdhetnek
át egy olyan bonyolult folyamatba, mint a bolygó-
rendszerek kialakulása.

A szimmetriamegfontolások szempontjából a kér-
dés tanulmányozása külön érdekességgel bír, hiszen
egy eredendõen kvantummechanikai fogalom égi me-
chanikában történõ alkalmazásán alapul.
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Ha körbenézünk világunkban, akkor a természet szin-
te végtelen megjelenési formáját látjuk a legapróbb
vírusoktól a tõlünk akár milliárdnyi fényévre lévõ
csillagokig. Ezt a végtelen változatosságot a termé-
szetben elõforduló csupán közel 100 kémiai elemnek
köszönhetjük, amelyek változó arányban építik fel
világunkat.

Ma már a tudomány nagy vonalakban magyaráza-
tot tud adni e nagyfokú változatosság kialakulására

és dinamikájára, amely magában foglalja a kémiai
elemek keletkezésének rendkívül bonyolult és össze-
tett folyamatát, összefonódva a Világegyetem evolú-
ciójával is.

A mára teljeskörûen elfogadottá vált elmélet sze-
rint, közel 13,8 milliárd évvel ezelõtt a Világegyetem
egy kataklizmikus eseményben, az õsrobbanásban
jött létre. Ekkor született meg az anyag, az idõ és a
tér. Feltételezve a fizikai törvények univerzalitását és
azt, hogy a Világegyetem nagy léptékben homogén és
izotróp, az elmélet eredményeként sikerül magyaráza-
tot adni olyan jelenségekre és kísérletileg vizsgálható
mennyiségekre, mint a könnyû kémiai elemek gyako-
risága, a kozmikus háttérsugárzás, a táguló Világegye-
tem és a Világegyetem nagyléptékû szerkezete [1]. Az
erre vonatkozó elméleti és csillagászati megfigyelé-
sekbõl származó tudásunkat az õsrobbanás standard
kozmológiai modellje foglalja kerek egészbe.

A kozmológusok a Világegyetem jelenlegi állapotá-
nak megfigyelésébõl próbálnak következtetni arra az
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