
VERSENYFELADATOK AZ EÖTVÖS-INGA BÛVÖLETÉBEN

15. ábra. Eötvös Loránd. Éder Gyula (1875–1945) 1941-ben készült
festménye az ELTE Elmélet Fizikai Tanszékén látható. A kép alapja
Székely Aladár (1870–1940) fotómûvész 1912-ben készült portréja.

Köszönjük Dávid Gyulának a jubileumi Ortvay-verseny 2. feladat
megoldásával kapcsolatos észrevételeit és az Ortvay-versenyrõl írt
gondolatait.

Radnai Gyula ny. egyetemi docens, kandi-
dátus, matematika-fizika tanári szakon vég-
zett 1962-ben. Az ELTE Kísérleti Fizika tan-
székén kapcsolódott be a tanárképzésbe. A
hazai fizika kultúrtörténetének kutatója a
’70-es évektõl, amelyet a Physics in Buda-
pest címû könyv, a Fizikai Szemlében és a
Természet Világában megjelent számos pub-
likációja fémjelez. 1973-tól volt az Eötvös-
versenybizottság tagja, Vermes Miklóst köve-
tõen, 1988-tól 2013-ig vezetõje. 1989-tõl ve-
zeti a KöMaL fizikai szerkesztõbizottságát.

Cserti József 1982-ben végezett az ELTE
fizikus szakán, majd az ELTE korábbi Szi-
lárdtestfizika Tanszékén kezdte oktatói
munkáját. 2004-ben habilitált, 2010 óta az
MTA doktora, 2013-tól az ELTE Komplex
Rendszerek Fizikája tanszéken professzor.
Kutatási területe a nanofizikai rendszerek,
normál-szupravezetõ rendszerek, spintro-
nika, grafén és a topologikus szigetelõk.
2005 óta szervezi az ELTE-n az Atomoktól
a csillagokig elõadás-sorozatot középisko-
lásoknak.

– 2. rész Radnai Gyula
ELTE, Anyagtudományi Tanszék

Cserti József
ELTE, Komplex Rendszerek Fizikája Tanszék

Eötvös Lorándra emlékezve

„Közöttünk már csak emléke él tovább, nem mint
szellemóriásé, akit csak bámulni tudnánk, hanem
mint úttörõ munkásé, akit követhetünk” – szólt a tu-
dósok nevében Eötvös Loránd a csaknem száz évet élt
Jedlik Ányosra emlékezve az Akadémián [18].

Eötvös Loránd (15. ábra ) halálának centenáriumán
Lovász László, az Akadémia akkori elnöke így emléke-
zett Eötvösre: „Nevét viseli a folyadékok felületi feszült-
ségének hõmérsékletfüggését leíró Eötvös-törvény, a
Föld tengely körüli forgása következtében a keleti és
nyugati irányban mozgó testek súlykülönbségét meg-
magyarázó Eötvös-hatás. Mindezek alapja és betetõzé-
se, hogy kísérleti fizikusként megalkotta a súlyos és a
tehetetlen tömeg arányosságának kimutatására alkal-
mas Eötvös-féle torziós ingát. … Eötvös elismertségét
és a magyar tudományosság külföldi elfogadottságát is
mutatta, hogy a Párizsi Világkiállításon bemutatták a
torziós ingát, amely nagydíjat nyert.” [19].

Az immár 70 éve Eötvös nevét viselõ egyetem rekto-
ra, Borhy László pedig így nyilatkozott: „Eötvös Loránd
igazán sokoldalú tehetség volt, olyan ember, aki saját
ügyével mindig igyekezett másokat is szolgálni. Egy-
szerre volt a tanítás iránt elkötelezett tudós, kutató és
oktató, aki miniszterként népe felemelésén, míg a Ma-
gyar Tudományos Akadémia elnökeként a tudomány
és mûveltség megbecsültségéért munkálkodott.” [19].

Az UNESCO-val együttmûködésben a világ tudomá-
nyos közössége 2019-ben emlékezett meg Eötvös halá-
lának 100. évfordulójáról. E centenáriumi évben, a tudo-
mányos rendezvények és kiállítások sorozatának része-
ként a Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, vala-
mint az Ortvay-verseny feladataiban is felidéztük Eötvös
emlékét. A cél az volt, hogy néhány olyan problémát
tûzzünk ki, amelyek a tudós máig is aktuális, mind el-
méleti, mind alkalmazás szempontjából nemzetközileg
is meghatározó munkásságához kapcsolódnak.

Idézzük fel elõször a Középiskolai Matematikai és
Fizikai Lapok (KöMaL ) azután a tavaly éppen ötven
éves jubileumát is ünneplõ Ortvay-verseny ide illõ
feladatait!

Fizikai versenyfeladatok a KöMaL -ban

Bármilyen hihetetlen, de Eötvös Loránd kultuszmi-
nisztersége idején, 1895 januárjában csupán fizikafel-
adatokat tûzött ki Arany Dániel az elõzõ évben meg-
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indított Középiskolai Mathematikai Lapokban. Azután
1896-ban átadta a szerkesztést Rátz Lászlónak, s a
fizika fokozatosan háttérbe szorult. Csak 1925-ben,
amikor Faragó Andor vette kézbe az újság kiadását és
szerkesztését, került vissza a fizika a most már új né-
ven megindított Középiskolai Matematikai és Fizikai
Lapokba.

A háborús években, nemcsak az elsõ, de a második
világháború idején se jelent meg az újság. 1945 után
1947-ben Szegeden indult újra útjára, a matematikus
Surányi János aktív közremûködésével. Kunfalvi
Rezsõnek köszönhetõ, hogy 1959 õszétõl már „Fizika
rovattal bõvítve” jelent meg, és megindult benne a
fizikai versenyfeladatokkal folyó pontverseny is. A
havonta megjelenõ folyóiratban kitûzött feladatok
megoldásán ma is egy hónapig törhetik fejüket a diá-
kok – jó felkészülés ez az országos versenyekre és az
egyetemi felvételikre. Az Eötvös-verseny nyertesei
például rendszeresen a KöMaL versenyfeladatainak
sikeres megoldói közül kerülnek ki.

A Középiskolai Matematikai Lapokat az 1980-as
években kezdték KöMaL -nak hívni, ez maradt a rö-
vidítése az után is, hogy 1992-tõl ismét Középiskolai
Matematikai és Fizikai Lapok lett a neve és az Eöt-
vös Loránd Fizikai Társulat kiadásában két társulat
közös lapjaként, a Minisztérium és további alapítvá-
nyok pályázatai, cégek szponzorálása segítségével
jelent meg 2006-ig. 2007 óta a KöMaL anyagi támo-
gatása érdekében létrejött közhasznú MATFUND Kö-
zépiskolai Matematikai és Fizikai Alapítvány a lap
kiadója [20].

A KöMaL versenyfeladatai az illetékes szerkesztõbi-
zottság tagjainak közös döntése alapján kerülnek ki-
tûzésre. A 2019-es Eötvös-centenáriumhoz kapcsoló-
dóan két torziós ingás feladat is kiválasztásra került.
Az egyik a 2019/2020-as tanév elején, novemberben,
a másik, amelynek megoldásához már ötletet adhatott
az elõzõ feladat megoldásának megjelenése, a tanév
végén, májusban jelent meg.

Lássuk ezt a két feladatot. Az elsõben ugyanúgy a
torziós ingára távolból ható test gravitációs erõhatását
kell vizsgálni, mint az 1998-as Eötvös-verseny felada-
tában, de most azt kell kideríteni, hogy miként áll a
torziós inga rúdja, amikor a legnagyobb forgatónyo-
maték hat rá. A második is hasonlít az említett Eötvös-
verseny feladatára, de most nem egy távoli, hanem
két közeli test hatására módosulnak a lengésidõk,
amelyek itt nem adottak, hanem – két speciális eset-
ben – éppen ezeket kell meghatározni.

Álló ingás KöMaL -feladat
(2019. november)

Egy Eötvös-inga 2r = 40 cm-es rúdjának végeire egy-
egy m = 30 g tömegû, kicsiny testet erõsítünk. A rend-
kívül könnyû rúd egy hajszálvékony fémszálon függ,
vízszintes helyzetben. Közepétõl mérve R = 3 m távol-
ságban, vele azonos magasságban egy m ✽ = 100 kg
tömegû ólomgolyót helyeztek el.

a) Mekkora forgatónyomatékot gyakorol az ólom-
golyó az ingára, amikor a golyót és az ingarúd kö-
zepét összekötõ egyenes ϕ szöget zár be a rúd irá-
nyával?

b) Ábrázoljuk a forgatónyomatékot ϕ függvényé-
ben! Mekkora szögnél lesz maximális a forgatónyo-
maték?

(Cserti József )

Megoldás

A hivatalos megoldás a KöMaL -ban jelent meg [21].

16. ábra. A rúd két végén lévõ m tömegû testre ható erõk.
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Tekintsük 16. ábrán látható helyzetet, és alkalmaz-

zuk az ábra jelöléseit! Az m tömegû, kicsiny testek és
az m ✽ tömegû ólomgolyó között ható erõk nagysága:

illetve
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r 2
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,

Ezek az erõk (a rúd középpontjára vonatkoztatott)
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forgatónyomatékot fejtenek ki a rúdra:

ahol
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az ábra alapján számolt erõkarok. A forgatónyoma-

d1 = R sinα1 = R r
r1

sinϕ és d2 = R sinα2 = R r
r2

sinϕ

ték vektora az ábra síkjára merõleges és abból kifelé
mutat.

Ez a kifejezés, mivel r1 ≠ r2, általában nem nulla, de
ha ϕ ≈ 0 vagy ϕ ≈ 90°, akkor a forgatónyomaték na-
gyon kicsi, határesetben nulla lesz. Az elsõ esetben d1
és d2 válik kicsivé, emiatt tûnik el a forgatónyomaték,
a második esetben pedig r1 ≈ r2, és így F1 ≈ F2, ekkor
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a két kis testre ható, csaknem azonos nagyságú, de
ellentétes irányú forgatónyomaték kiegyensúlyozza
egymást.

Az M (ϕ ) függvény a megadott számértékek behe-
lyettesítése után (például a Wolfram Alpha használa-
tával [22]) ábrázolható, és maximumhelye is megtalál-
ható. Van azonban egy másik út is. Vegyük észre,
hogy r egy nagyságrenddel kisebb, mint R, hiszen

emiatt nem tévedhetünk sokat, ha ε magasabb hatvá-

r
R

≡ ε = 20 cm
3 m

= 0,067 << 1,

nyait elhanyagoljuk ε legkisebb kitevõjû (de nem
nulla együtthatójú) tagja mellett. Az elõzõ feladatban
használt, jól ismert (1+ ε )n ≈ 1+nε közelítõ formulát
alkalmazva az eredõ forgatónyomatékra kapjuk:

A negatív elõjel azt fejezi ki, hogy a forgatónyomaték

M (ϕ ) = −γ m m ✽ 6 r 2

R 3
sinϕ cosϕ =

= −γ m m ✽ 3 r 2

R 3
sin(2ϕ ).

a kitéréssel ellentétes irányú. A ϕ = 0 és a ϕ = 180°-os
helyzet stabil, míg ϕ = 90°-os helyzet labilis egyen-
súlynak felel meg.

A forgatónyomaték abszolút értéke ϕ = ±45°-nál a
legnagyobb, és értéke

Ha a legnagyobb forgatónyomatékot numerikusan, a

|M|max = γ m m ✽ 3 r 2

R 3
= 9 10−13 N m.

fenti közelítés alkalmazása nélkül határozzuk meg, a
maximum helyére 44,9°-ot kapunk, és M (ϕ ) grafiku-
san ábrázolt képe gyakorlatilag megegyezik a sin(2ϕ )
állandószorosának képével.

Megjegyzések
1. A feladat motivációját a Dicke által vezetett kí-

sérleti csoport nevezetes cikkükben [23] olvasható
állítás adta, miszerint az Eötvös-inga mellett ülõ em-
ber inga rúdjának végén lévõ kis tömegekre ható for-
gatónyomatéka, a fenti megoldással összhangban,
45°-nál a legnagyobb. A cikkben megmutatták azt is –
ami elsõ hangzásra meglepõnek tûnik –, hogy például
egy 100 kg tömegû embernek legalább 30 m távolság-
ban kell lennie az ingától, hogy az általa kifejtett for-
gatónyomaték hatása kisebb legyen Eötvös ekvivalen-
ciaelvvel kapcsolatos méréseinek pontosságánál, azaz
a súlyos és tehetetlen tömeg arányának 1-tõl való
10−11-nyi eltérésénél.

2. Ha az Eötvös által használt torziós inga direkciós
nyomatékára (egységnyi szögkitéréshez tartozó visz-
szatérítõ forgatónyomatékra) nagyságrendileg D0 =
5 10−8 Nm értéket veszünk, akkor a 30 méter távol-
ságra lévõ 100 kg-os ember által az ingára kifejtett
gravitációs forgatónyomaték hatására az inga rúdja
3,7 szögmásodpercet fordulna el.

Lengõ ingás KöMaL -feladat
(2020. május)

Egy vékony, elhanyagolható tömegû, 21 cm hosszú,
merev rúd végein egy-egy azonos tömegû, pontszerû-
nek tekinthetõ, kicsiny test van. Ezt a rudat a közepé-
nél fogva felfüggesztjük egy olyan vékony, rugalmas
szálra, hogy az így kapott torziós inga kis kitérések
esetén mérhetõ lengésideje viszonylag nagy, 600 má-
sodperc legyen. Ezután az ingát belógatjuk két,
egyenként 600 kg tömegû, nagy ólomgolyó közé,
középre. Az ólomgolyók középpontjai egymástól 70
cm-re vannak. Mennyi lesz az inga lengésideje kis
kitérések esetén, ha az ingarúd kezdetben a) a két
golyó középpontját összekötõ vízszintes szakaszon
van; b) az elõbbi esetre merõleges helyzetû?

Megjegyzés: hasonló módon határozta meg Eötvös
Loránd a gravitációs állandót két, mintegy 600 kg tö-
megû ólomhasáb és egy hasonlóan nagy lengésidejû
torziós inga segítségével. A feladatban a gravitációs
állandó ismert értékének felhasználásával kell a két-
féle lengésidõt kiszámítani. (Lásd még a P. 5166. fel-
adat megoldását a KöMaL 2020. évi márciusi számá-
ban [21].)

(Radnai Gyula )

Megoldás

A hivatalos megoldás a KöMaL -ban jelent meg [24].
Jelöljük a rúd hosszát 2r -rel, az ólomgolyók közép-

pontjainak távolságát 2R -rel, az ólomgolyók tömegét
m ✽-gal, a rúd végén lévõ egy-egy kicsiny test tömegét
m -mel, a torziós szál direkciós nyomatékát (egység-
nyi szögkitéréshez tartozó visszatérítõ forgatónyoma-
tékot) pedig D0-val. Az inga lengésideje eredetileg T0.
A feladat adatai szerint: r = 0,105 m, R = 0,35 m, m ✽ =
600 kg, T0 = 600 s. (Az m tömeg nagyságát nem ismer-
jük, de mint látni fogjuk, arra nem is lesz szükségünk,
mert kiesik a képletekbõl.)

A torziós inga lengésideje

ahol Θ = 2mr 2 a rúd végén lévõ m tömegû testek te-

T0 = 2 π Θ
D0

= 2 π 2 m r 2

D0

,

hetetlenségi nyomatéka. Ha valamilyen ok, például a
gravitációs vonzóerõk hatása miatt a direkciós nyo-
maték megváltozik, akkor ennek megfelelõen a len-
gésidõ is más lesz. Feladatunk tehát a gravitációs erõk
M (ϕ ) forgatónyomatékának meghatározása az egyen-
súlyi helyzettõl mért (nagyon kicsiny) ϕ szögkitérés-
nél. Amennyiben

vagyis a gravitáció hatása úgy jelentkezik, mintha egy

Mgrav(ϕ ) ≈ −Dgrav ϕ ,

Dgrav direkciós nyomatékú „torziós szál” segítené
(vagy rontaná) a rugalmas szál visszahúzó hatását,
ekkor a lengésidõ
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értékre változna.

T = 2 π 2 m r 2

D0 + Dgrav

Legyen kezdetben az ingarúd az ólomgolyók kö-
zéppontjait összekötõ vízszintes egyenesen, majd
térítsük ki egy kicsiny ϕ szöggel. A rúdra ható eredõ
forgatónyomaték (lásd az elõzõ két feladat, illetve a P.
5166. feladat megoldását [21]):

A képlet eleji kettes faktor a két ólomgolyót veszi

(3)

M (ϕ ) =

−2γ m m✽ r R sinϕ R 2 + 2 r R cosϕ + r 2
− 3

2 −

− R 2 − 2 r R cosϕ + r 2
− 3

2 .

figyelembe. A negatív elõjel azt fejezi ki, hogy a forga-
tónyomaték visszatérítõ, vagyis a kitérés szögével
ellentétes elõjelû. A továbbiakban kiszámoljuk a Dgrav
direkciós nyomatékot, ha az ingarúd kezdetben a) a
két golyó középpontját összekötõ vízszintes szaka-
szon van, b) az elõbbi esetre merõleges helyzetû.

a) Kis szögeknél sinϕ ≈ ϕ és cosϕ ≈ 1, ezért a forga-
tónyomaték közelítõ alakja így írható:

ahol

M (ϕ ) ≈ −D (a )
grav ϕ ,

b) A merõleges helyzethez közeli helyzetekben a

D (a )
grav = 2 γ m m ✽ r R ⎡

⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

1

(R − r )3
− 1

(R + r )3
> 0.

forgatónyomatékot úgy kaphatjuk meg a (3) általános
összefüggésbõl, hogy ϕ-t π/2+x alakban írjuk fel, ahol
x az inga merõleges egyensúlyi helyzetébõl való kité-
rési szöge, x << 1. Ekkor sinx ≈ x és cosx ≈ 1, és így
írhatjuk:

A fenti kifejezés szögletes zárójele két tagjából ki-

M (x ) = 2 γ m m ✽ r R R 2 + r 2 − 2 R r x
− 3

2 −

− R 2 + r 2 + 2 R r x
− 3

2 .

emelve R 2+r 2-t, és ismét felhasználva az (1+x )n ≈
1+nx közelítõ formulát, kapjuk

ahol

M (x ) ≈ −D (b )
grav x,

Mivel < 0, a gravitációs erõk a kitéréssel meg-

D (b )
grav = −12 γ m m ✽ R 2 r 2

(R 2 + r 2)5/2
< 0.

D (b )
grav

egyezõ irányban akarják forgatni a torziós ingát, a rúd

merõleges állású helyzete tehát a rugalmas szál nélkül
instabil lenne.

Ezután felhasználva T0 alakját, és a , valamintD (a )
grav

a direkciós nyomatékokat beírva a lengési idõD (b )
grav

fenti képletébe a két esetnek megfelelõ torziós lengés
periódusideje:

Látható, hogy m nagyságára valóban nem volt szüksé-

T (a ) = 580 s és T (b ) = 613 s.

günk.

Megjegyzések
1. Mint már a feladat kitûzésében is szerepelt, ha-

sonló módon határozta meg Eötvös Loránd a gravitá-
ciós állandót, két, mintegy 600 kg tömegû ólomhasáb
és egy hasonlóan nagy lengésidejû torziós inga segít-
ségével. Tervezte a mérés még pontosabbá tételét is,
amikor a kísérletet „a megbízhatatlan ólomhasábok
helyett valóban homogén higannyal” és légüres tér-
ben végezné el, erre azonban már nem került sor.

2. A Dgrav direkciós nyomatékot úgy is megkaphat-
juk, mint az M (ϕ ) függvény deriváltjának (−1)-szere-
se, mégpedig az a) esetben ϕ = 0, a b) esetben pedig
ϕ = π/2 szögnél.

Egyetemi versenyfeladatok
az Ortvay-versenyen

Az ELTE TTK Fizikus Diákköre, az Eötvös Loránd Fizi-
kai Társulat és a Magyar Fizikus Hallgatók Egyesülete
által minden évben meghirdetett Ortvay Rudolf fizikai
feladatmegoldó verseny 2020-ban ünnepli félszáz
éves jubileumát: tavaly õsszel zajlott le az ötvenedik
verseny.

A kezdetben „A Fizikus Diákkör problémamegoldó
versenye” néven futó rendezvényt 1970-ben indította
útjára az ELTE TTK két fiatal oktatója, Major János és
Tichy Géza.

Az Ortvay-versenyen minden – hazai és külföldi –
egyetemi hallgató indulhat. A doktoranduszok külön
kategóriát alkotnak. A feladatok megoldására 10 nap
áll rendelkezésre. Egy versenyzõ maximálisan 10 fel-
adat megoldását adhatja be. Minden feladat megoldá-
sa maximálisan 100 pontot ér. A feladatok megoldásá-
hoz bármilyen segédeszköz használható. Könyvre,
folyóiratcikkre hivatkozni lehet.

Az Ortvay-versenyen kitûzött feladatok nem az
iskolás jellegû feladatmegoldó rutint, hanem a fizikai
gondolkodás, problémafelismerés, a megfelelõ mate-
matikai eszközök megválasztásának képességeit moz-
gósítják. A feladatok önálló szellemi termékek, kitû-
zõik különbözõ egyetemeken és kutatóintézetekben
dolgozó fizikusok, jelentõs részük maga is hajdani
versenyzõ. Az utóbbi idõben örvendetes módon egy-
re több egyetemi hallgató is rászánta magát, hogy
tömör és frappáns feladatot fogalmazzon társainak,
emellett vállalja a beérkezett megoldások elbírálásá-
nak felelõsségét is.
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A megoldások értékelése évfolyamonként történik,

17. ábra. Az Eötvös-inga két M tömegû test között.

d d

M M

m

m

ll
h

így már az alsóbb éves hallgatók is komoly sikerél-
ményhez és értékes díjakhoz juthatnak. Egyre gyak-
rabban fordul elõ, hogy 11–12. évfolyamos középis-
kolások is részt vesznek az elsõévesek versenyében,
többször igen jó helyezést elérve.

Az Ortvay-verseny 1998 óta nemzetközi, a feladato-
kat angol nyelven is kitûzzük. Ma már a világ számos
országából érkeznek megoldások, az utóbbi években
a résztvevõk mintegy fele külföldi.

A verseny lebonyolítása egy ideje teljesen elektro-
nikusan történik. Az eddigi ötven év összes feladata
elérhetõ a verseny https://ortvay.elte.hu weblapján,
az utóbbi 22 év feladatai angolul is.

Egyes feladatok megoldatlan, nyitott tudományos
kérdésekhez vezetik el a versenyzõket, az ilyen prob-
lémákban való elmélyedés késõbbi tudományos té-
maválasztásukra is ösztönzõen hathat. Az eredmény-
hirdetést követõ részletes diszkussziók során egyes
nehezebb feladatok tanulságos, olykor tudományos
igényû vitákat indukálnak.

A verseny az évek folyamán komoly rangot vívott
ki, szakdolgozati témák, doktori és külföldi ösztöndí-
jak odaítélésekor fontos szempont az Ortvay-verse-
nyen elért helyezés vagy dicséret. Az Ortvay-verseny
hajdani résztvevõi és díjazottai között ma már számos
nemzetközi rangú kutatót találunk.

A több évtizede futó Ortvay-verseny mintájára és
részben annak feladatait felhasználva az ELTE Fizikai
Intézete 2016 óta rendszeresen meghirdeti fizikatanár
szakos hallgatók számára a Károlyházy Frigyes prob-
lémamegoldó versenyt. Ennek célja a hallgatók felké-
szítése a tanári szerepre, tudományos látókörük bõví-
tése és tapasztalatok szerzése majdani munkájukhoz.

A jubileumi, 50. Ortvay-verseny 1. feladata
(2019. október 25. – november 4.)

A 17. ábrán látható két M tömegû, egymástól 2d tá-
volságra lévõ test között középen elhelyezett Eötvös-
inga az egyensúlyi helyzete körül kis amplitúdójú
torziós rezgéseket végez. Az Eötvös-ingában a víz-
szintes, 2l hosszúságú rúd két végéhez egy-egy m
tömegû test van rögzítve, amelyek közül az egyik test
Ł hosszúságú fonalon lóg. A rúd középen a két M
tömegû testet összekötõ egyenesre merõleges irányba

mutató vékony, D0 direkciós nyomatékú (csavarási
nyomatékú) torziós szálhoz van erõsítve (az eredeti
kitûzésben D ). Határozzuk meg az inga torziós rezgé-
sének (az m tömegek torziós szálirányú tengely körüli
elfordulásának) periódusidejét! Függ-e a periódusidõ
Ł-tól? Tegyük fel, hogy l, Ł << d és m << M ! [25]

(Cserti József)

Megoldás

Az eddig bemutatott számolásokban közvetlenül a
forgatónyomatékot határoztuk meg, figyelembe véve
a testre ható erõk nagyságát és irányát. Ezért a leveze-
tés során gondosan számításba kellett venni az elren-
dezés geometriáját. A következõkben egy olyan mód-
szert mutatunk be, amelyben nem a testre ható erõk-
kel, hanem a testek gravitációs potenciális energiái-
nak összegébõl határozzuk meg az ingára ható forga-
tónyomatékot (a forgatónyomaték-vektor szálirányú
komponensének elõjeles nagyságát).

Az m tömegû, pontszerû testre a V(r) gravitációs
potenciálban ható

erõ által kifejtett forgatónyomaték

F = −m dV (r)
dr

M = r×F,

ahol r egy rögzített középponttól az erõ támadáspont-
jába mutató vektor. Tegyük fel, hogy a pontszerû test
dϕ infinitezimális szöget fordul el a rögzített ponton
átmenõ és az n egységvektor irányában mutató ten-
gely körül! Ez lehet például az inga fonalának iránya.
Ekkor a test elmozdulása

dr = (n×r)dϕ.

Legyen a forgatónyomaték n egységvektor irányú
komponense Mn nagyságú! A fentiek szerint

Felhasználva az erõ potenciállal kifejezett alakját és a

Mn = n (r × F ) = F (n × r) = F dr
dϕ

.

deriválásra érvényes láncszabályt, az alábbi összefüg-
gést kapjuk a forgatónyomaték-vektor n irányú kom-
ponensére:

A továbbiakban ezt az általános képletet használjuk a

(4)Mn (r) = n M = −m dV (r)
dϕ

.

forgatónyomaték kiszámítására. Itt jegyezzük meg,
hogy az elõzõ feladatokban ugyanazt az eredményt
kapnánk, ha a megfelelõ potenciál deriváltjából szá-
molnánk a forgatónyomatékot.

Legyen a Descartes-féle koordináta-rendszer kö-
zéppontja az a pont, ahol az inga rúdja annak fonalá-
hoz van rögzítve. A koordináta-rendszer z tengelye az
inga fonalának irányában függõlegesen felfelé, az x
tengelye a két M tömegû testet összekötõ egyenes
mentén „jobbra” mutat, míg az y tengely ezekre merõ-
leges, jobbsodrású rendszert alkotva!
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Ekkor az ábra szerint a jobb és bal oldali M tömegû
testek helyvektorai:

R1 = (d,0,0) és R2 = (−d,0,0).

Ha az inga rúdja az x-y síkban ϕ szöget zár be az x
tengellyel, akkor az inga rúdján lévõ jobb és bal oldali
m tömegû testek helyvektorai:

r1 = (lcosϕ, l sinϕ, 0)

és

r2 = (−lcosϕ, −l sinϕ, −Ł).

Az egyik m tömegû kis test által a másik m tömeg
helyén létrehozott gravitációs potenciált a számolás
során figyelmen kívül hagyhatjuk, hiszen a kis testek
távolságának állandó volta miatt ez a potenciálérték
nem változik az inga elfordulásakor. Ekkor az R1 és
R2 pontban lévõ M tömegek által létrehozott gravitá-
ciós potenciál az r1 és az r2 pontokban:

Az n egységvektort z irányban véve, a rúdra ható for-

(5)

V1(r1) = −γ ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

M
|r1 − R1 |

+ M
|r1 − R2 |

és

V2(r2) = −γ ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

M
|r2 − R1 |

+ M
|r2 − R2 |

.

gatónyomaték a két m tömegû test potenciális ener-
giájának ϕ szerinti deriváltjából számítható ki. Algeb-
rai átalakítások után kapjuk:

Ha nem lenne a gravitációs forgatónyomaték, ak-

Mz = −m
∂ V1 + V2

∂ϕ
=

= −γ m M d l sinϕ ⎡
⎢
⎢
⎣

1

d 2 + l 2 − 2 d l cosϕ
3
2

−

− 1

d 2 + l 2 + 2 d l cosϕ
3
2

− (6)

− 1

d 2 + l 2 + Ł2 + 2 d l cosϕ
3
2

+

⎤
⎥
⎥
⎦

1

d 2 + l 2 + Ł2 − 2 d l cosϕ
3
2

.

kor a torziós inga lengési körfrekvenciája

lenne, ahol Θ = 2ml 2 az inga tehetetlenségi nyomaté-

ω0 =
D0

Θ

ka és D0 – az elõzõeknek megfelelõen – a torziós szál
direkciós nyomatékát (egységnyi szögkitéréshez tar-
tozó visszatérítõ forgatónyomatékot) jelöli. A gravitá-
ciós erõk hatását úgy vehetjük figyelembe, hogy a (6)

egyenletben adott visszatérítõ forgatónyomatékot kis
ϕ szögekre sorba fejtjük (kis szögeknél sinϕ ≈ ϕ és
cosϕ ≈ 1):

ahol

Mz ≈ −Dgrav ϕ ,

Itt jegyezzük meg, hogy ugyanezt az eredményt kap-

(7)

Dgrav = γ m M d l
⎡
⎢
⎢
⎣

1

(d − l )3
− 1

(d + l )3
+

1

(d − l )2 + Ł2 3/2
−

−
⎤
⎥
⎥
⎦

1

(d + l )2 + Ł2 3/2
.

juk, ha az m (V1 +V2) gravitációs energiát ϕ = 0 körül
másodrendig sorba fejtjük, és összehasonlítva az

alakkal, leolvassuk a Dgrav direkciós nyomatékot.

1
2

Dgrav ϕ 2

Így a torziós szál és a gravitáció együttes hatása-
ként a direkciós nyomaték D = D0 +Dgrav és a lengési
körfrekvencia:

Felhasználva, hogy Ł, l << d, a Dgrav direkciós nyoma-

(8)
ω = D

Θ
= ω 2

0 +
Dgrav

Θ
.

tékot kis Ł-ra és l -re másodrendig sorba fejtve kapjuk
(például Wolfram Alphát használva [22]):

Ezt érdemes összevetni az Eötvös és munkatársai

(9)
ω ≈ ω 2

0 + 6 γ M

d 3

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

1 + 10 l 2

3 d 2
− 5 Ł2

4 d2
.

által kapott eredménnyel, amely az 1906-ban kiírt
Beneke-pályázatra beadott [26] tanulmányban szere-
pel. Eötvös a forgatónyomaték ezen képletét használ-
ta a gravitációs erõtér helyfüggésének kiértékelésé-
hez. Felhasználva az egyetemi oktatásban jól ismert
modern matematikai formalizmust, [27] nyomán a
jelen cikk jelöléseivel írhatjuk:

Itt az U (r) gravitációs potenciál deriváltjait az inga

(10)
−Mz =

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

∂2U

∂y 2
− ∂2U

∂x 2
Θ sin2ϕ

2
+ ∂2U

∂x ∂y
Θ cos2ϕ +

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∂2U
∂y ∂z

cosϕ − ∂2U
∂x ∂z

sinϕ m Łl .

tömegközéppontjában kell kiértékelni. Jelen esetben
a két M tömegû test által létrehozott U (r) gravitációs
potenciál az r = (x,y,z ) pontban:
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Kiszámolhatjuk az U (r) potenciál második deriváltjait

18. ábra. Eötvös Loránd eszköze a gravitációs állandó laboratóriu-
mi, hallgatói mérésére.

(11)

U (r) = −γ M ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

1
|R1 − r|

+ 1
|R2 − r|

=

= −γ M
⎡
⎢
⎢
⎣

1

(x − d )2 + y 2 + z 2

+

⎤
⎥
⎥
⎦

1

(x + d )2 + y 2 + z 2

.

az inga rúdjának felfüggesztési pontjában, azaz az
r = 0 pontban:

ahol i, j = x, y, z. Látható, hogy a gravitációs potenciál

(12)∂2U
∂xi ∂xj

= − 2 γ M

d 3

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

2 0 0

0 −1 0

0 0 −1

,

második vegyes deriváltjai zérusok. Ez a potenciál spe-
ciális szimmetriájának a következménye. Innen és a
(10) egyenletben az Mz forgatónyomatékot sorba fejtve
ϕ << 1-re, a direkciós nyomatékra a következõt kapjuk:

és így

Dgrav ≈ 6 γ M

d 3
Θ,

Az Eötvös-ingára ható forgatónyomaték és a frekven-

(13)ω ≈ ω 2
0 + 6 γ M

d 3
.

cia vezetõ rendben nem függ Ł-tól. Ezért az Eötvös-
inga frekvenciája véges Ł << d esetén független lesz
Ł-tól. A (9) egyenletben a vezetõ renden túli tagokat
(az l 2/d 2 és Ł2/d 2 tagok) az Eötvös-ingával már nem
lehet kimutatni.

A jubileumi, 50. Ortvay-verseny 2. feladata
(2019. október 25. – november 4.)

A ma róla elnevezett budapesti tudományegyetemen
1886-ra felépült fizikai (D) épületben a 18. ábrán
látható eszközt tervezte és építtette meg Eötvös Lo-
ránd a gravitációs állandó mérésére. Az eredeti Ca-
vendish-féle kísérletet úgy módosította, hogy a torziós
szálon függõ, könnyû alumíniumrúd végein lévõ m
tömegû kis testeket nem ezekkel azonos magasság-
ban elhelyezett testek vonzásával térítette el, hanem
az alumíniumrúd alatt helyezte el a vízszintes síkban
körbe forgatható, M tömegû két nagy golyót, ahogyan
ez az ábrán is látható. Jelöljük d -vel a kis testek tö-
megközéppontjainak egymástól való távolságát, és
legyen ugyanennyi a nagy golyók tömegközéppont-
jainak egymástól mért távolsága is, továbbá jelöljük a
kis, valamint a nagy testek tömegközéppontjain átme-
nõ vízszintes síkok távolságát Ł-val!

Határozzuk meg, hogy mekkora szöget zár be
ezekkel a vízszintes síkokkal az az egyenes, amely az
egyik kis test és a hozzá közelebbi nagy golyó tömeg-
középpontján halad át akkor, amikor a nagy golyók
tömegvonzása a legnagyobb forgatónyomatékot fejti
ki a torziós ingára!

Numerikus számítással határozzuk meg, hogy ho-
gyan függ ez a szög a Ł távolságtól! Becsüljük meg ezt
a szöget a R < Ł << d határesetben, ahol R a nagy go-
lyók sugara! [28].

Az ábra forrása Eötvös Loránd 1896-ban, az Anna-
len der Physik und Chemie -ben közölt cikke, melyet
Selényi Pál is közölt 1953-ban, Eötvös Loránd össze-
gyûjtött munkái címû mûvében [2].

(Radnai Gyula és Cserti József)

Megoldás

Mielõtt ismertetnénk a feladat megoldását, érdemes
lesz felidéznünk Eötvös Loránd nevezetes, 1896-os
publikációját, amelyben errõl a kísérletrõl is beszél, s a
feladathoz is mellékelt ábrát közli. Eötvös többek kö-
zött ezt írja: „A vonzó-tömegek ugyanis a rúd alatt lévõ
vízszintes lapon abba a helyzetbe hozhatók, a mely-
ben hatásuk a rúdra maximalis lesz. Így lesz az példáúl
golyók vonzásának esetében, ha a középpontjaikat a
rúd golyóinak középpontjaival összekötõ egyenesek a
rúdra merõlegesen állván, a vízszintessel közel 55 fok-
nyi szöget képeznek. Ebben a maximumnak megfelelõ
állásban elég, ha az egymásra ható tömegek viszonyos
helyzetének meghatározásánál csak függélyes távolsá-
guk lemérésére fordítunk gondot, ez pedig minden
nehézség nélkül eszközölhetõ.” [6].

A feladat egyfajta általánosításaként, kibõvítéseként
tegyük fel hogy az M tömegû testek távolsága na-
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gyobb vagy egyenlõ az inga rúdjának hosszánál, azaz

19. ábra. Az inga helyzete a két M tömegû golyóhoz viszonyítva.

z

y

m

m

r

r

O1

P1 Φ

ϕ

ϕ

h

FA

RA
R

M

M

B

O2

P2

α

A

x

r

r

D = 2R ≥ d = 2r, ahogy ezt a 19. ábra mutatja! Az M
tömegû nagy golyók az x-y síkban fekvõ O2 közép-
pontú, R sugarú körnek az x tengely mentén átmenõ
átmérõjének két végén, az ábrán az A, illetve B pont-
ban vannak.

Az m tömegek az x-y síktól Ł magasságban, azzal
párhuzamos síkban fekvõ O1 középpontú, r sugarú
kör mentén mozoghatnak.

Tegyük fel, hogy a két m tömeget összekötõ inga
rúdjának (az x-y síkra vetített) függõleges vetülete, az
ábrának megfelelõen, az x tengellyel ϕ szöget zár be!
Ekkor az M tömegû testek helyvektora: R1 = (R,0, 0)
és R2 = −R1. Az inga rúdjának két végén lévõ m tö-
megû test helyvektora r1 = (r cosϕ, r sinϕ, Ł) és r2 =
(−rcosϕ, −r sinϕ, Ł).

A feladat szerint a keresett α szög megegyezik az
egyik kis test és a hozzá közelebbi nagy golyó tömeg-
középpontján áthaladó egyenes és a vízszintes sík
által bezárt szöggel, azaz az r1 −R1 vektor, valamint a
vízszintes sík által bezárt szöggel. Adott 0 < ϕ < π el-
fordulási szög esetén geometriailag belátható, hogy
erre az α szögre:

Az inga két végén lévõ pontban a gravitációs poten-

(14)tgα = Ł

R 2 + r 2 − 2 R r cosϕ
.

ciálokat ismét az (5) képletbõl számolhatjuk ki, csak
az R1,2 és r1,2 helyvektorokat kell kicserélni a mostani
feladatban adott értékekre. A z irányú forgatónyoma-
tékot az elõzõ feladathoz hasonlóan a (4) képletbõl
számolhatjuk ki. Így az inga rúdjának két végén lévõ
m tömegû testekre ható eredõ forgatónyomaték:

ami az egzakt eredmény a forgatónyomatékra. Közelí-

(15)

Mz (ϕ ) = −m
∂ V1 + V2

∂ϕ
=

= −2 γ m M R r sinϕ

⎡
⎢
⎢
⎣

1

R 2 + r 2 + Ł2 − 2 R r cosϕ
3
2

−

− ⎤
⎥
⎥
⎦

1

R 2 + r 2 + Ł2 + 2 R r cosϕ
3
2

,

tõ megoldásnak azt tekintjük, amikor az m tömegre
csak a közelebbi M tömeg hatását vesszük figyelem-
be. Ennek megfelelõen a fenti egyenlet elsõ tagja adja
az közelítõ forgatónyomatékot. Ebbõl a kifeje-M ✽

z (ϕ )
zésbõl kiindulva az függvény ϕ szerinti deri-M ✽

z (ϕ )
válással analitikusan is meghatározhatjuk a feladatban
kérdezett szöget. Megjegyezzük, hogy ha mind a két
M tömeg hatását figyelembe vesszük, akkor a maxi-
mum helyét csak numerikusan lehet meghatározni. A
közelítõ forgatónyomatékot használva a szél-M ✽

z (ϕ )
sõérték-probléma cosϕ -re egy másodfokú egyenletre
vezet, amelynek fizikailag lehetséges megoldása:

(16)

Ezt beírva a (14) összefüggésbe, adott D, d és Ł para-

cosϕ ✽ =

= 12D 2 d 2 + D 2 + d 2 + 4Ł2 2
− D 2 + d 2 + 4Ł2

2 D d
.

méterek mellett az α szögre a következõt kapjuk:

(17)

Ahogy az alábbiakban látni fogjuk, különösen érde-

tgα✽ =

= 2 Ł

2D 2 + 2d 2 + 4Ł2 − 12D 2 d 2 + D 2 + d 2 + 4Ł2 2

.

kes az az eset – amit Eötvös is hangsúlyozott a fenti
idézetben –, amikor az inga rúdja merõleges az egyik
m tömeg és a hozzá közelebbi M tömeg középpontjait
összekötõ egyenesre, azaz ha Φ = 90°. Ebben az eset-
ben a D, d és Ł paraméterek már nem függetlenek.
Valóban, az ábrából látható, hogy ekkor az AP2 O2
háromszög derékszögû, és így

Ha ezt az értéket egyenlõvé tesszük a (16) egyenlet-

cosϕ = r
R

= d
D

.

ben kapott szélsõértékkel, és megoldjuk a cos ϕ ✽ =
d /D egyenletet D -re, akkor a következõ megszorítást
kapjuk a D, d és Ł paraméterek között:

Ha ezt az összefüggést behelyettesítjük a (17) képlet-

D = d 2 + 2 Ł2 .

be, akkor az α szögre egy univerzális értéket kapunk,
függetlenül d és Ł értékétõl:

410 FIZIKAI SZEMLE 2020 / 12



Megjegyezzük, hogy a közelítõ forgatónyomaték ϕ

20. ábra. Az α ✽ szög K = Ł/d paraméter függvényében, amennyi-
ben D = (d 2 + 2Ł2)1/2. A folytonos vonal az egzakt, a vízszintes, szag-
gatott vonal a közelítésbõl kapott α ✽ = 54,7° szögnek felel meg.
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(18)α✽ = arctg 2 = 54,7° .

szerinti második deriválásával megmutatható, hogy

esetén a forgatónyomatéknak valóban maximuma

D = d 2 + 2 Ł2

van. A D és d a kísérletben rögzített értékek, Ł változ-
tatásával lehetett kikeresni a maximális forgatónyo-
matékhoz tartozó helyzetet. Erre utalhatott Eötvös a
fent idézett utolsó mondatában.

Összefoglalva, ha D = (d 2 +2Ł2)1/2, akkor a kis tes-
tekre ható forgatónyomaték az inga rúdjának annál a
ϕ ✽ elfordulási szögénél maximális, amelyre cosϕ ✽ =
d /D. Továbbá ebben a helyzetben d és Ł értékétõl
függetlenül az egyik kis test és a hozzá közelebbi
nagy golyó tömegközéppontján áthaladó egyenesnek
a vízszintes síkkal bezárt szöge α✽ = arctg 2 = 54,7°,
és ez az egyenes merõleges az inga rúdjára.

Ez a szög abban az esetben közvetlenül is megkap-
ható, amikor d és D ugyan egyenlõk, de olyan nagyok
már, hogy a körívek, amelyeken a testek elmozdul-
hatnak, függõleges síkban levõ vízszintes, egymással
párhuzamos egyenes szakaszoknak tekinthetõk. Csu-
pán a közelebbi M tömeg hatását véve figyelembe, az
m tömegre ható és a rúdra merõleges erõ a köztük
lévõ távolság négyzetével fordítottan, tehát a keresett
α szög szinuszának négyzetével egyenesen arányos.
Forgatónyomatékot viszont csak az erõ vízszintes
komponense létesít, ezért a forgatónyomaték maxi-
muma annál a szögnél következik be, amelynél a
sin2αcosα mennyiség maximális lesz. Ez a szög pedig
éppen α ✽ = arctg 2 = 54,7°.

Vizsgáljuk meg, hogy a fenti közelítésben (azaz
elhanyagolva a kis testektõl távolabbi nagy golyó
vonzó hatását) adódó α✽ = arctg 2 = 54,7° szög
mennyire tér el az egzakt (15) forgatónyomatékból
kapható értékektõl a K = Ł/d paraméter függvényé-
ben D = (d 2 +2Ł2)1/2 esetén! Az eredményt a 20. ábra
mutatja. Látható, hogy a legnagyobb eltérés Ł/d ≈
1,25-nél van, de ez sem nagyobb 5°-nál.

Végül vizsgáljuk meg azt az esetet, amikor a feladat
szerint D = d! Ekkor A (16) és a (17) kifejezések az
alábbi alakba írhatók:

Látható, hogy Ł → 0 határesetben (rögzített d mellett K

cosϕ ✽ = 2 1 + K 2 + K 4 − 1 − 2 K 2,

tgα✽ = 1 + K 2 + 1 + K 2 + K 4 .

→ 0 esetén) α ✽ = arctg 2 = 54,7° határértékhez tart.
Természetesen a Ł → 0 határeset csak matematikailag
lehetséges, ugyanis a kis testek és az alattuk lévõ
nagy gömbök középpontjain átmenõ két vízszintes
sík nem lehet közelebb a kis test és nagy gömb suga-
rainak összegénél.

A fenti kísérleti eszköz ma már nem található meg
az egyetemen, az 1886-ra elkészült, nevezetes D épü-
letben, amelyet éppen az Eötvös-ingával folyó kísérle-
tek elsõ helyszíneként nyilvánított fizikatörténeti em-
lékhellyé 2018-ban az Európai Fizikai Társulat, együtt-
mûködve a hazai, Eötvös Loránd emlékét a nevében
is õrzõ Eötvös Loránd Fizikai Társulattal [29]. Minden
valószínûség szerint a többszöri átalakítások áldoza-
tául esett, hiszen nem is a tanteremben, hanem labo-
ratóriumban volt felállítva, és hallgatói mérésre szol-
gált. A mérés kiértékelése szempontjából nagy elõnye
volt, hogy mivel az inga a forgatónyomaték maximu-
ma körül lengett néhány fokos amplitúdóval, fel lehe-
tett tételezni a vonzóerõ állandóságát, akár csak egy
rugón függõ súly esetén, amely ma már középiskolai
fizikaórán is szereplõ mérés. Azonban, ha a távolabbi
golyó hatását nem vette figyelembe a hallgató, ez a
mérésben néhány százalékos hibát okozhatott.

A gravitációs állandó igazi meghatározására Eötvös
Loránd nem is ezt az eszközt használta, hanem azt a
két ólomhasáb között lengetett ingát, amelyrõl a fenti
második KöMaL feladat kapcsán emlékeztünk meg.
Ezen mérés Eötvös általi kiértékelése sokkal bonyo-
lultabb, lásd például [6], illetve [27].

A gravitációs állandó Eötvös Loránd által mért érté-
ke, amelyet 1896-ban megjelent [6] tanulmányában kö-
zölt, csupán 0,36%-kal kisebb, mint a ma, 2020-ban el-
fogadott legpontosabb érték. Eötvös Loránd kivételes
fizikusi nagyságára a mai fizikusok, geofizikusok és fi-
zikatanárok számára nem is kell ennél jobb bizonyíték.
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A HOLDILLÚZIÓ PSZICHOFIZIKAI VIZSGÁLATA
FESTMÉNYEKEN ÉS TERMÉSZETFOTÓKON

Kovács Zoltán az ELTE TTK-n szerezte
fizikus BSc diplomáját 2020-ban, és jelen-
leg ugyanitt folytatja tanulmányait fizikus
mesterképzésen. Fõ érdeklõdési területe a
biofizika és annak határterületei. Tanulmá-
nyai mellett fontosnak tartja a tudomány-
népszerûsítést és a hallgatói érdekképvise-
letet az egyetemen.

Udvarnoki Zoltán fizikus, az ELTE Fizika
Doktori Iskola doktorandusza a Statisztikus
fizika, biológiai fizika és kvantumrendsze-
rek fizikája programban, Csabai István
témavezetésével. Kutatási területe a gépi
tanulási módszerek a tudományban, azon
belül fõként bioinformatikai alkalmazási
lehetõségek kidolgozása és adatintenzív
elemzések végrehajtása.

Papp Eszter az ELTE TTK elsõ éves fizikus
doktorandusza. Elsõsorban fehérjék kvan-
tumos vezetési tulajdonságainak vizsgálatá-
val foglalkozik, ami mellett más biofizikai
jelenségeket is érdekesnek talál. Lelkes
természetjáró fotósként készítette el a cikk-
ben használt természetfotókat. Fontosnak
tartja a fizika megszerettetését a fiatalabb
korosztállyal, ezért élményalapú fizikaórá-
kat tart általános és középiskolás csopor-
tok számára.

Horváth Gábor fizikus, az MTA doktora,
egyetemi tanár, az ELTE Biológiai Fizika
Tanszék Környezetoptika Laboratóriumá-
nak vezetõje. A vizuális környezet optikai
sajátságait és az állatok látását tanulmá-
nyozza, továbbá biomechanikai kutatáso-
kat folytat. Számos szakmai díj és kitünte-
tés tulajdonosa. Évtizedek óta aktív tudo-
mányos ismeretterjesztõi munkát is folytat
elõadások és cikkek formájában.

1. rész: amit a holdillúzióról tudni érdemes
Kovács Zoltán, Udvarnoki Zoltán, Papp Eszter, Horváth Gábor

ELTE, Biológiai Fizika Tanszék, Környezetoptika Laboratórium

Holdillúziónak nevezik azon optikai érzékcsalódást,
amikor az emberek a horizont közelében lévõ hold-
és napkorongot vagy csillagképet nagyobbnak érzé-
kelik, mint az égbolton magasabban (például a zenit
közelében) elhelyezkedõt. Kialakulásának okára több
elmélet is született, de még manapság sincs általáno-
san elfogadott magyarázat e vizuális illúzióra. Cik-
künk 1. részében összefoglaljuk a holdillúziót magya-
rázni próbáló híresebb elméleteket, valamint röviden
ismertetjük e vizuális érzékcsalódást vizsgáló jelentõ-
sebb pszichofizikai kísérleteket és azok eredményeit.
Írásunk 2. részében saját holdillúziós pszichofizikai
kísérleteinket és eredményeit mutatjuk be [1, 2].

A holdillúzió

Tudományos körökben (de mondhatjuk hétköznapi
tapasztalatunk alapján is) már régóta ismert jelenség,
hogy a horizonthoz közeli telihold korongja nagyobb-
nak látszik, mint amikor magasabban helyezkedik el.
E jelenséget nevezik holdillúziónak (1. ábra ). Ugyan-
ez igaz a napkorongra és a csillagképekre is. A Föld
körüli keringése során a Földrõl nézve a holdkorong
átmérõje legföljebb 15%-ot változik. A Föld Nap körü-
li keringésekor a napkorong Földrõl nézett átmérõje
legföljebb 3,4%-ot módosul. A Hold és a Nap szögát-
mérõje egyaránt közel 0,5°, ezért alakulhatnak ki tel-
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