
belül 3% (9.b ábra ). A diffrakciós hatásfokok maxi-
muma pedig ugyanazokon a feszültségeken érhetõ el,
ahol a kettõstörésbõl adódó fázistolás, azaz a retardá-
ció értéke π.

Összefoglalva tehát, megmutattuk, hogy egy nem-
rég felfedezett mintázatképzõdési folyamat – amely
nematikus folyadékkristályban elektromos tér hatásá-
ra egy önszervezõdõ topológia defektrácsot hoz létre
– optikai örvények keltésére alkalmas. Az örvénynya-
lábokat – egyfelõl az egyes defekteket fázismaszkként
használva, direkt módon, másrészt egy, a defektrács-
ban található éldiszlokációt villarácsként használva,
diffrakcióval is – sikerült generálni. A direkt módszer-
rel az l = 2 topológiai töltésû optikai örvényeket majd-
nem 100%-os hatékonysággal lehet létrehozni. A min-
tára kapcsolt feszültséggel a direktortérrel összefüggõ
retardáció hangolható, ami különbözõ fényhullám-
hosszak mellett is nagy hatékonyságú örvénynyaláb-
keltést tesz lehetõvé. Az örvénynyaláb a feszültség
állításával igény szerint, akár elektronikusan ki-be
kapcsolható.
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A BELSÕ VÁLTOZÓK SZEREPE A NEMEGYENSÚLYI
TERMODINAMIKÁBAN Kovács Róbert

Készült a 30. Magyar Fizikus Vándorgyûlésen (Sopron, 2019. augusz-
tus 21–24.) elhangzott elõadás alapján.

Kovács Róbert PhD tanulmányait a BME-n
és a Wigner FK RMI-ben végezte, fokozatot
2017-ben szerzett. Jelenleg a BME Energe-
tikai Gépek és Rendszerek Tanszék ad-
junktusa és a Wigner FK RMI Elméleti Fizi-
kai Osztályának tudományos munkatársa.
Kutatási területe a nemegyensúlyi termodi-
namika, egyaránt hangsúlyt helyezve az el-
méleti és kísérleti kérdésekre, valamint a
kapcsolódó matematikai módszerekre. A
kutatásához kapcsolódó témákban oktatási
tevékenységét 5 éve végzi.

BME Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszék

A mérnökök számára tartott termodinamika-oktatás-
ban legtöbbször a termosztatikai háttér tárgyalására
szorítkoznak, amiben – ahogy neve is mutatja – sem
idõ-, sem helyfüggés sincs. Ilyenek a gázok jól ismert
állapotváltozását leíró egyenletek: a végpontok számí-
tanak, de sem a kezdettõl a végpontig vezetõ út, sem
pedig a termodinamikai test térbeli tulajdonságai nem
hangsúlyosak. A termosztatikához kapcsolódóan
megemlítjük Fényes Imre (1917–1977) munkásságát,
amelyben a termodinamika fõtételeit axiomatikus
alapokra helyezi. Ezt az axiomatikus megközelítést a
Termosztatika és termodinamika (1968) címû köny-
vében feloldja, és az állapothatározókra támaszkodva
építi újra a meglévõ termodinamikai ismereteket.

Ezen munkáit részben Farkas Gyula (1847–1930)
munkásságára építette, akinek egyik legfontosabb
eredményét, a közgazdaságtan matematikájában jól
ismert Farkas-lemmát a termodinamikai egyenlõtlen-
ségek megoldásában késõbb messzemenõkig kihasz-
náljuk.

Kevésbé ismeretes viszont, hogy a termodinamikai
fõtételek egyben lehetõséget adnak az anyagi viselke-
dést leíró, úgynevezett konstitutív egyenletek szár-
maztatására is. A mérnöki tudományokban jól ismert
és széles körben használt konstitutív egyenletek, mint
például a Fourier-törvény, a newtoni közegek feszült-
ség-sebesség kapcsolata, vagy a Fick-törvény, mind
korlátozott érvényességi körökkel bírnak. Mindez
akkor vált egyre nyilvánvalóbbá, amikor a technoló-
giai fejlettség elérésével olyan idõ- és méretskálákat
érhetünk el, ahol ezen jelenségek megfigyelhetõvé,
mérhetõvé váltak. Ennek egy viszonylag látványos, a
hõvezetési jelenségekkel kapcsolatos eredménye az
úgynevezett második hang és a ballisztikus hõvezeté-
si jelenségek elméleti és kísérleti felfedezése.

A klasszikus hõvezetési modell

Joseph Fourier (1768–1830) 1822-es munkája legalább
olyan jelentõségû a termikus jelenségek leírásában,
mint Newton mozgásegyenlete a mechanikában. Fou-
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rier gyakorlatilag egy „termikus mozgásegyenletet”
adott a tudomány kezébe, amelyet Fourier-törvény-
ként ismerünk:

amelyben q a hõáramvektor, T a hõmérséklet, ∇ jelöli a

(1)q = − λ ∇T,

jól ismert nabla szimbólumot és λ pedig egy anyagra
jellemzõ mennyiség, hõvezetési tényezõnek nevezzük.
Ez az egyenlet maga a II. fõtétel közvetlen következ-
ményeként származtatható, és remekül kifejezi azt,
amit általában „II. fõtétel” néven szokás emlegetni: a hõ
a melegebb helyrõl a hidegebb felé áramlik. Hangsú-
lyozzuk, (1) nem maga a II. fõtétel, csupán annak kö-
vetkezménye. Méghozzá olyan következménye, amely-
ben fel kellett használni a „lokális egyensúlyi hipoté-
zist”. Egyensúlyról akkor szokás beszélni, ha – a for-
rástagoktól eltekintve – az összes áram (tömeg, ener-
gia, impulzus) zérus. A lokális egyensúlyi hipotézis
viszont felteszi, hogy globálisan (a teljes test egészére
nézve) a folyamat nincs „messze” ettõl az egyensúlyi
állapottól,1 és ugyanazt az állapotjelzõt használhatjuk a

1 Most tekintsünk el a precíz matematikai definícióktól.
2 Részben innen eredeztethetõk az egyensúlyi és a nemegyensúlyi
hõmérsékletekkel kapcsolatos kutatások.

test jellemzésére, mint egyensúlyban.2 Tisztán termikus
feladatokban ez az e belsõ energia, amely közvetlenül
arányos a hõmérséklettel, sok gyakorlati esetben kons-
tans c fajhõt figyelembe véve: e = cT, amely a hõvezeté-
si kísérletek modellezése esetén is egy jó közelítés. Így,
végeredményül az (1) egyenletet a

belsõ energia mérlegegyenletével együtt idõ- és tér-

(2)ρ ∂e
∂ t

+ ∇ q = 0

függõ feladatok megoldására használhatjuk (ahol ρ a
tömegsûrûség, „ ” jelöli a divergenciát, valamint t az∇
idõ és a jobb oldalon pedig zérus forrástagot tételez-
tünk fel).

Fontos hangsúlyozni, hogy ez a leírásmód egy úgy-
nevezett kontinuumleírás parciális differenciálegyen-
letekkel, amely egyaránt tartalmazza a modellezni
kívánt jelenség idõ- és térbeli viselkedését. Azonban
egy folyamat modellezése során dönthetünk úgy is,
hogy akár az idõ- (állandósult állapot), akár a hely-
függést elhanyagoljuk. Ez utóbbi esetében az idõbeli
(közönséges) termodinamika módszertanát használ-
juk, közönséges differenciálegyenleteket építve dina-
mikai rendszerekre, úgy, ahogy a pontmechanikában
is. Ennek precíz matematikai formalizmusát Matolcsi
Tamás adta meg.

A Fourier-törvényen túlmutató jelenségekrõl

A hõvezetéssel kapcsolatos termodinamikai kutatások
igazán a 20. század közepe felé erõsödtek fel újra.
Meg kell említenünk Tisza László (1907–2009), Lan-
dauval párhuzamosan folytatott, szuperfolyékonyság-

ra vonatkozó kutatásait. Habár mindkettejük munkás-
sága fõként a kétfolyadékok kvantummechanikai el-
veire és leírására fókuszál, közös eredményük a Fou-
rier-törvényen túli jelenségek meglétének predikciója.
Ez a jóslat az úgynevezett második hang – a hõ egy
disszipatív hullámterjedési formája – létezésére utal.
Ezt kísérletileg, reprodukálható módon elõször V. P.
Peshkov találta meg 1944-ben, szuperfolyékony hé-
liumban.3 Peshkov munkája áttörést jelentett a hõve-

3 Az interneten – Alfred Leitner elõadásában – látványos áttekin-
tést kapunk a kísérleti aspektusokról és a felhasznált eszközökrõl.
4 Összefoglalóan, a nagy Knudsen-számú esetekben.

zetésre irányuló kutatásokban.
A rákövetkezõ 30 évben igen sikeresnek tekinthe-

tõk az alacsony hõmérsékletû hõvezetési kísérletek.
Szuperfolyékony hélium mellett szilárd közegekben
(például bizmut- és nátriumfluorid-kristályokban) is
kimérték a második hangot, valamint T. F. McNelly
PhD tanulmányai alatt végzett munka során kísérleti-
leg is kimutatta az elvi úton is megjósolt harmadik
hõterjedési formát, az úgynevezett ballisztikus hõve-
zetést. A második hanghoz hasonlóan, ez is egy hul-
lámterjedési forma, azonban annál gyorsabb, mindig
a közegre jellemzõ hangsebességgel terjed. Eme tulaj-
donság alapján lehet kísérletileg megkülönböztetni az
egyes hõvezetési mechanizmusokat.

A ballisztikus elnevezés a kinetikus elméleti alapo-
kon nyugvó fonon hidrodinamikai képbõl ered: a fo-
nonok, a kristályrács rezgéseinek kvantumai, mint
kvázirészecskék, egymással való kölcsönhatás nélkül,
szabadon terjednek az anyagon belül. A kontinuum-
termodinamikai nézõpont ettõl eltérõ módon értelme-
zi a jelenséget. A hangsebességû terjedés egyértel-
mûen mechanikai csatolásra utal, azaz összességében
nézve egy termomechanikai jelenséggel állunk szem-
ben. A legkézenfekvõbb interpretációban a hõtágulás,
mint reverzibilis mechanikai csatolás vezethet ballisz-
tikus hõvezetéshez.

Vegyük észre, hogy a kinetikus és a kontinuumel-
méleti megközelítés mennyire eltér egymástól. Ez
nem csupán a jelenség megértésében tükrözõdik,
hanem a modellek alkalmazhatósági határaiban is.
Amíg a kinetikus alapú modell ritka, kicsi vagy ala-
csony hõmérsékletû rendszerek esetén alkalmazható,4

addig a kontinuummodell nem kötõdik semmilyen
mikroszerkezeti képhez és e tekintetben nem is ad
korlátot.

Meg kell jegyeznünk, hogy ekkor, vagyis az 1970-
es évek derekán még nem áll rendelkezésre semmi-
lyen „egyesített” termodinamikai elmélet, amely egy-
séges keretben lenne képes az összes hõvezetési je-
lenség modellezésére. Mivel ekkorra számtalan kí-
sérleti eredmény állt rendelkezésre a Fourier-törvé-
nyen túlmutató jelenségek meglétérõl, így igen fon-
tos kérdéssé vált egy „összefoglaló” (esetleg egysé-
gesítõ) termodinamikai elmélet kidolgozása. Ennek
során az irodalomban több megközelítés is született,
ezek közül a belsõ változókkal történõ általánosítást
emeljük ki.
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Belsõ változókkal általánosított nemegyensúlyi
termodinamika

A Klasszikus Irreverzibilis Termodinamika5 keretein

5 Mivel alapvetõ irányzat, megadjuk az angol terminológiáját:
„Classical Irreversible Thermodynamics”.

belül a Fourier-törvény az I. és II. fõtételek következ-
ményeként adódik. Az I. fõtétel alatt a belsõ energia
(2) mérlegét értjük. A II. fõtétel esetén azt mondjuk,
hogy az entrópiára, mint az állapothatározók konkáv
potenciálfüggvényére, szintén érvényesnek tekintünk
egy mérlegegyenletet:

ahol s a fajlagos entrópia, Js annak áramsûrûsége és

(3)ρ ∂s
∂ t

+ ∇ J s = σ ≥ 0,

σ-t entrópiaprodukciónak nevezzük. Mivel zárt rend-
szerben irreverzibilis folyamatok esetén ez pozitív
definit mennyiség, ezért ezt az egyenlõtlenséget ki
kell elégítenie bármely anyagtörvénynek (konstitutív
összefüggésnek). Tisztán termikus folyamatok esetén
s = s (e ), valamint Js = q/T, így az entrópiaprodukciót
közvetlenül kiszámolva kapjuk, hogy

Az efféle egyenlõtlenségek megoldásakor használjuk

(4)σ = q ∇ 1
T

> 0.

ki a korábban említett Farkas-lemmát, valamint Onsa-
ger fontos észrevételét: az entrópiaprodukció felírható
termodinamikai erõk és áramok szorzataként, és az
egyenlõtlenség megoldását a két mennyiség kapcso-
lataként lehet felírni:

Tehát a II. fõtételben megfogalmazott egyenlõtlensé-

(5)q = l ∇ 1
T

= − l

T 2
∇T = −λ ∇T.

gek megoldásaként konstitutív, azaz anyagtulajdonsá-
gokat leíró egyenleteket kapunk eredményül. Jelen
esetben a Fourier-törvényt, amelynek számtalan
egyéb általánosítása létezik. Ezek közül kettõt eme-
lünk ki.

Általánosítás belsõ változóval
Gyarmati István (1929–2002) és Verhás József

(1937–) munkáit követve, lehetõségünk van a klasszi-
kus megközelítésben használt (lokális egyensúlyi hi-
potézis néven már korábban emlegetett) állapottér
kiterjesztésére, amely jól használható az egyensúlytól
„távol” lévõ folyamatok leírásában. Ilyenek például a
hullámjelenségek, de bármilyen tehetetlenséghez
hasonló anyagi memóriahatás is ide tartozik. Ez a fajta
kiterjesztés késõbb egy speciális esete lett a még álta-
lánosabb, belsõ változóknak vagy belsõ dinamikai
szabadsági fokoknak nevezett megközelítésnek. Amíg
az elõbbi esetben kikötik, hogy az új változó disszipa-
tív áram (mint például a hõáram) kell legyen, addig a
belsõ változós megközelítés esetén nem feltétlenül

kell pontos fizikai jelentést kötni az új állapothatáro-
zóhoz. Annak ellenére, hogy e belsõ változós megkö-
zelítés használata elsõ hallásra bizonytalannak tûnhet,
ez az általánosítási út vezetett el a nemegyensúlyi
(kontinuum) termodinamika egyik legkonstruktívabb
keretrendszeréhez.

Erre nézzünk az alábbiakban egy példát, amelyben
a q hõáramot, mint a belsõ változó egy speciális ese-
tét tekinthetjük, ekkor s = s (e,q), azaz

ahol se a lokális egyensúlyt reprezentálja, a kvadratikus

(6)s (e, q) = se (e ) − m
2

q2,

kiterjesztés pedig az ettõl való eltérést (ahol m > 0, a
konkáv tulajdonságok megõrzéséhez). A σ entrópia-
produkció kiszámolása után a Fourier-törvény egy
olyan kiterjesztéséhez jutunk, amely már képes model-
lezni a második hang jelenségét. Ezt a szakirodalom
Maxwell–Cattaneo–Vernotte-egyenlet néven ismeri:

amelyben τ-t relaxációs idõnek nevezzük és egyfajta

(7)τ ∂q
∂ t

+ q = −λ ∇T,

„hõtehetetlenséget”, mint mechanikai analógiát mutat
az új, idõderivált tag. Az utóbbi 50 év kutatásai rávilágí-
tottak arra, hogy (7) nem lehet a „végsõ” kiterjesztés.

Általánosítás több belsõ változóval és áramszorzóval
A kinetikus elméleten nyugvó, késõbb Racionális

Kiterjesztett Termodinamika6 néven ismertté vált meg-

6 Angol terminológiával „Rational Extended Thermodynamics”.
7 A Curie-elv szerint izotróp anyagokban csak azonos tenzori
rendû mennyiségek csatolódhatnak. Klasszikus értelemben csatolás
csak a mérlegegyenletek szintjén jelenhet meg, például forrástago-
kon keresztül.

közelítés egyik fontos érdeme a ballisztikus jelensége-
ket is magába foglaló modell levezetése. Ebben már a
konstitutív egyenletek szintjén jelenik meg a csatolás
a hõáram és a hõáram árama, mint másodrendû ten-
zor között, ami klasszikus keretek között (izotrop
anyagokban) nem megoldható.7 A fõ kérdés tehát az,
hogy ilyen mélységig egy kontinuummodellben mi-
ként lehet ezt a csatolást megvalósítani? A választ Nyí-
ri Balázs munkája adta meg az entrópia áramsûrûsé-
gének általánosításával. Az eddigi Js = q/T helyett
használjuk a következõ összefüggést:

ahol B egy áramszorzó, másodrendû tenzor, úgyneve-

(8)J s = B q,

zett Nyíri-szorzó. A (8)-féle általánosítás közvetlen
következménye a konstitutív egyenletek térben gyen-
gén nemlokális kiterjesztése, valamint azok paraboli-
kus szerkezete. Amennyiben a fajlagos entrópiát to-
vább általánosítjuk egy Q tenzori változóval (mint
szintúgy speciális belsõ változó bevezetésével):

(9)s (e, q, Q ) = se (e ) −
m1

2
q2 −

m2

2
Q2,
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ahol m1, m2 > 0, úgy (4) megoldásaként olyan egyen-
letrendszert kapunk eredményül, amelyben az alábbi
módon csatolódnak különbözõ tenzori rendû mennyi-
ségek:

Ez kompatibilis a kinetikus elméleti megközelítéssel,

(10)
τ q

∂q
∂ t

+ q = −λ ∇T + l ∇ Q,

τ Q
∂Q
∂ t

+ Q = −l ∇q.

és a ballisztikus hõvezetési kísérletek elméleti model-
lezésére is alkalmas.

Ha a Q változót lecseréljük a viszkózus nyomásra,
akkor világossá válik a termodinamikai egyenértékû-
ség a ritka (alacsony nyomású) fonongázok és ritka
(valódi molekulákat tartalmazó) gázok között: az
egyenleteik szerkezete egyezik (10)-zel. Ezt a kísérle-
tekkel való összevetéseink is alátámasztják. Sajnos a
rövid terjedelem miatt nincs lehetõségünk a (10)
egyenlet további tulajdonságait diszkutálni, azonban
röviden meg kell említenünk, hogy a második hang
és a ballisztikus hõvezetési jelenségek mikro- és mak-
roszkopikus skálákon egyaránt megjelenhetnek, ame-
lyet nanorendszerekben, szobahõmérsékleten kísérle-
tileg is megtaláltak.

Egy kevéssé ismert, de fontos alkalmazási lehetõség a
heterogén anyagok termikus modellezése (mint kõze-
tek, habok, kompozitok). Ilyen közegekben (makroská-
lán) az úgynevezett túlcsillapított terjedés jelenik meg a
Fourier-törvényen túlmutató jelenségként. Ezek model-
lezésére jól használható a Guyer–Krumhansl-egyenlet,
amelyet (10)-bõl τQ = 0 helyettesítéssel kapunk.

A termodinamika, mint tudományterület, nem kor-
látozódik csupán a hõvezetési és a tisztán hõtani je-
lenségek leírására. Ennél lényegesen általánosabb,
univerzálisabb módszertant szolgáltat, amelynek meg-
értése és alkalmazása a mai napig számtalan területen
fejlõdik és várhatóan még sokáig fog. Ilyenek a me-
chanikai-reológiai és az analitikus és numerikus meg-
oldási módszerek fejlesztése is.

A bemutatott belsõ változók módszertanáról, annak
alkalmazási lehetõségeirõl az alábbi irodalmakban
részletesen is tájékozódhat a Tisztelt Olvasó.
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Kísérletileg vizsgálva a stabilitási völgy környéki
atommagokat megtanultuk, hogy bizonyos atomma-
gok különösen stabilak, a természetben igen nagy
gyakorisággal fordulnak elõ, gömbszerûek, nagyon
nehezen gerjeszthetõk és nehéz róluk leválasztani egy
protont vagy egy neutront. Ezek a – Wigner Jenõ által
mágikusnak nevezett – atommagok 2, 8, 20, 28, 50,
82, 126 számú protont vagy neutront tartalmaznak [1].
A mágikus számú protont vagy neutront tartalmazó
atommagoktól messzebb a deformált (nem gömbsze-
rû) magalakok a jellemzõek, a zárt héjon kívüli proto-
nok és neutronok együttes mozgásai határozzák meg
az atommagok szerkezetét.

Az atommagok ezen tulajdonságait a magfizika egyik
alapvetõ modellje, a héjmodell írja le, amely szerint az
atommagban a protonok és a neutronok (közös néven
nukleonok) az atomi elektronokhoz hasonlóan külön-
bözõ energiaszintekkel rendelkezõ állapotokban, pá-
lyákon találhatók. A Pauli-elv szerint az egyes pályákon

csak meghatározott számú proton vagy neutron lehet.
Az atommagban a nukleonok egy közös, az erõs köl-
csönhatás és a Coulomb-taszítás által létrehozott átlag-
térben mozognak. Az átlagtér egy potenciálgödörrel ír-
ható le, amelynek alakja megszabja a pályák energetikai
elhelyezkedését. A pályák héjakat alkotnak, a hozzájuk
tartozó energiaszintek pedig csoportokat, amelyeket
nagyobb energiaközök választanak el egymástól. Ilyen
nagy energiaközök, vagyis héjzáródások fordulnak elõ a
mágikus atommagok proton-, illetve neutronszámánál.
Az egyszeresen zárt héjú atommagokban egy proton-
vagy egy neutronhéj van teljesen betöltve. A duplán zárt
héjú atommagokban mind a proton-, mind a neutronhéj
zárt. A potenciálgödörre az egyik legegyszerûbb közelí-
tés a harmonikusoszcillátor-potenciál. Ezzel a feltétele-
zéssel az elsõ három héjzáródás helyesen adódik, de a
20-as proton/neutronszámtól feljebb eltérnek az elméle-
ti és a kísérleti adatok. Ennek magyarázatát az adja,
hogy az atommagban figyelembe kell venni a protonok
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