A SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KARRIERJE

A FIZIKABAN

E cikk célja bemutatni, hogy a fizika mélyen funda-
mentalis koncepcidi, mint az entropia és a kvantumos
elmosodis! nagyon egyszerd, kozépiskoldban is tar-
gyalt Osszefliggésekbdl kiindulva is felépithetSk, mi-
kozben a szakember szamara is Gj élményt, tovabbi
mélységet adhat e két, altalaban kilon targyalt jelen-
ség — bizonyos matematikai képletek mentén torténd
— Osszekapcsolasa. A szamtani és mértani kozép ko-
zOtti egyenlGtlenség altaliban algebrai alakban ismert,
de eredete geometriai, s ezaltal sokkal régebbi lehet,
mint algebrai formuldink. Mar a régi gorogok is tud-
tak, tudhattdk, csak jelentése szamukra még egészen
mas volt.

A tovabbiakban ezt az Osszefliggést targyalom, igen
egyszerd megfogalmazissal inditva, s ahol a helyszi-
ke megengedi bizonyitisokkal és megjegyzésekkel
fiszerezve. Azutan fokozatos altalanositdsokrol esik
sz6, amelyek elvezetnek annak belatisahoz, hogy az
entrOpia az egyenletes eloszlasra maximalis, termé-
szetesen tovabbi megszorito feltételek hijan. Ennek
kapcsan kiderl, hogy e tulajdonsighoz elegendé egy
bizonyos konvexitas, amit nem csak a klasszikus
boltzmanni képletben szereplS logaritmus fliggvény
elégit ki. Vannak modern javaslatok mas képletekre
is, és ezek némelyike bizonyos jelenségcsoporthoz —
ahol a klasszikus termodinamikai feltételek nem telje-
silnek hidanytalanul — kapcsolodva természetesebb,
egyszerlbb leirashoz vezet.

Formalis véletlennek tinik, de ugyanez a szamtani
és mértani kozép kozotti egyenlStlenség szerepel a
kvantumfizikai mennyiségeket kezelS hermitikus ope-
ratorokra levezetett, a mért értékek variancidinak
szorzatara érvényes also hatar kifejezésében. Az ilyen
egyenlétlenségeket szokas ,hatarozatlansagi relaciok-
nak” nevezni; az eredeti és leginkabb ismert Osszeflig-
gés a hely- és impulzuskoordinatak kozotti, ez Hei-
senbergtol szarmazik. Azonban mas mennyiségparok-

! Nem timogatom a ,hatdrozatlansig” forditdst az eredeti német

,Unschirfe” kifejezésr6l, amely az angol dtmenetben az ,uncertain-
ty” révén még Orizte a kép életlenségének, bizonytalansiganak
jelentését is, de a magyar szOban mar az elemi, atomi részecskéket
mintegy dontési képességgel és az ezzel kapcsolatos hezitildssal
ruhdzza fel, ami teljesen félrevezets.

Bir6 Tamads Sandor elméleti fizikus, az MTA
Wigner FK RMI igazgatohelyettese, tudoma-
nyos tanidcsado. Kutatasi teriilete a nehéz-
ion-fizika, a kvark-gluon plazma, amely
sokszor extrém sdrd és forro, erGsen kol-
csonhatd rendszerekben térelméleti és sta-
tisztikus fizikai modszerek alkalmazasat is
megkoveteli. Ezt jol tikrozi a Springer ki-
ado Fundamental Theories of Physics soro-
zataban megjelent konyve, Is There a Tem-
ot perature? — Conceptual Challenges at High
g Energy, Acceleration and Complexity.
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ra is igaz, és ennek kapcsan a modern fizika tovabbi
elméleti konstrukcidinak megtekintéséig is eljutha-
tunk, jelesil az energia és id6 kozotti, illetve az ener-
gia és impulzus kozott, a variancidk szorzatara vonat-
kozo als6 hatirt kifejezs egyenl6tlenségekig. Erdekes
modon ezen megfontolasok egyike a gyorsulassal
arinyos hémérséklet (Ggynevezett Unruh-hémérsék-
let [1]) szerepére is raimutat egy varatlan nézSpontbol.
Remélem, hogy mindez az Olvasonak is szorakozast
és egyben szellemi kalandot nyujt.

A szdmtani, mértani és a harmonikus kozép
rangsora

Ez a fejezet dllalanos kézépiskolai ismereteknél nem
kivan magasabb matematikdt.

A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlétlen-
sé€g, az A 2 G, talan nem algebrai, hanem inkabb geo-
metriai eredetd. Az 1. dbran egy négyzet felosztisa
lathat6, az oldalhossz két részre, egy a és egy b > a
hosszusagu részre bontasaval.

Ez a felbontis a teljes, (a+b)? teriiletd négyzetet
egy a’ illetve egy b teriiletd kisebb négyzetre és két
egybevago, egyenként ab teriletl téglalapra osztja
fel. A teljes tertiletet kifejez6 egyenlet

(a+b?=a’+b>+2ab. D

Természetszertleg a régi gorog szemlélet szerint itt a
is és bis pozitiv mennyiségek (persze nem hasznaltak
latin bettiket, s6t gorogodt sem e tény kifejezésére). A
modern algebrai szemléletd didk rogton Ggy néz ra az

(D) képletre, amiben a akar —a-val is helyettesithetd,

1. abra. Egy a+ b oldalhosszisiga négyzet felbontasa az oldal fel-
osztasaval két kisebb, egymassal altalaban nem egyenlé négyzetre
és két egybevago téglalapra.

(a+ b)?*=a*+ b*+2ab

b ab b
a a’ ab
a b
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egy geometriai alakzat oldalhossza azonban nem le-
het negativ. Mégis van kit a geometria nyelvén is:
most az Osszességében b oldalhosszisigi négyzet
egy a > 0 és egy b—a > 0 felosztasat tekintjik. Ezzel
igy alakul a fenti egyenlet:

b2 = a2+ (b—a’+2alb-a. 2

Ezt az egyenlGséget mir csak rendezni kell (a mértan
nyelvén a kivagott alakzatokat ide-oda tologathatjuk az
Osszeg egyenlGségének két oldalan). Eredménylink a
kiillonbség-oldalhosszi négyzet tertletének kifejezése:

(b-a) =a*+b*-2ab. &)

Nyilvanvalo, hogy a negativ értékek és a szamokat he-
lyettesitS bettik elfogadasaval (ami azonban Eurépaban
nem régebbi a 12. szizadnal) mar az elsé kifejezés tar-
talmazza a kiilonbségre vonatkoz6 eredményt is.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlen-
ség azt fejezi ki, hogy minden négyzet terllete na-
gyobb nullanal, vagy esetleg egyenlS vele, amikor az
alakzatot egyetlen pontra, nulla oldalhosszisagura
hazzuk Ossze. A fenti két eredmény koz0s kifejezése

(16l = 1al)* = lal2+ 1612=21al 16l > 0. @

o 2

Innen egyszerl atrendezés adja a kovetkez6 egyen-
I6tlenséget:

%(|a|2+|b|2)2\/|a|2|b|2. 6

Ebben az egyenlGtlenségben a bal oldalon az lal? és
| b2 mennyiségek atlaga, szimtani koézepe szerepel,
mig a jobb oldalon ugyanazok mértani kozepe. Tehat
barmely két nemnegativ a,, a, szimra igaz, hogy

A, = %(“1 +a,) 2 a11/2 %1/2 = G, ©
Itt a négyzetgyokot — nem véletlentl — immar 1/2-ik
hatvanyként jeloltik.

Ezen alapegyenléGtlenségbdl kiindulva tovabbi
eredmények is nyerhetSk. A legismertebb, s talan
legkozvetlenebb, a harmonikus kozép beillesztése e
sorba. Ehhez egyszerten a fenti (6) egyenletet a tagok
reciprokara, 1/a,-re és 1/a,-re alkalmazzuk:

TR
2la 4, a,’” a,

Mindkét (pozitiv) oldal reciprokat véve az egyenlGt-
lenség megfordul:
alm azl/z > 2

(®

1 1
_t
a,

Ezzel bizonyitast nyer az egyszerd kozepek hiarmas
rangsora: 4, 2 G, 2 H,.
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Az egyenlGtlenség altaldnositasa

E fejezet tagozatos kézépiskolai és kezdd egyetemi is-
meretekel targyal.

Mennyire tudjuk a fenti szép eredményt a kozepek
rangsorarol altalanositani? Ez tobb 1é€pésben lehetsé-
ges. Elséként az 1/2-1/2 szorzok (sulyfaktorok) és
hatvanyok helyett tekintstink altalanos p, és p,, nulla
és egy kozé esS szamfaktorokat, azaz p, € [0,1]. Az
egyetlen kikotés, hogy Osszeglik egységnyi: p,+p, =
1. Ekkor a szamtani és mértani kozép kozotti egyen-
I6tlenség alakja az alabbi:

P Dy
A, = pa+pa,2a a, =G, &2

Bizonyitasat két lépésben végezziik el. El6szor feltesz-
sziik, hogy a, > a,. Ha nem igy lenne, felcseréljiik a két
elemet és az atnevezés utan teljestl a feltevés. Vagyis
az a, > a, kritérium nem szoritja meg az altalanossagot,
ennek alapjan az a,/a, = 1+ x arany képletében x> 0.
Tovabba legyen p, = p és ekkor p, = 1-p. Osztva a, >
0-val a (9) egyenletet kapjuk hogy

pA+x)+A-p) 2 (1 +x)7 1o

Az allitast egyszer(sitve, 1+ px 2 (1+x)? all fenn nul-
la és egy kozotti p-re és pozitiv x-ekre.

Az 1+x 0sszeg egynél kisebb (tort) hatvanyat bonyo-
lult meghatarozni, ezért Gjabb apro trikkkhoz folyamo-
dunk: megvizsgaljuk az egyenlétlenséget p = 1/w érté-
kekre, ahol w pozitiv egész szam. E vizsgalat eredményét
azutan Kkiterjesztjuk (igazabol elfolytatjuk”) tetszéleges
w > l-re és ezzel tetszleges 0 < p < l-re. Atrendezve
(10)-et és w> 1 hatvinyra emelve kapjuk, hogy

w
[1+ﬁj > 1+x
w

Itt mar a bal oldal egy kéttagi 0Osszeg (eredetileg
egész, késébb tetszbleges) hatvanya, ami a binomidlis
képlettel sorba fejthets. Az igy kapott kifejezés

an

2
1+x+(2”JX_Z+... > 1+ x
w

(12)

— ahol a ... jelolés magasabb x hatvanyokat takar —
minden x > 0 értékre pozitiv vagy esetleg nulla tago-
kat tartalmaz a bal oldalon, tal az 1+ x-en, ami a jobb
oldalon is all. Vagyis a kijelentésiink igaz® egész w =
1/p értékekre.

< Itta

w
k
kifejezés a w-bdl k-szor az x-et és (w—k)-szor az 1l-et vilasztva

adodo (x/w)* tagok szamat jeloli, értéke

w!

R (w- R\’

A w! (w faktoridlis) a szamok szorzata 1-t6l w-ig.

FIZIKAI SZEMLE 2019/6



1+ px

(1+ 207

(1 + x/w)"

Ossze az 1 értékre: Z}Zl p;=1¢8sp,
€ [0,1]. Az altalanos egyenlGtlenség
alakja most

N N
Y paz [l a’ ¥

i=1 i=1
Ezt N = 2-re éppen az imént bizo-
nyitottuk, az altalanos eset bizonyi-
tasahoz teljes indukcioval jutunk el,
azaz N-1-r6l N-re kovetkeztetiink

/ X

2. abra. Az (1+x)? (bal oldali abra) és az (1+x/w)" gorbék futdsai (jobb oldali abra),

érintGegyeneseikkel dsszehasonlitva.

A koztes értékre torténd elfogadasahoz nézzik
meg, min mult ez a bizonyitas! Visszakanyarodva a
geometriai szemlélethez két fuggvényt hasonlitunk
0ssze mind az eredeti, mind a w = 1/p-t hasznalo
megfogalmazasban. Az egyenlétlenség az adott fligg-
vények konkav, illetve konvex voltat fejezik ki. A 2.
abran lathatok a bal oldalon a (10) és a jobb oldalon
a (11) egyenlétlenség gorbéi.

Mindkét esetben az egyenest kék, mig a gorbét
piros szinnel jeloltik. El6szor az egyenes egyenlete
g(x)= 1+ px, a gorbéé f(x) = (1+x)P. Kozds az érté-
kiik o= 0-nal, f(0) = g(0) = 1. Ez egyébként az a, = a,
eset, amikor két egyenlé mennyiség kozepét képez-
zik. Ekkor természetesen az egyenlGtlenség hatarese-
te, az egyenlGség teljesil: a szamtani kozép mini-
muma egybeesik a mértani k6zép maximumaval. Az
érinté egyenletét a fliggvények elsé derivaltja adja
meg, ebben a pontban f’(0) = g’(0) = p. Végezetiil a
konvexitas az x tengely felSl nézve a masodik derivalt
negativitasat jelenti. Az egyenes se nem konkav, se
nem konvex, ott ez a derivalt eltinik, g”(x) = 0. A
gorbére pedig f”(x) = p(p—1)(1+x)’™* <0, azaz min-
den pontjaban elhajlik az egyenestdl, az x tengely
fel6l nézve kozelebbre. Ezért minden x-re, f(x) <
nak fenti altalanositasa.

Ugyanez az elemzés végezhetS el az alternativ
alakra is. Ttt az egyenes egyenlete g(x) = 1+x (kék) a
gorbe egyenlete pedig f(x) = (1+x/w)® (piros). A
megfelelS fliggvény-, illetve derivaltfiggvény-értékek
rendre: f(0) = g(0) = 1 kdz0s érték az érintGpontban,
f(0) = g’'(0) = 1 kdzos meredekség ugyanebben a
pontban, és végiil g”(x) = 0 mellett (hiszen ez egye-
nes) /”(x) > 0. Ez a gorbe pedig éppen az ellenkezs
iranyba hajlik minden pontjaban, ezért f(x) = g(x).
Mindkét eset elemzése ugyanazt bizonyitja: a két taga
szamtani és mértani kézép egyenlStlensége altalano-
sithato tetszSleges, de 0 és 1 kozotti sulyozassal.

Egy mély levegivételre elegendd ropke szellemi
pihend utan nekildtunk, hogy eljussunk a 20. szazad
elején el6szor kozolt tovabbi dltaldnositashoz, a Jen-
sen-egyenl6tlenséghez [2]. Els6 1épésként ehhez az a,
> @, allitast szeretnénk tetszGlegesen sok tagra kiter-
jeszteni. Jelolje a tagok szamat N = 1 és a megfelel6
nulla és egy kozotti salyfaktorok szintén adodjanak
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X az alapeset (V= 2) felhasznalasaval.
Egy fontos dolgot kell el6re latni a
zokkendmentes  érveléshez: ha
(N-1) tagra a salyok osszege 1 volt,
és ehhez a sokasighoz hozzavesziink egy N-ik ele-
met p, sullyal, akkor az el6z6 p;-ket Gjra kell normal-
nunk. A normalasi faktor pedig éppen (1-p,), hogy
a sulyfaktorok 6sszege tovabbra is 1 maradjon: p;, —
(1-py p; minden i < N-re. Ezt megszivlelve kapjuk
az alabbi kifejezéseket

Ay=A=pY Ay |+ pyay, 14)
1 ~ Dy Py
Gy = Gy.y ay.
Az els6 kifejezésre a kéttagt egyenlStlenséget, azutan

az (N-1) feltevést alkalmazva kapjuk

1- Dy Dy 1- by by

ANZ AN—l aN 2 GN—l aN = GN' (15)

Ezzel bebizonyitottuk a tetszSlegesen sulyozott N
tagl szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétlen-
seéget.

Jensen-egyenl6tlenség és entropia

E fejezethez az egyetemi fizikus kutato szak BSc foko-
zatig terjedd tananyagdanak ismerete sziikséges lebel,
de van akinek anélkiil is értheto.

A fenti (13) egyenlétlenség alkalmazhato a termo-
dinamika, a statisztikus fizika és az informaci6elmélet
kozponti fogalma, az entropia vizsgalatara. Vegytik az
egyenlGtlenség logaritmusit, ez — monoton ndovekvs
figgvény lévén — nem valtoztatja meg az egyenlétlen-
ség irdnyat:

N N
In| Y pa |2 Y plna, (16)
i=1 i=1

Alkalmazzuk ezt az eredményt a specidlis, a; = 1/p;
valasztasra. A konstrukci6é hatterében az all, hogy
minél valoszinttlenebb egy esemény, annal tobb in-
formaciot nyerink a megfigyelésével, amikor mégis
bekovetkezik. Ez magyarazza az a, = 1/p,; valasztast. A
logaritmus pedig a szorzatot Osszeggé alakitja, s ép-
pen ez a tulajdonsag kivanatos akkor, ha két esemény
bekovetkezésének a valdszinlsége a valoszintségek
szorzata (az ilyen eseménypdrokat fliggetleneknek
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nevezzik). Megjegyezziik, hogy a (16) egyenlet bal és
]obb oldalan is egy-egy Ntagl szumma all, egyarant a

X p, = 1és p; e [0,1] salyokkal. A stat1szt1ka nyel-
vén ezek varhato értékek, és ezek kozott a kovetkezd
egyenlGtlenség all fenn:

In{a) > an

(Ina).

Torténetesen a fent jelzett valasztissal egy, a
Boltzmann (Gibbs, Planck, Shannon) altal megala-
pozott entrOpiaképletre vonatkozd egyenlStlenség-
hez jutunk el:

N

— Z pilnpi < (18)
i=1

S,lp,) = InN = S,[1/N].

A jobb oldali, majoralo érték, az InNéppen a p,= 1/N
vilasztassal a bal oldali képlet értékét is adja egyben.
Ezzel azt az eredményt kaptuk, miszerint a Boltz-
mann entropia az egyenletes eloszldsra maximalis.
Felmeril a kérdés: ragaszkodni kell-e a logaritmus-
hoz? Hiszen a fentebb bizonyitott egyenlStlenség en-
nél altalanosabb, bolond lenne a Természet, ha ezt
nem hasznalna ki. Valéban, a logaritmus helyett mas
fuggvény is elképzelhetd, ezzel a szamtani és mértani
kozép kozotti egyenlétlenség (logaritmusa) még to-
vabb altalanosithat6. Visszatérve a geometriai vizsga-
lodasokhoz, megallapitjuk, hogy az x tengely felé haj-
16, f”(x) < 0 tulajdonsagt fiiggvények egy adott inter-
vallumon a hur felett futnak. Azt allitjuk, hogy ilyen
fuggvényekre igaz az alabbi Jensen-egyenlétlenség:

N N

1Y pa|z ) pfap.

i=1 i=1

QL))

A 3. dabran egy ilyen figgvényt mutatunk. A X,p,a, Osz-
szeg értéke a lehetséges a;-k legkisebb és legnagyobb
értékei kozott valtozik, ennek fliggvényértéke — a fenti
(19) egyenlétlenség bal oldala — mindig a gorbére esik.
Ugyanakkor a fliggvényértékek, fliggbleges koordina-
tak hasonld aranyu keverékosszege az (a, f(a,)) sa-
rokpont-koordinatak altal hatarolt sokszog belsejére
esik, ami ebben az esetben csak egy hur, amely a
gorbe alatt koti 0ssze a sarokpontokat. EgyenlGség
akkor és csak akkor teljestl, ha egyetlen p, =1 és a
tobbi nulla. Az f(x) = Inx masodik derivaltja negativ,
J7(x) = =1/x% <0, ez egy ilyen tulajdonsaga gorbe.

Hasonl6an kezelhetd az f”(x) > 0 eset, ekkor meg-
fordul az egyenlétlenség. Ezt demonstraljuk a 4. ab-
ran, N = 4 esetén. A fliggvény gorbéje a hurok altal
hatarolt sokszog alatt fut. Ekkor

(20)

Zpl

i=1

Z p, f(a).
i=1
az igaz allitas.

Ez az altalanos Jensen-egyenlétlenség is kapcsolatba
hozhato az entropiaval, pontosabban az entrOpia meg-
hatarozasara javasolt, a logaritmus helyett mar mas
fuggvényeken alapuld képletekkel. Szamos ilyen kép-
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t ]
a b X

3. dbra. Egy f"(x) < 0 figgvény f(x) gorbéje a hurja felett fut (N =2
eset demonstracioja).

letjavaslat sziiletett az idSk soran, eltéré motivaciokbol.
A fenti, konvex fliggvényekre VOIldtkOZO (19) egyenlet
specidlis esete, amikor a tagok a, = 1/p; alakaak; ez a
klasszikus eset analogidjaként a Boltzmann-entropia-
képlet ,trace formula” tipusa altalanositasa: a logarit-
musra, mint ezt fentebb lattuk, /7 <0, és ezért

N

SN =Y p, fA/p). 2D
i=1
Az f(x) = Inx esetén ez ismét visszaadja Boltzmann
képletét:
SplUl = InN 2 Z b, ln; = S,lp],
i=1 i

azonban minden f”(x) < 0 fliggvényre az egyenletes
eloszlas a maximalis entropiajal
Példaként tekintsiik Tsallis entropiaképletét (3]

N
=Y pfA/p) = 0. 2D

i=1

S,pl =

N piq _ p1
1

i=1

4. abra. Az ["(x) > 0 figgvényre vonatkozo6 dltalanositott Jensen-
egyenlGtlenség szemléltetése N = 4 sarokpontra.

Jxp

S

L] i
®
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Ebben az esetben?®

a-1_q
samy =
tehat
x'=9-1
Ja = £

Igy f/(x) = x™9és f"(x) = —gx™ 7. Minden ¢ > 0-ra
/7 < 0. Lathato, hogy a Tsallis-entropia is az egyenle-
tes eloszlasra maximalis

N -q_ N-1 1-q_
siyv =y oM N -l

= vy, 23
i=1 1-¢q 1-¢q 4

ezért S;[1/N] = S;[p,] garantalt. Ez a képlet olyankor
hasznilatos, amikor az additiv (0sszead6do) entropid-
hoz nem a valdszinlGségek szorzata tartozik, hanem —
a nem szGnd korreldciok miatt — magas korrekciok
jarulnak. Megforditva, a szorzatként elGalld kozos
(joint) valoszinlségek esetén az entropia nem additiv,
hanem az

S, =8+S,+(@=-DS,S, (24
szabalyt koveti. Véges N szabadsagi foka idealis fizi-
kai rendszerek tanulmdnyozisa soran megmutatko-
zott, hogy jellemzé a g = 1+ O(1/N) kozelits viselke-
dés. Az eltérés az additiv (g = 1) esettdl inkabb a kis
rendszerekre jellemz& [4-6]. Altaldiban mi lehet az
ilyen viselkedés oka? Miért nem additiv minden rend-
szer entrOpidja, ahogy tanultuk és — részben — tanitot-
tuk? Az egyedi, Osszeadandod tagok az alrendszerek
méretével, térfogataval, a szabadsagi fokok szamanak
logaritmusaval nének, a korrekci6 viszont a csatlako-
zasi felilettel (,interface”) és az ebbdl egy korrelacios
hosszal szorozva képzett térfogatmérettel arinyos. Az
egyszerd Osszeghez képest ez nem elhanyagolhato
mindazon esetekben, amikor vagy a kolcsonhatas
nem cseng le elég rovid tavolsag megtétele utin, vagy
az érintkezési felilet fraktalis, és ezzel sokkal lassab-
ban valik az egyedi térfogatoknal kisebbé, mint aho-
gyan megszoktuk.

Minimalis kvantumvariancia

Ebbez a fejezethez a fizikus szak fels6bb évfolyamai-
nak tudasa lebet sziikséges, bar bizonyos kijelentések
nem (vagy nem feltétleniil) szerepelnek az dltaldnos
tananyagban.

A kvantumfizika elméleti el6zményeihez, a new-
toni mechanikahoz és az elektrodinamikahoz képest
jelentSs szemléletvaltast hozott. Mig addig a fizikai
modelleket valos fuggvények és az azokat igazgatd
differencialegyenletek nyelvén fogalmaztik meg, az

3 Tsallis ezt a fiiggvényt g-logaritmusnak nevezte el.

BIRO TAMAS SANDOR: A SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KARRIERJE A FIZIKABAN

,0j fizika” a mérhetd (valds szamértékd) mennyisége-
ket egy-egy kiilonleges matrix sajatértékeiként kezeli.
A matrixok, amelyek vektorokra hatva, azokat nagyit-
jak vagy kicsinyitik, esetleg forgatjak, csupa valos
sajatértéket (nagyitasi tényez6t) akkor nyujtanak, ha
hermitikusak. Ez azt jelenti, hogy a f&atlora tikor-
szimmetrikus helyzetd tagjaik egymas komplex kon-
jugaltjai. Roviden: ez az a matematikai alap, amely a
kvantumfizikai szamitasok gerincét képezi.

Ilyen hermitikus operatorok és kilonbozs, akar
komplex egyttthat6s, tehat mar nem hermitikus kom-
binaci6ik kilonbo6z6 lehetséges mérési eredményeket
irnak le. Itt is — a négyzet teriileti felbontasahoz ha-
sonléan — valaminek a pozitiv vagy nulla voltabol
vezethetiink le egyenlétlenségeket.

Legyenek A = A', B= B' hermitikus operitorok. A’
azt jeloli, hogy az A matrix elemeit a fGatlora tikroz-
tik és komplex konjugaltuk. Az egyszertség kedvéért
zérus varhaté értéket feltételeziink {(A4) = (B) = 0.
Ekkor a variancia egyszerlen az operitor négyzeté-
nek varhat6 értéke, AA? = {4%) és AB? = (B?%). Konst-
rualunk egy Osszetett operatort:

C=A1A4+

! B (25)
i*

Ez elég altalanos, de a két komplex egytitthaté nem
fuggetlen. A definici6 adjungaltja (a matrix transzpo-

naltja a f&atlora szimmetrikus elemek cseréjével és
komplex konjugalasa)

ct = A*A—%B,
Ezzel
cct = |i|2A2+iBA—z‘AB+ﬁBZ,
(26)
ctc= I/IIZAZ—iBA+iAB+ﬁBZ‘

A lehetséges kvantumallapotok terében — a Hilbert-
térben vett vektorok hossznégyzetei miatt — barmely
operitorra igaz, hogy (CC") >0 és{(CTC) > 0.

A hatarozatlansagi relacio” egy olyan egyenlétlen-
ség a variancidkra (szorasnégyzetekre) nézvést, ami a
(cchy = 0 és (CTC) = 0 kovetkezménye. A (26)
egyenlet kovetkezményeként a varhato értékek ko-
zotti alabbi egyenlGtlenséget — teljes analogiaként a
kiindulasi négyzetfelosztasi probléma targyalasaval —
kapjuk:

1 2742
—{TA15¢A%) +
2 a9 A2

1 wﬂzK%mmﬂcw>
Ez az egyenlétlenség is tartalmazza a szamtani ko-
zepet, aminek minimuma éppen a mértani kézép! Ez
a tovabblépés kulcsa: a (27) bal oldala maga is egy
szamtani kozép. Mivel A tetsz6leges komplex egyiitt-
hat6, az egyenl6tlenség a minimumaban — amikor az
(A%) és (B* tagok meértani kozéparinyosit képez-
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zik — is érvényes marad. Ez éppen a varianciak szor-
zatara ad als6 hatart:

AAAB = (45(B%) > ‘<%[A, B]>‘. (28)

Ez a kvantumfizikdban érvényes, altalinos ,hatirozat-
lansagi relacionak” nevezett egyenlStlenség. E képle-
teket talan talalobb lenne ,minimalis varianciarela-
cioknak” hivni. Megjegyezzik, ha az itt targyalt her-
mitikus operatorokhoz az egységoperatorral aranyos
korrekciokat adunk, akkor 4, = A+all és B, =
B+ bll-re iégaz, hogy [4,, B,] = [4, B], valamint az, hogy
AAS = (43) = (A,)* = (A%, és hasonloan B,-re. Ezzel
egy altalanos eredményt kaptunk:

<%L&Bwy

Sok specidlisan érdekes hermitikus A és B operatorra
alkalmazhaté ez az eredmény. A legismertebb, és
idérendben az elsé alkalmazas a hely- és impulzus-
koordinata kozotti eredmény

in\_n
<2¢> 27

Ezt hivjuk a Heisenberg-féle hatarozatlansagi Ossze-
fuggésnek. Ekkor az egyenlStlenség jobb oldala egy
természeti allando.

Azonban mas esetekre is létezik hasonl6é egyenl6t-
lenség. Kiilonosen érdekesek azok, amelyek az ener-
giat és az azt leir6 Hamilton-operatort foglaljak ma-
gukba. Példaul az energia és az impulzus variancidi-
nak a szorzatdra is van also hatar:

<%[H,p]>‘ - g (I

Az als6 hatart az F er6 varhato értékének abszolat
értéke adja. Amikor ez nulla, példaul a kvantum-
oszcillator, vagy az atomokhoz kotott elektronilla-
potok esetén, akkor a jobb oldal nulla és lehetséges,
hogy az energia varianciaja nulla, AE = 0. Ilyenkor
lehet a kvantumrendszer ,éles” energiadllapotban.
Miskor azonban — példaul egy egyirinya gyorsulast
okoz6 allando6 erd, mint a nehézségi gyorsulds ese-
tén — itt is megjelenik egy als6 hatar, az energia érté-
ke nem lehet éles. Igaz is, ekkor a kilsé ers, ami
gyorsit, munkdt is végez a rendszeren. Mondhatjuk
senergetikailag kommunikal” a megfigyelt kvantum-
rendszerrel.

Hasonlo igaz a hely és az energia egytttes megfi-
gyelése esetén fellépd variancidk szorzatara:

<%[H,x]>‘ - g o0

AAAB 2 29

AxAp = (30)

AEAp > 3D

AEAx > (32)

Itt az also hatdrt a v sebesség varhat6 értéke 4llitja be.
(Egy figyelmeztetés: ez még komplikaciokhoz vezet-
het, hiszen a sebesség mérése fligg az inercidlisan
mozgd megfigyelS sajat sebességétdl is. A helyes Lo-
rentz-transzformacié ezt és az energia és impulzus
egymassal keveredését tgy irja le, hogy a fentiek iga-
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zak maradnak. Hasonlo torténik az altalanos relitivitas
elmélete szemszogébdl az erGvel, mivel ott a gyorsu-
las helyettesithets egy graviticios térrel.)

Egy pillanatra lépjiink tal a fizikusok szimara min-
denhol tanitott kvantumos elmosodasi torténeten, és
tovabbi eseteket is vizsgaljunk meg. Léteznek varian-
ciakorlatok Heisenbergen tal is: a kvantumoéra-opera-
tor alabbi konstrukcioja figyelmeztet erre. Zart rend-
szerben egy A(x, p) altalanos operator idSfejlédését a

da _

di
osszefiiggés irja le. Az altalunk targyalt egyenlStlen-
ség igy alakul:

i
%[H,A]

AEAA > «1uiAw‘=ﬁK§£»_ (33)
2 2 |\ dt
Atrendezve
AA 7]
E aA =AEAtA2§, (34)
‘<E>‘

vagyis minden ilyen A operator dltal definialt Az, id6-
tartam-variancidnak kozos also korlatja van!

Egy masik a heisenbergin tallépé varianciakorlat
adodik graviticios voroseltolodas vizsgalatabol. Egy
radidlisan mozgo foton energidja Schwarzschild-met-
rikdban — amelynek gyenge graviticios teret feltétele-
z6 kozelitése egy newtoni graviticidspotencial-tagot
mutat — az alabbi:

GM hw (35)

2GM ~ - <3

ctr rooc?

E=Tlw |1-

Az energia varhato értéke domindnsan (E) = fiw, mig
a zérus nyugalmi fotontomeghez tart6z6 E(p) = c | p|
diszperzid miatt AE = cAp. Az erS varhato értéke

GM ho _

fiw
2

r? ¢ c?

(F) =

)

ami 4gy néz ki, mintha a foton gravitiacios potencialra
reagalo tomege m = iw/c* lenne. Ez nem mond ellent
a zérus nyugalmi tomegnek, és kilonben is csak ko-
zelités. Tovabblépve, alkalmazzuk az ,energia-impul-
zus variancidk szorzata = 7i/2-szer az er$ varhato érté-
ke” (31) eredményt:

AE g (£) (36)

AE— 2 —>Lg.
C (;2

Ebbdl a foton kvantumos elmosodasara az aldbbi
mértéket szamithatjuk ki:

AE* _ n
<E> 2 2_§ =T /eTiJnruh'

37

Miért éppen ez a mennyiség érdekes? Mert ez olyan,
mint egy hémérséklet (illetve az annak megfelel6 &7
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energia)! Zérus tomegul fotonok Boltzmann-eloszla-
sara AE*/(E) = RT egzaktul adodik. A pontosabb
Bose-eloszlasra az eredmény nem sokkal nagyobb,
kortlbeltl 1,13 RT. A Tj,,., Unruh-hémérséklet, a
fenti (37) képletben egy masik, joval bonyolultabb
szamolds eredménye [1]. Itt meglepd, hogy a hataro-
zatlansag als6 hatarat jellemzS hémérséklet-szerd
paraméter ennél nagyobb, ennek a m-szerese. Lehet,
hogy ez rossz hir az ilyen hémérséklet mérését terve-
26 kisérletek szamara. ..

Osszefoglalds

A modern fizika két fontos fogalmaval, az entropiaval
(informaci6val) és a kvantumos elmosoédassal kapcso-
latos egyenl6tlenségeket a szamtani és mértani kozép
kozotti, régota ismert egyenlGtlenség altalanositdsa-
ként targyaltuk. E célt az alabbi lépésekben értik el:

1. Ismertettik a szamtani-mértani kozép kozotti
egyenlGtlenség geometriai levezetését, amely a négy-
zet tertiletének felosztasabol szarmazik.

2. Ez az Osszefliggés sulyozott dtlagokra és azon tal
hatarozott konvexitasu fliggvények statisztikus varha-
t6 értékére altalanosithato.

3. Az entrOpia és irreverzibilitds titka a fogalom ha-
tarozott konvexitasa, ez az a kovetelmény, amit még a

boltzmanni képleten talléps, nem logaritmikus képle-
teknek is be kell tartaniuk.

4. A kvantumos  hatirozatlansiagi” relacionak -
amely nemcsak a kanonikus hely- és impulzusméré-
sekre igaz, hanem altalanosabban — is ez az egyenlGt-
lenség az alapja. Kulonleges példa a fotonok esete
alland6 gyorsulas mellett, ami az energia hatarozat-
lansagat egy homérséklet-jelleglii matematikai foga-
lommal hozza kapcsolatba.
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U] LEHETOSEGEK A LATOELESSEG-VIZSGALATI TESZTEK
PONTOSSAGANAK NOVELESERE

Budapesti Mlszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem, Atomfizika Tanszék

A bhumdn latoélesség vizsgalatara altalanosan hasz-
ndlt teszitek szamos formdban léteznek, ami alaposan
megnebeziti a mérések dsszebasonlithatosagat, a ve-
letlen biba pedig jelentés, és erbsen fiigg a felvett ada-
tok kiértékelésére vdlasztott modszertol. Mindennek
tudatos figyelembevétele és a hibak redukdldsa elen-
gedbetetlen, hiszen a modern klinikai vizsgdalatok
pontossdagigénye messze tulmutat a baziorvosi rende-
I6kben, szemtivegszalonokban elvégezheté gyorstesz-
tekénél. Cikkiinkben sorra vessziik a latasvizsgalati
modszerek szisztematikus és véletlen bibdit befolya-
sol6 tényezoket, ismertetjiik a jelenlegi modszerekkel

A szerzok koszonetlket fejezik ki a Nemzeti Fejlesztési Miniszté-
retében nyujtott VKSZ-12-1-2013-80 sorszamu A sziirkebdlyog haté-
kony gyogyitdsat el6segito orvostechnikai kutatds-fejlesztések cimi
projekt anyagi tamogatasaeért.

A kutatds az Emberi Eréforrasok Minisztériuma UNKP-18-3 kod-
szamt Uj Nemzeti Kivalosdg Programjdnak timogatdsaval készilt.

TIMAR-FULEP CS., ERDEI G., KOVACS 1., KRANITZ K.: UJ LEHETOSEGEK A LATOELESSEG-VIZSGALATI TESZTEK...

Timar-Filep Csilla, Erdei Gabor

Kovacs lllés, Kranitz Kinga
Semmelweis Egyetem, Szemészeti Klinika

elerbet6 legnagyobb pontossdagot, ramutatunk a sza-
balyozas bianyossagara a kornyezeti fényviszonyok
tekintetében, felbivjuk a figyelmet a pupillameéret la-
toélességetl befolydasolo szerepére, valamint bemuta-
tunk egy sajat fejlesztésii, korreldacicalapti eljarast,
amellyel a mérések véletlen hibdja szdamottevéen to-
vabb csékkentheto.

Bevezetés

A pontos és jol reprodukalhato latastesztek a kezelés
sziikségességének elbirdldsa, illetve vidrhatdé haté-
konysaganak elGrejelzése szempontjabol kilonodsen
nagy jelent&séggel birnak a retina kiilonb6z6 betegsé-
gei (id6skori makuladegeneraci6, diabéteszes maku-
labdéma stb.), valamint sziirkehdlyog esetén. A lato-
¢élesség-vizsgalatok eredményének legfontosabb mé-
r6szama a paciens vizusértéke. A szemészek a klini-
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