A FIZIKA TANITASA

A BRACHISTOCHRON-PROBLEMA, AVAGY

A HOSSZABB UT A »ROVIDEBB«

Fizikatorténeti attekintés

Galilei lejtével végzett kutatdsai sordn tobb lejt6bdl
allo, ugynevezett poligonlejtdkkel is foglalkozott. Ko-
vetkeztetései alapjan megallapitotta (helyesen), hogy a
nehézségi erdtér egy fliggsleges sikjanak két killonbo-
zG magassigi pontja kozott fektetett egyenes lejtén
mozgo test hosszabb id6 alatt jut el az egyik pontbdl (a
magasabbikbol) a masikba, mint a két pont altal meg-
hatarozott korivre rajzolt poligonlejtékon. A torottvo-
nalszakaszok szama tetszGlegesen nagy lehet, igy vég-
telen sok torottvonal alkalmazasaval magat a korivet
kapjuk. Allitasit viszont tévesen altalinositotta, misze-
rint: ,ha egy fiiggsleges sikban két pont kozott egy
tetszés szerinti alaka lejtét fektetiink, akkor a koriv
alaku lejt6 az, amelyen a test az egyik pontbol a masik-
ba a legrovidebb id6 alatt jut el” [2]. Galilei ezzel a
hamis allitasaval felhivta a figyelmét a kovetkezs gene-
raci6 gondolkodoinak, akik egzakt bizonyitassal keres-
ték, hogy milyen alaka gorbén ér le a legrévidebb idé
alatt a test a fent leirt kezddfeltételek esetén. A brachis-
tochron néven elhirestilt probléma hibatlan megoldasat
1697-ben Jakob Bernoulli kdzli elszor [3], ebben ered-
meényl a cikloist adja meg, amely a Huygens altal bizo-
nyitott tautochron tulajdonsagu is (barmilyen pontjabol
induljon a gorbe mentén esd test, mindig ugyanakkora
id6 alatt jut el a gorbe legmélyebb pontjaba).
Tapasztalatom szerint a brachistochron-probléma
felvetése olyan korben, ahol még nem taldlkoztak
vele, igen érdekesnek tlnik. A probléma egzakt meg-
oldisa magas szintd matematikai eljarast — mint pél-
daul variaciészamitast — igényel, igy a megoldasra
fejben rajonni nem kis nehézséget okoz. ElsGként
altalaban — reflexbdl — az egyenes lejtére voksolnak,
hiszen azonos sebesség mellett a legrovidebb idé alatt
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a legrovidebb utat teszi meg a test, de esetiinkben (ha
kilonb6z6 ivek mentén mozognak a testek) a sebes-
ségek nem azonosak, igy e kovetkeztetés helytelen. E
probléma megoldasa — azaz hosszabb Gton rovidebb
idé alatt ér le a test — szokatlan, igy kvazi paradoxon-
ként hat tudatunkra. A paradoxonok pedig — felolda-
sukig — erGs motivacios hatassal birnak.
Kozépiskolasokkal végzett lejtSs kisérleteim soran e
jelenség mindig felkeltette a didkok érdeklddését, ami
arra 0sztonzott, hogy pusztan ott tanult matematikaval
és kisérletezéssel kozelitsem meg és értessem meg a
brachistochron-problémat. Az alabbiakban szakkori ta-
pasztalataimat szeretném megosztani a kollégakkal.

Koriven leguruld golyo esete

Els6 kozelitésben egy egyenes és egy torottvonalakbol
allo lejtén mozgod test mozgasidejét hasonlitsuk 6ssze!
Két, egyenlS hosszisagu torottvonalbol allo lejtét va-
lasszunk Ggy, hogy toréspontjai egy koriven nyugodja-
nak (1. abra), igy szamitasunkhoz a kozépiskolaban
tanult geometriai Osszefliggések is elegenddk lesznek.

Az 1. abraalapjan hatarozzuk meg az A, A4,A4; torott
vonalon halado test mozgasidejét az « szog fliggvé-
nyében (0° < o < 45)! ElGszor szamitsuk ki az egyes
lejt6k hosszait:
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1. dbra. A\ A; egyenes lejts és az A A,A; poligonlejté geometriai viz-
lata. Az abran feltintetett szogek és oldalak kozotti kapcsolatok a ko-
zépiskolaban tanult geometriai 6sszefiiggések alapjan szimolhatok.
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2. dbra. A lejt6kon halado testek mozgasidejét dbrazolo grafikon.

Jol lathaté a poligonlejté gyenge szogfiiggése. A grafikonrdl a na-

gyobb sugart korre illeszkedd torottvonal-lejték novekvé mozgas-

ideje is leolvashato.

majd irjuk be a megfelel6 kinematikai képletbe:
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azaz az rsugaru korpalya barmelyik harjan ennyi idé
alatt ér le a test.

A torott vonalon halado test elGszor az A, A, utat
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id6 alatt teszi meg. A,-ben a végsebesség, ami a ko-
vetkez6 szakasz kezdGsebessége lesz:
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Az A,A; szakasz megtételéhez sziikséges id6t az alab-
bi masodfoku egyenlet megoldasaval kapjuk:

—_ _ a 2
A, Ay = vot+5t.

Ennek gyoke (a negativ értéket kizarjuk):
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Ezutan bizonyitand6, hogy

Az egzakt bizonyitas helyett hasznaljunk fuggvényabra-
zolo programot! Vilasszuk az o+t xtengelynek, hiszen ez
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lesz az a valtozonk, amelynek fliggvényében kiszamol-
tatjuk és abrazoltatjuk a mozgasokhoz sziikséges id6t!

A grafikonrdl leolvashatjuk, hogy a poligonlejts
hosszabb utjat lényegesen rovidebb idé alatt teszi
meg a test, mint a rovidebb és egyenest. Ez a kilonb-
ség a szog novekedésével alig viltozik. Az elSbbi
gondolatmenettel beldthatjuk, hogy a poligonlejt6k
szakaszait Gjabb 2-2 torott vonallal helyettesitve, a
mozgasidére még kisebb értéket kapunk. Ha az elja-
rast a végtelenségig folytatva, hataresetben korvonal-
hoz jutnank. Azaz a kérvonalon lecsuszo test mozgas-
ideje barmelyik korvonalra illeszkedS poligonlejté
mozgasi idejénél kisebb.

Felmeril a kovetkezS kérdés: van-e mas gorbe,
amelyik a korvonalon kapottnal kisebb mozgasidét
adna? Két pont koré végtelen sok kor irhatd, ezért
érdemes mas sugara koroket is megvizsgalni. Kisebb
sugara kort, ahol o > 45° nem vilaszthatunk, mert
akkor kezdetben a test nem csiszna a lejtén, hanem
szabadon esne. A 2. dbra alapjin elmondhat6, hogy a
sugar novelésével, a koriv ,lankasitdsaval” a lecstsza-
si idG nG, és az elméletileg végtelen sugara kor esetén
az egyenes lejt6 idejével egyezne meg. Tehat mas,
nem kor alakzatokat kell keresni.

A kozépiskolai tananyagban szerepel a parabola és
az ellipszis is, de ezek idevonatkoz6 geometriai tar-
gyalasa mar meghaladja a kozépiskolai tudasszintet. A
tovabbhaladashoz e témakor fizikatorténeti tanulma-
nyozasat adtam feladatul, és tanuldéim a kornél is
,jobb” gorbét — amelyiken haladva még rovidebb id&
alatt ér le a test — talaltak: a cikloist (a korrel rokon
gorbe nevét Galileitsl kapta). Késébb a gorbék ,szép
Helenéjének” is nevezték, mert megannyi viszalyt
szitott a tudosok kozott.

Ismerkedés a cikloissal

A ciklois — amit a gordilé korvonal egy pontja ir le —
megismertetését a szerkesztésével érdemes kezdeni.
Egy rossz CD-lemez széléhez kozel farjunk lyukat, és
abba helyezziink tollat vagy ceruzat. Az asztalon — a
kozepén taldlhato lyukba dugott rad, példaul ceruza
segitségével — ugy gorgessiik a CD-t, hogy a szélébe
fart lyukba illesztett ceruza hegye az asztal melletti
falra helyezett papirlapra rajzoljon (spirograf néven
jatékboltban visarolt fogaskerekes rajzeszkozokkel
preciz rajzokat is készithettink).

A gorbével valo ismerkedés utdn az irodalomban
talalt képlet [4] alapjan a Graph programmal [5] rajzol-
tassuk meg a gorbét (3. dbra)!

A kozépiskolai koordinata-geometriai ismeretek
alapjan rajzoljunk ugyanebbe a koordinatarendszerbe
olyan kor-, illetve parabolaivet, amelyek a (0;0) és a
(2m;0) pontokon mennek at! Mivel 2 pont végtelen
sok ilyen ivet hataroz meg, az alakzatok paraméterei-
nek valtoztatasaval elérhetjik, hogy a cikloishoz ko-
zel egyenld tavolsagra legyenek. Az ilyen gorbéken
haladé testek (kezd@sebesség nélkil) a sarlodds miatt
a val6sagban nem képesek a teljes [0;2n] intervallu-

427



6.0 nes egyenletet kapunk a-ra,

x () = —r(t=sin(1)
» (D) =—rd—cos(1)

V2 = (x—1)°

3. dbra. Kilonbozd, az egyenleteik alapjan Graph program segitségével abrazolt gorbék.

1. AB-re merdleges, AB
felezGpontjan atmend
egyenes egyenlete: e

2. eés CAegyenesek
metszéspontjai C(u,v)

3. r=CA

B

4. dabra. A kozépiskolai koordinata-geometria segitségével megha-
tarozhat6 a kor kézéppontja és sugara.

mot befutni. Az elkészitett lejté leglatvanyosabban
akkor mutatja a ciklois ,gy6zelmét”, ha a golyd éppen
fel tud kapaszkodni a gorbe masik végébe. Az emel-
keds szakasz meghatarozasa szamitas alapjian, vagy
egyszerden ugy torténhet, hogy megfigyeljik, az elké-
szitett cikloislejtén meddig tud feljutni a golyd. Mind-
két eljaras soran azt tapasztaljuk, hogy a goly6 a pa-
lyaszakasz kozelitGleg 90%-at futja be. Ennek tudata-
ban a cikloist csak ebben a 90%-os intervallumban
abrazoljuk, azaz kerekitve az [1;2n]-on! A ciklois kez-
dé és végpontjai lesznek a tobbi lejtével a kapcsolo-
dasi pontok: A(1;-1,35) és B(2m;0). Ez a két pont fog-
ja meghatarozni az egyenes lejté egyenletét is.

A korszerkesztésnél vegylk figyelembe, hogy ko-
zéppontjanak az x tengelyen kell lennie (Iasd a korabbi
feltételt). A koregyenlet meg-
hatarozasahoz a 4. dabran lat-

e . e lejts elkészitésekor.
hato eljarast kell végrehajtani.

A parabolat hiarom pontja 05 10 15

L 1 L 2n, b-re, c-re. A egyenletmegol-
dast manualisan vagy progra-
mozottan is elvégezhetjlk,
példaul a Scilab programmal
[6, 71 (5. dbra).

A lejtésor elkészitése

A fent vazolt abrazolast ki-
nyomtatva (megfelel6 mére-
tezéssel) megkapjuk a lejtSk
sablonjait, amelyek alapjan,
farostlemezbdl kivagva, 0Osz-
szedllithatjuk a lejtGsort (6.
abran balra). Ahhoz, hogy a golyok a lejt6 ivén ma-
radjanak, egyszerl csatornakat alakitottunk ki: két
azonos lejtét vagtunk ki lemezbdl, majd tavtartokat
(szintén farostlemezbdl) helyeztiink kozéjik, ezzel ér-
tik el, hogy a golyok csak két (als6-oldalsd) ponton
érintkezzenek a lejtGvel, igy a stabil mozgids a teljes
palyan biztositva volt. A tobbi lejtével is hasonléan
jartunk el, majd azokat OsszeerSsitve megkaptuk a lej-
tGsort. A golyok egyszerre torténd inditasit egy md-
anyaglap (flakonbol kivagott téglalap, amelyre cérnat
erGsitettiink) gyors kirdntasaval értik el.

A lejtén legurul6 golyok versenyét szabad szemmel
is jol lehetett kovetni (a gy6ztes tényleg a ciklois pa-
lyan halad6 golyo lett), de a mozgas gyorsasiga (és
tovabbi fizikai vizsgalodasok) miatt nagyfrekvencids
filmfelvételt készitettlink a mozgasrol (6. dbrdan jobb-
ra), majd kiértékeltik azt.

parabolaiv
ciklois

korvonal

Videoanalizis a golyok mozgdsarol

A videot 240 kép/s beallitassal, mobiltelefonnal vettiik
fel. A videoanalizisban az x tengelyt az egyenes lejtére
illesztettiik, az origd a startvonal lejtével valé metszés-
pontja, a pozitiv iranyt pedig az egyenes lejtén halado
goly6 mozgdsi iranya szerint valasztottuk meg.

A lejtésor elmozdulds-id6 grafikonjainak tanulma-
nyozasat természetesen az egyenes lejts félparabola-
javal érdemes kezdeni, hiszen a négyzetes uttorvény

5. dabra. A surlodas figyelembevételével megroviditett gorbék, amelyek sablonként szolgaltak a

X
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alapjan adjuk meg. A harma- 0,0
dik pontot a gorbék ,egyenle-

e e oy -z A 0,5
tes strdsége” alapjan valasztot-
tuk meg: D(m+0,5;—1,3). Ez- ~1,04

utan helyettesitsiik be a koor-
dinatakat az xésy helyére a = -1,57
parabola altalanos

2,0 -
y=ax*+bx+c .
25+
egyenletébe (ez 3 egyenletet
jelent), igy 3 haromismeretle- -3,0 4
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6. dbra. a) Az inditas eldtt a lejtd vajataba helyezett mianyaglap garantalta az egyszerre indulast.
b) Pillanatkép a filmfelvételbdl.

része a tananyagnak, igy annak felismerése mindig
sikerélményt okoz. A gorbe vonala palydk grafikonjai
jellegzetesen ,S” alakuak, azaz ezen palyakon a go-
lyok a legals6 pontig gyorsulva, majd késSbb lassulva
haladnak. Az ives palyak elsG, Ggynevezett tranziens
szakasza jol elktlonithetd a grafikonokon (ez a lejtére
allas szakasza).

Az egyenes lejtén legordils golyd — a tranziens sza-
kaszon gyorsulva, még elénybdl is — az utolsé helyen
végez. A harmadiknak befuté parabolapdlyan guruld
goly6 az egyenes palyat hasznalohoz képest lényege-
sen hamarabb érkezik, de a ciklois- és korpalyakon fej-
fej mellett haladnak a golyok. A grafikon szerint szinte
egyszerre érkeznek palydjuk végére, de a grafikon a
kamera perspektivikus torzuldsa miatt csaloka (feltilné-
zeti kameradllassal a célfoto egyértelmden eldontotte a
ciklois iven futd goly6 gyGzelmét).

Azért mindenképpen érdemes megjegyezni a rész-
eredményeket is: ha vizszintes segédegyeneseket raj-
zolunk a grafikonra, megallapithatjuk, hogy az egye-
nes lejtén haladd golyot a tobbi golyd mar az elsé
harmadban megel&zi, a masodik harmadban a ciklois-
lejtén halad6 goly6 a parabola goly6jatol atveszi a
masodik helyet, majd a harmadik harmadban kitartd
hajraval, ,mellbedobassal” gy&z.

A sebességek idGbeli valtozasait a szoftver az el-
mozdulas-id6 adatparokbol — derivalas segitségével —
hatarozza meg. A grafikonon megfigyelhets, hogy az
egyre nagyobb iv{ lejt6khoz egyre nagyobb maxima-
lis sebesség tartozik, és szinuszgdrbéhez hasonld ala-

7. dbra. A lejtén leguruld golyok ut-id6 grafikonjai a szimulaciok
grafikonjaival.
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kaak, kivételt az egyenes lejté
sebesség-idG grafikonja ké-
pez, ami szigorian monoton
egyenes. A korpalya grafikon-
ja ,hegyesebb” a cikloisénal,
azaz joval nagyobb sebesség-
értékeket vesz fel a palya ko-
z€psS része koril, viszont a
palyaszakasz végén tartdsan
nagy sebességet csak a cik-
loispalyan gurul6 goly6 képes
tartani, azaz a gyézelmet a cél
eldtti hajra hozza meg neki.

Az iskoldban tanult speciilis mozgasok (egyenes és
korpalyan mozgod testek, egyenletes és egyenletesen
valtozO mozgasok) grafikonelemzésének elsajatitasa
utan érdemes kihaszndlni a tanuldk tudasat bonyolul-
tabb elemzésekre is, hiszen a természetben lejatszodo
mozgasok kozil csak néhdny irhato le tankonyvsze-
rGen”. A kisdiak is, miutan megtanult olvasni, kivan-
csian emel le a konyvespolcrol egy ismeretlen konyvet,
és megértéséhez az ABC-s konyvben tanultakat probalja
alkalmazni. E kisérletsorozat elvégzése és értelmezése
kilépés az iskolapéldakbol, de épit ra, hiszen a grafikon-
elemzés ,betdi”, alkotd6 moédon lesznek hasznalva.

A bonyolult mozgasok leirasiban és elemzésében is
érdemes alkalmazni a kozépiskolai matematikat, Gjabb
kozos pontokat taldlni a fizikaval, a fels6bb matemati-
kai megoldasokat és alkalmazisokat pedig tudomany-
torténetileg érdemes megkozeliteni, igy betekintést
nyerhetnek a didkok, hogy a tovabbtanulds milyen ka-
pukat nyithat meg a természet megismerésében.

Szimulaciok

A kisérletek alapjan szimulaciokat is készitettlink az
egyenes és korpalyan legordiils golyok mozgasairdl. A
szimulaciok fontosak, hiszen segitségtikkel a fizika kép-
letei alapjan megirt algoritmusokkal késziilt grafikono-
kat 0ssze tudjuk hasonlitani a mérések alapjan felrajzol-
takkal. A szimuldcidban rdadasul lehetGségiink van a
kezd&értékek megvaltoztatasara, kiszélesithetjik a ki-
sérlet technikai hatarait (példaul megnovelhetjik a go-
lyok méreteit, csokkenthetjiik a golyok tomegét stb.).

A szimulaciot a Scilab [6] szoftver segitségével ir-
tuk. Az algoritmusok lépteté modszerrel szamoltak ki
a fizikai mennyiségek értékeit. A 1épéskozt a filmfel-
vétel kép/masodperc értékéhez allitottuk, a kezdsér-
tékeket méréssel hataroztuk meg (lejté hossza és me-
redeksége, korlejté sugara, golyo sugara, tomege, a
levegs strlsége, kozegellenallasi tényezd, gordulési
surlodas). A kozegellenallast is beépitettiik a szimula-
ciokba (1ényegét lasd késsbb) [71.

A lejtSsor ut-id6 grafikonjan jeleztiik a szimulaciok
alapjan kapott adatparokat (7. dbra). Az 6sszehasonli-
tas alapjan elmondhato, hogy a szimulaciok gorbéinek
helyei és jelleggorbéi egyértelmien azonosithatok. A
mozgasidSk is kozel azonosak. Kiillonbség a megtett Gt-
ban van. A kiilonbségek legf6bb okai a kamera torzita-
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8. dbra. A lejtén leguruld golyok sebesség-idé grafikonjai a szimu-
laciok grafikonjaival.

sdban, és a videoanalizis soran a golyok pozicidinak
azonositasabol keletkez6 hibakban keresenddk. A se-
besség-id6 grafikonokra (8. dbra) is elmondhatok a
fentiek, sajnos a videoanalizisbdl eredd hibak a sebes-
ségszamitas soran tovabb novekedtek.

Az egyenes lejtén leguruld golyo palyajat a szimu-
licidoban egy vizszintes pdlydval is kibdvitettik, igy a
golyo megallasig gurulhatott. Az algoritmusba a kozeg-
ellendllast és a felhajtoerdt is belefoglaltuk. A szimula-
ciot lefuttatva nem tapasztaltunk kozeg okozta na-
gyobb viltozdsokat a grafikonokban. Erdekességként
azért megvizsgaltuk, hogy mikor nem hanyagolhato
mar el a kdzeg mozgast befolydsold szerepe. A golyo
tomegét megtartva, de térfogatat otszordsére novelve
mar észrevehet6vé valtak a kozeg okozta valtozasok —
a surlodasi egyltthatot 0,025-nek vialasztottuk — (9.
abra). A tobmeget 6todére csokkentve, azonos térfogat
mellett, a kozeg jelenléte szintén észrevehets. A kezde-
ti értékek valtoztatasaval elinditott szimulaciok alapjan
a didkok szdmara érthetévé vilt, hogy milyen esetek-
ben szamolhatunk a kozeg figyelembevétele nélkiil.

Konklaziok

Nehéz arra valaszolni, hogy milyen mélységben tar-
gyaljunk egy-egy konkrét fizikai problémat, mikor
vegylk figyelembe a kornyezet hatdsait, milyen pon-
tossiaggal végezziik el a méréseket. A tanoran kivili
szakkor lehet&séget ad arra, hogy a mar megszerzett
tudast nyitottabb fizikai feladatok megolddsara is
hasznaljak a didkok. Az a felismerés, hogy az iskola-
ban tanultak valos problémaknal is alkalmazhatok,
erGsen motivalta a tanuldkat. Ilyenkor a fizika nem-
csak egy tantargy a sok kozil, hanem valasz a k6z6-
sen feltett kérdésekre. Ilyen és ehhez hasonlo jellegl
problémak megoldisa esetén fontos a folytonos tanari
jelenlét (akar interneten keresztil is), a ,kollegidlis”
viszony, hiszen sok esetben, akar egy ilyen projekt-
ben valé munka sordn is, moédosulhat a tanulé6 moti-
vacioja. (Ha tal nagy teljesitményt varunk, akar a
probléma feladasat kockaztatjuk meg.)
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9. abra. a)-c) Egyenes lejtén legurulé golyd mozgasgrafikonjai a

kozeg modositd hatasaival szimolva és anélkiil. d) A golyora hatod

kozegellenallasi erd, a felhajtoerd és az eredd ers az id6 fuggvényeé-

ben (m = 0,001 kg, = 0,015 m, g = 0,025).

Ajanlom e cikket a lelkes fizikatanaroknak és didk-
jaiknak, akik szivesen elvégzik a fent leirt kisérlete-
ket. A szimuldcidkat lefuttatva — akar mas példakon
keresztiil — remélem, hogy értékes id6toltést fognak
szerezni nekik.
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