
A mozgásban lévõ testrészek által végzett munka a
víz kinetikus energiájává alakul. Így a testrészek tel-
jesítménye éppen a víz egységnyi idõ alatt történõ
mozgásienergia-változásával lesz egyenlõ, amely

képlettel fejezhetõ ki [6].
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A fenti formula felhasználásával számos érdekes
jelenségre kvantitatív magyarázatot adhatunk. Pél-
dául: kiszámíthatjuk, hogy az 50 kg tömegû úszónõ-
nek ahhoz, hogy az orrát a vízfelszín felett tartsa,
mozgó végtagjaival 7,8 watt teljesítményt kell kifejteni.

(A számításhoz használt további adatok: a test 95 szá-
zaléka merül vízbe, a mozgó végtagok teljes területe
600 cm2, s legyen ρúszó = ρv. )

Számítással magunk is ellenõrizzük a teljesítmény
fenti értékét!
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RELATIVITÁSELMÉLETRÕL KÖZÉPISKOLÁBAN – MÁSKÉNT,
KIEGÉSZÍTÉS ELTE Biológiai Fizika Tanszék

Kürti Jenõ (1954) fizikus, az MTA doktora,
az ELTE Biológiai Fizika Tanszékének pro-
fesszora. Kutatási területe elsõsorban szén
nanoszerkezetek elméleti vizsgálata, külö-
nös tekintettel azok rezgési spektroszkó-
piájára. A Fizika III egyetemi tankönyv
Relativitáselmélet, valamint Atomhéjfizika
részeinek szerzõje.

Kürti Jenő

A Fizikai Szemle 2018. áprilisi számának A fizika ta-
nítása rovatában jelent meg Kiss Miklós remek írása,
hogy miként lehet az érdeklõdõ középiskolások fi-
gyelmét fölhívni arra, hogy az elektromos és a mágne-
ses mezõk mindig együtt kezelendõk. Külön-külön az
elektromos mezõnek és a mágneses mezõnek nem
csak a nagysága, hanem még a léte vagy nem léte is
függ attól, hogy milyen vonatkoztatási rendszerbõl
nézzük. Ez valóban elgondolkodtató lehet az érdeklõ-
dõ diákoknak.

A konkrét példa két párhuzamos, nagyon („végte-
lenül”) hosszú, egyenletesen töltött szigetelõ egyenes
közötti erõhatás vizsgálata volt. A levezetés során
azonban egy kis „kegyes csalás” történt. Az az állítás
ugyanis, hogy „A vonatkoztatási rendszertõl nem
függhet az erõ nagysága” nem igaz, ha – amint a cikk-
ben is történt – a klasszikus, úgynevezett hármas erõ-
rõl beszélünk. Még akkor sem, ha itt a kölcsönös
mozgás irányára merõleges komponensrõl van szó!

Szerencsére még egy pongyolaság történt, ugyanis
a szövegben nem egyetlen ponttöltésre ható erõrõl
van szó, hanem az egységnyi hosszúságú darabra ha-
tó erõrõl. Így a levezetés végül mégis helyes, köszön-

hetõen annak, hogy két ellentétes tényezõ kompen-
zálja egymást. Mivel ez azonnal nem látható, ezért
szeretném ezt kicsit részletesebben kifejteni ebben az
írásban.

Válasszunk egy még egyszerûbb esetet, mint ame-
lyet Kiss Miklós írása tárgyal: az egyik töltött egyenes
helyett legyen egy q ponttöltésünk. (A két ponttöltés
esete fizikailag még egyszerûbb, azonban ott matema-
tikai komplikációk merülnek föl: a töltés-, illetve
áramsûrûségeknél az úgynevezett Dirac-deltával kel-
lene dolgoznunk.) A másik töltött egyenes pedig le-
gyen egy vékony, tömör egyenes henger (ennek elõ-
nye késõbb világos kell legyen). A mezõket a henge-
ren kívül vizsgáljuk.

A feladat tehát a következõ: egy végtelen hosszú,
egyenes, A keresztmetszetû, henger alakú szigetelõt
egyenletesen feltöltünk ρ (térfogati!) töltéssûrûséggel.
A henger tengelyétõl d távolságra egy, a hengerhez
képest nyugalomban lévõ pontszerû q töltést helye-
zünk el. Vizsgáljuk a ponttöltésre ható erõt két vonat-
koztatási rendszerbõl:

a) laboratóriumi rendszerbõl, amelyben minden
töltés nyugalomban van és

b) a henger tengelyével párhuzamosan állandó v
sebességgel mozgó inerciarendszerbõl.

A számításokhoz – a jobb áttekinthetõség kedvéért
– relativisztikus mértékegységrendszert, vagyis olyat
használjunk, amelyben a vákuumbeli fénysebesség

sõt külön az ε0-t (és ezzel persze automatikusan a

c ≡ 1

ε0 μ0

= 1,

μ0-t) is válasszuk 1-nek! Hangsúlyozzuk, hogy emiatt
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ebben az írásban a v nem a hagyományos, m/s-ban
mért sebességet jelenti, hanem a fénysebességegysé-
gekben mért dimenziótlan sebességet! A kapott kép-
letek – kis odafigyeléssel – bármikor átírhatók az SI-
mértékegységekkel kifejezett alakjukra.

Annak érdekében, hogy a probléma mélységeihez
jobban hozzáférjünk, használjuk a relativisztikus, úgy-
nevezett négyes formalizmust, persze „lájtos” módon.
Az alább leírtak jobb megértéséhez segítséget nyújt-
hat például a Fizika III tankönyv középiskolások szá-
mára is megemészthetõ Relativitáselmélet fejezete [1].

Foglaljuk össze nagyon röviden a téridõbeli né-
gyesvektorok legfontosabb tulajdonságait!

Minden négyesvektor egy idõ- és három térkom-
ponensbõl áll. Legyen például a μ egy téridõbeli né-
gyesvektor (μ = 0,1, 2, 3), amelynek idõkomponense
a 0 ≡ at , a három térbeli komponense pedig (ax,ay,az ),
röviden összefoglalva a. Ekkor írhatjuk:

A négyesvektorok mintapéldánya a téridõ-helyvektor

a μ ≡ (a 0, a 1, a 2, a 3) ≡ (at , ax , ay , az ) ≡ (at , a).

(idõ-hely négyesvektor):

Másik nevezetes példa a négyesimpulzus (energia-

x μ ≡ (x 0, x 1, x 2, x 3) ≡ (t, x, y, z ) ≡ (t, r).

impulzus négyesvektor), vagy – Károlyházy Frigyes
szemléletes elnevezésével – anyagvektor:

ahol

�

�

�

az energia és p az impulzus (lendület).

p μ ≡ (p 0, p 1, p 2, p 3) ≡ ( , px , py , pz ) ≡ ( , p).

Számunkra fontos lesz még a négyesáram-sûrûség:

ahol ρ a töltés- és j az áramsûrûség.

j μ ≡ (j 0, j 1, j 2, j 3) ≡ (ρ , jx , jy , jz ) ≡ (ρ , j).

Ezek a példák azt sugallják, hogy egy négyesvektor
három térbeli komponense egy klasszikus fizikai (hár-
mas)vektor, idõkomponense pedig egy klasszikus
fizikai skalár. Ez azonban nincs mindig így! Éppen a
négyeserõ egy olyan példa, ahol nem ilyen egyszerû a
helyzet, és ez kulcsfontosságú lesz.

Elõtte azonban ejtsünk pár szót a négyesvektorok
transzformációs tulajdonságairól. Egy téridõmennyiség
definíciószerûen akkor négyesvektor, ha komponensei
a koordinátarendszer forgatásakor úgy transzformá-
lódnak, ahogy a téridõ-helyvektor komponensei. Itt
nemcsak tisztán térbeli forgatásról lehet szó, hanem
igazi téridõbeli „forgatásról” is! Az utóbbi hétköznapi
nyelvre lefordítva annak felel meg, amikor egyik iner-
ciarendszerrõl áttérünk egy hozzá képest mozgó má-
sik inerciarendszerre [1]. A megfelelõ transzformációk
a Lorentz-transzformációk. A legegyszerûbb eset ami-
kor két inerciarendszer a közös x tengely mentén mo-
zog egymáshoz képest v sebességgel, az y és z tenge-
lyek párhuzamosak. Ebben az úgynevezett standard
elrendezésben a t és x koordináták transzformálódnak,
a v -re merõleges y és z koordináták nem. Ilyenkor be-

szélünk a t-x téridõsíkban (Minkowski-síkban) történõ
forgatásról, mivel a transzformációs képletek nagyon
hasonlók a közönséges tér egy síkjában végzett forga-
tást leíró kifejezésekhez. A geometriai kép a képlete-
ket egyszerûbbé, átláthatóbbá teszi. A Lorentz-transz-
formációt nem a bonyolult, (1−v 2)1/2-es faktort tartal-
mazó képlettel célszerû leírni (ne felejtsük, c = 1). He-
lyette sokkal egyszerûbb, ha az euklideszi síkbeli for-
gatáshoz nagyon hasonlóan, tehát szögfüggvényekkel
kezeljük a Minkowski-síkban történõ forgatást is.
Egyetlen nagy különbség az, hogy míg az euklideszi
síkban a trigonometrikus függvényeket (cos, sin, tg,
…) használjuk, a Minkowski-síkban hiperbolikus függ-
vényekkel (ch, sh, th, …) kell dolgozni. Az utóbbiak
definíciója és tulajdonságai – sok más tankönyv vagy
internetes oldal mellett – [1]-ben is megtalálhatók. Itt
csak az alapdefiníciókat idézzük föl:

Egy nagyon fontos „hiperbolikus azonosságot” célsze-

chθ = eθ e−θ

2
, shθ = eθ − e−θ

2
, thθ = shθ

chθ
.

rû még leszögezni:

A Minkowski-síkban történõ forgatás θ szöge (úgy-

ch2θ − sh2θ ≡ 1.

nevezett sebességparaméter) és az egyik inerciarend-
szer másikhoz képesti (dimenziótlanított!) v sebessé-
ge közötti kapcsolat:

v = thθ.

(Miközben a θ sebességparaméter −∞-rõl +∞-re válto-
zik, tangens hiperbolikusza −1-rõl +1-re nõ.)

A θ sebességparaméter használatával egy tetszõle-
ges a μ négyesvektor idõ- és térkomponenseinek Lo-
rentz-transzformációja a standard elrendezésben a
következõ áttekinthetõ alakban írható:

(θ elõjele attól függ, hogy melyik inerciarendszerrõl

at′ = at chθ ax shθ ,

ax′ = at shθ ax chθ ,

ay′ = ay ,

az′ = az .

térünk át a másikra.)
Ha valaki θ helyett a v sebességet szeretné használ-

ni, akkor könnyen átválthat a Lorentz-transzformáció
„klasszikus”, négyzetgyökös kifejezéseket tartalmazó
alakjára. Például:

chθ ≡ chθ
1

≡ chθ

ch2θ − sh2θ
≡ 1

1 − th2θ
≡

≡ 1

1 − v 2

.

Ezek után nézzük magát az eredeti problémát!
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Laboratóriumi rendszerben

Itt minden töltés nyugalomban van, ezért expliciten
még nincs szükség a relativitáselméletre. Felhasználhat-
juk a Kiss Miklós cikkében leírt gondolatmenetet, csu-
pán α lineáris töltéssûrûség helyett ρ térfogati töltéssû-
rûséget használunk. A kettõ közti kapcsolat nyilvánvaló:
α = ρA. Egy ρ térfogati töltéssûrûségû, A keresztmetsze-
tû henger középtengelyétõl d távolságban (persze kívül
a hengeren) a henger tengelyére merõleges irányú az
elektromos térerõsség, amelynek nagysága

A tengelytõl d távolságra nyugalomban lévõ q pont-

E = 1
2 π

A ρ
d

.

töltésre ható erõ tehát

A konkrétság kedvéért legyen ρ és q is pozitív. Labora-

F = q E = q 1
2 π

A ρ
d

.

tóriumi rendszerben tehát a fenti képlettel leírható tisz-
tán elektromos taszítás lép föl, mágneses mezõ nincs.

A laboratóriumihoz képest mozgó
inerciarendszerben

Az elõzõ esethez viszonyítva két változás is van. Az
egyik, hogy ebbõl a rendszerbõl nézve a szigetelõ tölté-
sei v sebességgel mozognak, tehát megjelenik egy j ′ ≠ 0
áramsûrûség is. Ez nem jelenthet problémát egy középis-
kolásnak. Az már kevésbé nyilvánvaló, hogy a töltéssû-
rûség sem lesz egyforma a két rendszerben, ρ ′ ≠ ρ. A
Lorentz-transzformáció fenti képleteit alkalmazva (ρ, j ≡
0)-ból könnyen megkapjuk ρ ′-t és j ′-t:

Az áramsûrûség összefüggése relativitáselmélet nélkül

ρ ′ = ρ chθ ,

j ′ = ρ shθ ≡ ρ chθ thθ ≡ ρ ′ v.

is minden további nélkül érthetõ egy középiskolás szá-
mára. A töltéssûrûség növekedésénél pedig a Lorentz-
kontrakcióra – ami miatt adott mennyiségû töltés rövi-
debb szakaszon oszlik el a laboratóriumihoz képest
mozgó inerciarendszerbõl nézve – lehet utalni.

Ezek után már könnyû dolgunk van, alkalmazhat-
juk a középiskolában megismert formulákat az elekt-
romos és most már a mágneses mezõre is.

Az elektromos térerõsség nagysága most

Az I ′ = Aj ′ áramerõsség miatt kialakuló mágneses

E ′ = 1
2 π

A ρ ′
d

= E chθ .

mezõ nagysága pedig

B ′ = 1
2 π

I ′
d

= 1
2 π

A j ′
d

= 1
2 π

A ρ ′ v
d

=

= 1
2 π

A ρ ′
d

v = E ′ v.

Vegyük észre, hogy A és d mindkét rendszerben
ugyanaz, hiszen a téridõ-helyvektor (mint minden
négyesvektor) kölcsönös mozgásra merõleges kom-
ponensei nem transzformálódnak!

A mezõk ismeretében – erre az esetre alkalmazva a
Lorentz-féle erõtörvényt – megkaphatjuk a q ponttöl-
tésre ható erõ nagyágát:

(Megjegyzendõ, hogy a q elektromos töltés Lorentz-

F ′ = q (E ′ − v B ′) = q E ′ − v (E ′ v ) =

= q E ′ 1 − v 2 .

invariáns, tehát számértéke mindkét vonatkoztatási
rendszerben ugyanaz.)

Látható, hogy az elektromos taszítás megnövekszik
(E ′ = E chθ ), ugyanakkor a megjelenõ mágneses
mezõben mozgó töltésre föllép egy vonzó erõ. Kér-
dés, hogy az elektromos taszítás növekedését kom-
penzálja-e a megjelenõ mágneses vonzás. Vagyis,
vajon ugyanaz-e az erõ értéke a kétféle inerciarend-
szerben? Lássuk mit kapunk, ha behelyettesítjük a
fenti összefüggéseket!

A két erõ tehát NEM egyforma! Az elektromos taszítás

F ′ = q E chθ 1 − th2θ = q E chθ ch2θ − sh2θ
ch2θ

=

= q E chθ 1

ch2θ
= F 1

chθ
.

növekedését túlkompenzálja a mágneses vonzás, a
mozgó rendszerbõl nézve – a laboratóriumi rendszer-
hez képest – lecsökken a taszítás.

De ez nem is baj, ezt szeretném még röviden meg-
mutatni.

Korábban – a standard elrendezés esetére fölírt
összefüggésekbõl – már láttuk, hogy a Lorentz-transz-
formáció során egy négyesvektor kölcsönös mozgásra
merõleges két térbeli komponense nem változik. Ez
azonban csak a négyesvektorok térbeli komponen-
seire igaz! Márpedig a középiskolában megtanult

F = q (E+v × B)

Lorentz-erõ ebben a formában nem egy négyesvektor
három térbeli komponense! Ennek belátását ne az E
és B transzformációs tulajdonságainak vizsgálatára
alapozzuk, mert az még a jó középiskolás diákok
számára is nehezebb gondolatmenet. Helyette köves-
sünk egy talán egyszerûbb utat.

A kulcsot az a tény adja, hogy minden olyan eset-
ben, amikor idõderiválással származtatunk egy új
mennyiséget (sebesség, gyorsulás, …), figyelembe
kell venni, hogy a koordinátaidõ és az úgynevezett
sajátidõ különböznek egymástól. A klasszikus hár-
masvektoroknál a koordinátaidõ szerint deriválunk,
míg a négyesvektoroknál a sajátidõ szerint.

Annak érdekében, hogy lássuk mire vezet ez a
tény, induljunk ki egy anyagi objektum sorsának két
közeli eseményét (a téridõben világvonala két közeli
pontját) összekötõ téridõ-helyvektorból:
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dx μ ≡ (dt, dx, dy, dz ) ≡ (dt, dr).

A komponensek (így dt is!) attól függenek, hogy mi-
lyen vonatkoztatási rendszerben adjuk meg azokat.
Ezzel szemben a speciális relativitáselmélet egyik
alapösszefüggése, hogy az idõkomponens négyzeté-
nek és a térbeli komponensek négyzetösszegének
különbsége olyan kifejezés (négyesvektorunk négy-
zetes téridõhossza), amelynek értéke nem függ attól,
hogy milyen inerciarendszerben számoljuk ki (inva-
riáns). Ez az érték azon dτ sajátidõtartam négyzete,
amelyet egy olyan inerciarendszerben mérünk,
amelyben a két esemény ugyanott történik (dr = 0).
Írhatjuk tehát, hogy

(Ne felejtsük, hogy c = 1, v2 = th2θ és ch2θ− sh2θ ≡ 1!)

dτ := dt 2 − dx 2 − dy 2 − dz 2 ≡ dt 2 − dr2 ≡

≡ dt 1 − v2 ≡ dt
chθ

.

A dτ sajátidõ és a nála chθ -szor nagyobb koordiná-
taidõ kis sebességekre (v << 1) alig különbözik.

Egy négyesvektorból idõderiválással újabb négyes-
vektor nyerhetõ, de csak akkor, ha azt nem a koordi-
nátaidõ, hanem az invariáns sajátidõ szerint végezzük.
A sebesség, impulzus, erõ relativisztikusan helyes
kifejezései tehát a következõk.

Négyessebesség:

Könnyen belátható, hogy ez egy egységvektor a tér-

u μ = dx μ

dτ
= dx μ

dt
dt
dτ

=
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

dt
dt

, dr
dt

dt
dτ

=

= (1, v) chθ .

idõben, iránya pedig a test világvonalának minden-
kori érintõje mentén mutat.

Négyesimpulzus (energia-impulzus négyesvektor,
más kifejezéssel anyagvektor):

ahol m az adott részecske invariáns tömege.

p μ ≡ ( , p) = m u μ = m (1, v) chθ,

Végül pedig a négyeserõ:

Az utolsó átalakítás a newtoni mechanikából ismert

f μ = dp μ

dτ
= dp μ

dt
dt
dτ

=
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

d
dt

, dp
dt

chθ =

= (F v, F) chθ .

munkatétel, illetve impulzustétel (amibõl nekünk
most a második a fontos), ahol F a klasszikus három-
dimenziós erõ.

Azt kaptuk tehát, hogy nem a klasszikus hármaserõ
merõleges komponense marad változatlan a Lorentz-
transzformáció során, hanem a négyeserõé, és az
utóbbi chθ -szorosa az elõbbinek! Pontosan ezt tük-
rözi amit korábban kaptunk, amikor a Lorentz-féle
erõképletet nemrelativisztikusan, a chθ szorzó nélkül
alkalmaztuk.

Annak oka egyszerû, hogy az eredeti írásban miért
nem könnyen vehetõ észre a kegyes csalás. Az egy-
ségnyi hosszú darabban lévõ ponttöltések darabszá-
ma a Lorentz-kontrakció miatt éppen egy chθ szorzó-
faktorral növekszik meg, ami pont kompenzálja az
egyetlen töltésre ható hármaserõ csökkenését. Vagyis
(legalábbis ebben a speciális esetben) az egységnyi
hosszra ható hármaserõ nagysága valóban megegye-
zik a két inerciarendszerben.

A leírtaktól teljesen függetlenül még egy értelemza-
varó nyomtatási hibát is megemlítek: az eredeti cikk
elején, a 2. Maxwell-egyenlet sztatikus elektromos
mezejénél az „örvénymentes” helyett tévedésbõl „for-
rásmentes” szerepel.

Végül, nehogy félreértés legyen, szeretném leszö-
gezni: Kiss Miklós cikke középiskolások számára na-
gyon tanulságos és figyelemfelkeltõ, érdemeit semmi-
képpen sem kívánom kisebbíteni, sõt. Jelen írással
csupán az alapprobléma még pontosabb megértésé-
hez szeretnék hozzájárulni.
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Keresd a fizikaiszemle.hu mellékletek menüpontjában!
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