A mozgasban 1évé testrészek altal végzett munka a
viz kinetikus energidjdvd alakul. Igy a testrészek tel-
jesitménye éppen a viz egységnyi id§ alatt torténd
mozgasienergia-valtozasaval lesz egyenls, amely

| )
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P=5Apyvzzz=— P

2 Ap,

képlettel fejezhets ki [6].

A fenti formula felhasznalasaval szamos érdekes
jelenségre kvantitativ magyardzatot adhatunk. Pél-
daul: kiszamithatjuk, hogy az 50 kg tomegl Gszons-
nek ahhoz, hogy az orrat a vizfelszin felett tartsa,
mozgo végtagjaival 7,8 watt teljesitményt kell kifejteni.

(A szamitdshoz hasznalt tovabbi adatok: a test 95 sza-
zaléka mertl vizbe, a mozgd végtagok teljes tertilete
2 -
600 cm?, s legyen p,.s= P,)
Szamitassal magunk is ellendrizzik a teljesitmény
fenti értékét!
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RELATIVITASELMELETROL KOZEPISKOLABAN — MASKENT,

KIEGESZITES

A Fizikai Szemle 2018. aprilisi szimanak A fizika ta-
nitdsa rovataban jelent meg Kiss Miklos remek irdsa,
hogy miként lehet az érdekl6dé kozépiskolasok fi-
gyelmét folhivni arra, hogy az elektromos és a magne-
ses mezGk mindig egytitt kezelenddk. Kilon-kilon az
elektromos mezének és a miagneses mezének nem
csak a nagysiaga, hanem még a léte vagy nem léte is
fugg attol, hogy milyen vonatkoztatisi rendszerbdl
nézzik. Ez valoban elgondolkodtato lehet az érdekls-
dé didkoknak.

A konkrét példa két parhuzamos, nagyon (,végte-
lenti]”) hosszt, egyenletesen toltott szigetelG egyenes
kozotti erGhatas vizsgilata volt. A levezetés soran
azonban egy kis ,kegyes csalas” tortént. Az az allitas
ugyanis, hogy ,A vonatkoztatdsi rendszertél nem
figghet az erd nagysiaga” nem igaz, ha — amint a cikk-
ben is tortént — a klasszikus, agynevezett harmas erd-
r6l beszéliink. Még akkor sem, ha itt a kolcsonds
mozgas iranyara meréleges komponensrdl van szo!

Szerencsére még egy pongyolasag tortént, ugyanis
a szovegben nem egyetlen ponttoltésre hatd erérdél
van sz0, hanem az egységnyi hossztsaga darabra ha-
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t6 er6rél. Igy a levezetés végiil mégis helyes, koszon-
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hetSen annak, hogy két ellentétes tényezé kompen-
zalja egymast. Mivel ez azonnal nem lathatd, ezért
szeretném ezt kicsit részletesebben kifejteni ebben az
irdsban.

Vilasszunk egy még egyszertibb esetet, mint ame-
lyet Kiss Miklos irdsa targyal: az egyik toltott egyenes
helyett legyen egy g ponttoltésiink. (A két ponttoltés
esete fizikailag még egyszerdibb, azonban ott matema-
tikai komplikaciok mertlnek fol: a toltés-, illetve
aramsUrdségeknél az tgynevezett Dirac-deltaval kel-
lene dolgoznunk.) A masik toltott egyenes pedig le-
gyen egy vékony, tomor egyenes henger (ennek el6-
nye késébb vilagos kell legyen). A mezd&ket a henge-
ren kival vizsgaljuk.

A feladat tehat a kovetkez6: egy végtelen hossza,
egyenes, A keresztmetszet(, henger alaka szigetelSt
egyenletesen feltoltiink p (térfogati!) toltésstriséggel.
A henger tengelyétsl d tavolsidgra egy, a hengerhez
képest nyugalomban 1évé pontszerd ¢q toltést helye-
ziink el. Vizsgiljuk a ponttoltésre hatd erét két vonat-
koztatasi rendszerbdl:

a) laboratoriumi rendszerbdl, amelyben minden
toltés nyugalomban van és

b)a henger tengelyével parhuzamosan alland6 v
sebességgel mozgo inerciarendszerbdl.

A szamitasokhoz — a jobb attekinthet&ség kedvéért
— relativisztikus mértékegységrendszert, vagyis olyat
hasznaljunk, amelyben a vikuumbeli fénysebesség
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sOt kulon az gt (és ezzel persze automatikusan a
MO is valasszuk 1-nek! Hangsulyozzuk, hogy emiatt
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ebben az irdsban a v nem a hagyomanyos, m/s-ban
mért sebességet jelenti, hanem a fénysebességegysé-
gekben mért dimenzidtlan sebességet! A kapott kép-
letek — kis odafigyeléssel — barmikor atirhatok az SI-
mértékegységekkel kifejezett alakjukra.

Annak érdekében, hogy a probléma mélységeihez
jobban hozzaférjunk, haszniljuk a relativisztikus, Ggy-
nevezett négyes formalizmust, persze ,l4jtos” modon.
Az alabb leirtak jobb megértéséhez segitséget nyujt-
hat példaul a Fizika IIT tankonyv kozépiskolasok sza-
mara is megemészthets Relativitdaselmeélet fejezete [1].

Foglaljuk 6ssze nagyon roviden a téridébeli né-
gyesvektorok legfontosabb tulajdonsagait!

Minden négyesvektor egy idS- és harom térkom-
ponensbdl all. Legyen példaul a* egy téridébeli né-
gyesvektor (¢ = 0,1,2,3), amelynek id6komponense
a’ = a,, a harom térbeli komponense pedig (a,, a,, a.),
roviden Osszefoglalva a. Ekkor irhatjuk:

a* = (a’ a',a* a’ = (a, a,, a,a) = (a,a.

A négyesvektorok mintapéldinya a téridé-helyvektor
(id6-hely négyesvektor):

xH = (% xl x? XD = (Lx oy, 2) = ().

Misik nevezetes példa a négyesimpulzus (energia-
impulzus négyesvektor), vagy — Kdrolybdzy Frigyes
szemléletes elnevezésével — anyagvektor:

pt =@ pptpH =(€p.,p,p) = (€p).

ahol € az energia és p az impulzus (lendiilet).
Szamunkra fontos lesz még a négyesaram-strlség:

j’u = (j()’]']’jz’jj) = (p7jx’]:y’jz) = (p’j)'

ahol p a toltés- ésj az dramstrlség.

Ezek a példak azt sugalljak, hogy egy négyesvektor
harom térbeli komponense egy klasszikus fizikai (har-
mas)vektor, idGkomponense pedig egy klasszikus
fizikai skaldr. Ez azonban nincs mindig igy! Eppen a
négyeserd egy olyan példa, ahol nem ilyen egyszerd a
helyzet, és ez kulcsfontossagu lesz.

ElStte azonban ejtsiink par szot a négyesvektorok
transzformacios tulajdonsagairol. Egy téridémennyiség
definicioszertden akkor négyesvektor, ha komponensei
a koordinatarendszer forgatasakor ugy transzforma-
l6dnak, ahogy a térid6-helyvektor komponensei. Ttt
nemcsak tisztan térbeli forgatasrol lehet sz6, hanem
igazi téridébeli ,forgatasrol” is! Az utobbi hétkdznapi
nyelvre leforditva annak felel meg, amikor egyik iner-
ciarendszerrdl attériink egy hozza képest mozgd ma-
sik inerciarendszerre [1]. A megfelelS transzformacidk
a Lorentz-transzformaciok. A legegyszertibb eset ami-
kor két inerciarendszer a k6z6s x tengely mentén mo-
zog egymashoz képest v sebességgel, az y és z tenge-
lyek parhuzamosak. Ebben az tgynevezett standard
elrendezésben a ¢ és x koordinatak transzformalédnak,
a v-re merdleges y és z koordinatik nem. Ilyenkor be-
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szélink a f-x térid6sikban (Minkowski-sikban) torténd
forgatasrol, mivel a transzformacios képletek nagyon
hasonlok a kozonséges tér egy sikjaban végzett forga-
tast leir6 kifejezésekhez. A geometriai kép a képlete-
ket egyszerbbé, atlathatobba teszi. A Lorentz-transz-
formaciot nem a bonyolult, (1-v?)"?-es faktort tartal-
maz6 képlettel célszerd leirni (ne felejtsiik, ¢ = 1). He-
lyette sokkal egyszeribb, ha az euklideszi sikbeli for-
gatdshoz nagyon hasonldan, tehat szogtiggvényekkel
kezeljik a Minkowski-sikban torténd forgatast is.
Egyetlen nagy kilonbség az, hogy mig az euklideszi
sikban a trigonometrikus fliggvényeket (cos, sin, tg,
...) haszndljuk, a Minkowski-sikban hiperbolikus fiigg-
vényekkel (ch, sh, th, ...) kell dolgozni. Az utdébbiak
definicitja és tulajdonsagai — sok mas tankonyv vagy
internetes oldal mellett — [1]-ben is megtalalhatok. Itt
csak az alapdefiniciokat idézzuk fol:

sh@
thg = 329
ch@

0_ -6
shg=-¢
2

+ e

6 6
chg= ¢
2

Egy nagyon fontos ,hiperbolikus azonossagot” célsze-
rd még leszogezni:

ch?0-sh?6 = 1.

A Minkowski-sikban torténd forgatas 8 szoge (Ggy-
nevezett sebességparaméter) és az egyik inerciarend-
szer masikhoz képesti (dimenzibtlanitott!) v sebessé-
ge kozotti kapcesolat:

v=thé.

(Mikozben a @ sebességparaméter —eo-r8l +eo-re vilto-
zik, tangens hiperbolikusza —1-r6l +1-re né.)

A 6 sebességparaméter hasznalataval egy tetszéle-
ges a négyesvektor id6- és térkomponenseinek Lo-
rentz-transzformacidja a standard elrendezésben a

kovetkezd attekinthets alakban irhat6:

a; = a,chf+ a_sh@,
a! = a,sh@+a ché,
ay = a,

al = a

z z*

(6 elgjele attol fuigg, hogy melyik inerciarendszerrél
térink 4t a masikra.)

Ha valaki @ helyett a v sebességet szeretné hasznal-
ni, akkor konnyen atvalthat a Lorentz-transzformacio
,klasszikus”, négyzetgyokos kifejezéseket tartalmazo
alakjara. Példaul:

ché

ch@ = =
1

ch@ 1

Jch26-sh2e  1-th20

1

V1-0? |

Ezek utan nézzik magat az eredeti problémat!
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Laboratoriumi rendszerben

Itt minden toltés nyugalomban van, ezért expliciten
még nincs sziikség a relativitaselméletre. Felhasznalhat-
juk a Kiss Miklos cikkében leirt gondolatmenetet, csu-
pan « linedris toltésstriség helyett p térfogati toltéssa-
rdséget hasznalunk. A ketté kozti kapcesolat nyilvanvalo:
a= pA. Egy ptérfogati toltésstirliségl, A keresztmetsze-
ti henger kozéptengelyétdl d tavolsagban (persze kiviil
a hengeren) a henger tengelyére meréleges iranyG az
elektromos térerésség, amelynek nagysaga
1 Ap
E=— =

2n d
A tengelytdl d tavolsagra nyugalomban 1évé g pont-
toltésre hato erd tehat

1 Ap

21 d
A konkrétsag kedvéért legyen p és g is pozitiv. Labora-

toriumi rendszerben tehat a fenti képlettel lefrhato tisz-
tan elektromos taszitds 1ép fol, magneses mezd nincs.

F=qE=gq

A laboratoriumihoz képest mozgo
inerciarendszerben

Az el6z6 esethez viszonyitva két viltozds is van. Az
egyik, hogy ebbdl a rendszerbdl nézve a szigetel6 tolté-
sei v sebességgel mozognak, tehat megjelenik egy j” # 0
aramsurdség is. Ez nem jelenthet problémat egy kozépis-
kolasnak. Az mar kevésbé nyilvanvald, hogy a toltéssa-
rdség sem lesz egyforma a két rendszerben, p” # p. A
Lorentz-transzformacio fenti képleteit alkalmazva (p, j=
0)-bdl konnyen megkapijuk p’-t és j'-t:

p’ = pcho,
j’ = psh@= pchOthd = p’ v

Az arams(rlség Osszefliggése relativitdselmélet nélkil
is minden tovabbi nélkiil érthets egy kozépiskolas sza-
mara. A toltésstrliség novekedésénél pedig a Lorentz-
kontrakciéra — ami miatt adott mennyiségl toltés rovi-
debb szakaszon oszlik el a laboratoriumihoz képest
mozgo inerciarendszerbdl nézve — lehet utalni.

Ezek utin mar konnyd dolgunk van, alkalmazhat-
juk a kozépiskoldban megismert formulakat az elekt-
romos és most mar a magneses mezore is.

Az elektromos térerésség nagysaga most

, 1 Ap’
E' = _—
2n  d

= Eché.

Az I’ = Aj’ dramerGsség miatt kialakulé magneses
mez4 nagysiga pedig

g LI _ 1 A7 _ 1 Ap’v_
2T d 2 d 2T d
1 Ap’ ,
= — v=Ev
2t d
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Vegytik észre, hogy A és d mindkét rendszerben
ugyanaz, hiszen a téridG-helyvektor (mint minden
négyesvektor) kolcsonds mozgasra meréleges kom-
ponensei nem transzformalédnak!

A mezd&k ismeretében — erre az esetre alkalmazva a
Lorentz-féle erGtorvényt — megkaphatjuk a g ponttol-
tésre hato eré nagyagat:

F' = q(E'-vB") = qlE" - v(E’ v)] =

gE’ (1-0?).

(Megjegyzendd, hogy a g elektromos toltés Lorentz-
invarians, tehat szamértéke mindkét vonatkoztatasi
rendszerben ugyanaz.)

Lathato, hogy az elektromos taszitds megnovekszik
(E’ = Ech@), ugyanakkor a megjelenSd magneses
mezSben mozgd toltésre follép egy vonzod erd. Kér-
dés, hogy az elektromos taszitis novekedését kom-
penzilja-e a megjelend magneses vonzas. Vagyis,
vajon ugyanaz-e az erd értéke a kétféle inerciarend-
szerben? Lassuk mit kapunk, ha behelyettesitjik a
fenti 6sszefliiggéseket!

‘h209— ch?
F' = gEchO(1-th?6) = g chg D 0=5h°0
ch?@
1 1
= qEché = F )
7ee ch?6 ché

A két er6 tehat NEM egyforma! Az elektromos taszitds
novekedését tilkompenzilja a migneses vonzas, a
mozgo rendszerbdl nézve — a laboratoriumi rendszer-
hez képest — lecsokken a taszitas.

De ez nem is baj, ezt szeretném még roviden meg-
mutatni.

Korabban — a standard elrendezés esetére folirt
osszefliggésekbdl — mar lattuk, hogy a Lorentz-transz-
formaci6 sordn egy négyesvektor kolcsonos mozgisra
meroleges két térbeli komponense nem valtozik. Ez
azonban csak a négyesvektorok térbeli komponen-
seire igaz! Marpedig a kozépiskolaban megtanult

F=qg(E+vxXB)

Lorentz-er$ ebben a formaban nem egy négyesvektor
harom térbeli komponense! Ennek belatasat ne az E
és B transzformicios tulajdonsigainak vizsgalatara
alapozzuk, mert az még a jO kozépiskolas didkok
szamara is nehezebb gondolatmenet. Helyette koves-
stink egy talan egyszertbb utat.

A kulcsot az a tény adja, hogy minden olyan eset-
ben, amikor idéderivalassal szarmaztatunk egy Uj
mennyiséget (sebesség, gyorsulds, ...), figyelembe
kell venni, hogy a koordinataid6 és az Ggynevezett
sajatidé kulonboznek egymastol. A klasszikus har-
masvektoroknal a koordindtaid§ szerint derivalunk,
mig a négyesvektoroknal a sajatidS szerint.

Annak érdekében, hogy lassuk mire vezet ez a
tény, induljunk ki egy anyagi objektum sorsanak két
kozeli eseményét (a térid6ben vildgvonala két kozeli
pontjat) 6sszekots térids-helyvektorbol:
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dx* = (dt, dx, dy, dz) =(d¢, dr).

A komponensek (igy dtis!) attol fliggenek, hogy mi-
lyen vonatkoztatasi rendszerben adjuk meg azokat.
Ezzel szemben a specidlis relativitiselmélet egyik
alaposszefiiggése, hogy az id6komponens négyzeté-
nek és a térbeli komponensek négyzetdsszegének
kiilonbsége olyan kifejezés (négyesvektorunk négy-
zetes téridGhossza), amelynek értéke nem fligg attol,
hogy milyen inerciarendszerben szamoljuk ki (inva-
ridns). Ez az érték azon dr sajatidStartam négyzete,
amelyet egy olyan inerciarendszerben mériink,
amelyben a két esemény ugyanott torténik (dr = 0).
Irhatjuk tehat, hogy

dr := \/dz‘z—dxz—dyz—dz2 = \/dt2—er =

= diy1-v? = d¢

ché’

(Ne felejtsiik, hogy ¢ = 1, v* = th’@ és ch?6-sh*6=1))

A drsajatidS és a nala ch8-szor nagyobb koordina-
taidd kis sebességekre (v <« 1) alig kiilonbozik.

Egy négyesvektorbol idGderivalassal Gjabb négyes-
vektor nyerhetd, de csak akkor, ha azt nem a koordi-
nataid6, hanem az invaridns sajatidé szerint végezziik.
A sebesség, impulzus, erS relativisztikusan helyes
kifejezései tehat a kovetkezdk.

Négyessebesség:
g o A dxt dr_(drodr)dr
dr dr dr de dr | dr
= (1, v) ché.

Konnyen belathato, hogy ez egy egységvektor a tér-
idében, iranya pedig a test viligvonalanak minden-
kori érint§je mentén mutat.

Négyesimpulzus (energia-impulzus négyesvektor,
mas kifejezéssel anyagvektor):

P =(e,p) = mut = m(,v)ché,

ahol m az adott részecske invarians tomege.

Végtl pedig a négyeserd:

dr dr dr  |de’ dr
(Fv, F)ché.

Y dp#ﬂ{dg dp]che=

Az utolsé atalakitds a newtoni mechanikabdl ismert
munkatétel, illetve impulzustétel (amibdl nekiink
most a masodik a fontos), ahol F a klasszikus harom-
dimenzios erd.

Azt kaptuk tehat, hogy nem a klasszikus harmaserd
merdleges komponense marad valtozatlan a Lorentz-
transzformacié sorin, hanem a négyeserGé, és az
utobbi ch@-szorosa az el6bbinek! Pontosan ezt tik-
rozi amit korabban kaptunk, amikor a Lorentz-féle
erGképletet nemrelativisztikusan, a ch@ szorz6 nélkil
alkalmaztuk.

Annak oka egyszerd, hogy az eredeti irasban miért
nem konnyen vehetS észre a kegyes csalds. Az egy-
ségnyi hossza darabban 1évS ponttoltések darabsza-
ma a Lorentz-kontrakcid miatt éppen egy ch@ szorzo-
faktorral novekszik meg, ami pont kompenzilja az
egyetlen toltésre hatd hdrmaseré csokkenését. Vagyis
(legalabbis ebben a speciilis esetben) az egységnyi
bosszra hatd harmaserd nagysiga valoban megegye-
zik a két inerciarendszerben.

A leirtaktol teljesen fliggetlentl még egy értelemza-
var6 nyomtatasi hibat is megemlitek: az eredeti cikk
elején, a 2. Maxwell-egyenlet sztatikus elektromos
mezejénél az ,O0rvénymentes” helyett tévedésbdl ,for-
rasmentes” szerepel.

Végtil, nehogy félreértés legyen, szeretném leszo-
gezni: Kiss Miklos cikke kozépiskolasok szamara na-
gyon tanulsagos és figyelemfelkelts, érdemeit semmi-
képpen sem kivinom kisebbiteni, sét. Jelen irdssal
csupan az alapprobléma még pontosabb megértésé-
hez szeretnék hozzajarulni.
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