
MILYEN ALAKÚ A SZÁGULDÓ AUTÓ KEREKE?

1. ábra. A balra haladó autó (a) az autóval együtt mozgó S inercia-
rendszerbõl, és (b) az út mellett álló megfigyelõ S ′ inerciarendsze-
rébõl.
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2. ábra. S ′-bõl nézve a kerék aljának és tetejének más a sebessége.
Ez azt jelenti-e, hogy S ′ mérése szerint a kerék alja szélesebb, a
teteje keskenyebb?
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Ellipszis. De miért?

Az út mellett leparkolt autó kereke kör alakú. Szágul-
dás közben az autóvezetõ nyugalmi inerciarendszeré-
ben a kerék tisztán forgómozgást végez, ezért a szim-
metria miatt továbbra is csak kör alakú lehet. Az út
mellett álló megfigyelõ szerint ez a köralak hossz-
kontrakciót szenved, tehát a száguldó autó kereke
ellipszis alakú.

Készen vagyunk, a cikk állhatna akár az elõbbi há-
rom mondatból is. De ne elégedjünk meg ennyivel:
értsük meg, hogy – bizonyos szempontból – miért
meglepõ és nem triviális a fenti válasz, azután gondo-
san indokoljuk meg, hogy miért mégis ez a válasz. Az
1.a ábrán az autóvezetõ S nyugalmi inerciarendszeré-
bõl nézve látható a balra haladó autó. A kerekek kör-
beforognak, középpontjuk áll. Ami miatt rögtön elbi-
zonytalanodhatunk az ellipszisalak helyességében, az
az, hogy a kerekek – az autó karosszériájával ellentét-
ben – az úthoz képest nem egyszerû haladó mozgást
végeznek, hiszen gurulnak. Az út mellett álló megfi-
gyelõ S ′ inerciarendszerének nézõpontját, a megrövi-
dültnek mért karosszériát, és az elbizonytalanodást
mutatja az 1.b ábra. S ′ mérései szerint a autókerék
egyes részei a haladó és forgó mozgás eredõjeként
különbözõ irányokba mutató és különbözõ nagyságú
sebességekkel rendelkeznek (a kerék alsó pontja pél-
dául az úthoz képest áll, míg a felsõ pontja gyorsab-
ban mozog az úthoz képest, mint az autó); emiatt a
kerék egyes részeinek különbözõ mértékû a hossz-
kontrakciója.

A 2. ábrán a dilemma részletesebben követhetõ. S
mérése szerint a kerék összes kerületi pontja v sebes-
séggel mozog, a felsõ pont például (a jobbra mutató
irányt pozitívnak véve) uf = −v -vel, az alsó ua = +v -
vel, míg a kerék középsõ pontja nyugszik: uk = 0. Ha
a kerék nyugalmi helyzetben kör alakú volt, akkor a
tiszta forgás közben is kör alakú, ezt szimmetriaér-
veléssel könnyû belátni. (Itt érdemes megemlíteni az
úgynevezett Ehrenfest-paradoxont [1], amelynek lé-
nyege, hogy amikor a kerék forgása álló helyzetbõl

elindul, akkor a kerék anyagában – a kerület mentén
– elkerülhetetlenül húzófeszültségek ébrednek, hi-
szen a kerület „hosszkontrakciót próbál szenvedni”,
de a kerék anyaga nem engedi. Az Ehrenfest-parado-
xon fogalmi alapjaiban hasonló a Dewan–Beran-gon-
dolatkísérlethez, amelyben egy cérnát a hossza men-
tén gyorsítunk [2]. E cikkben az Ehrenfest-paradoxon
részleteivel – és általában a kerék anyagának elaszti-
kus tulajdonságaival – nem foglalkozom.) A 2. ábra
jobb oldalán S ′ nézõpontja látható: a kerék úthoz
tapadó alsó pontja éppen nyugalomban van, u ′a = 0,
középsõ pontja balra halad u ′k = −v sebességgel, fel-
sõ pontja pedig szintén balra, de gyorsabban,

sebességgel, ahol c a fénysebesség. (Mindhárom vesz-

u′f = − 2 v

1 v 2

c 2

szõs sebességértéket a Lorentz-féle sebességtranszfor-
mációs képletbõl kell megkapni, nem írhatjuk például
– naivan –, hogy u ′f = −2v ). A 2. ábrán a sebesség-
vektorok relatív hosszának rajzolásakor v számérté-
két, nem törõdve az autógyártás jelenlegi technológiai
fejlettségével, 0,8c -nek választottam. Ekkor u ′f ≈
0,976c, és a kerék alsó és felsõ részének vastagított
vonallal jelölt darabkái – amelyeket úgy választottam
meg, hogy S mérése szerint azonos hosszúságúak le-
gyenek – S ′-bõl mérve nem egyenlõ hosszúak: a fel-
sõ darabka hosszkontrakció miatt 0,37-szor rövidebb,
az alsó pedig 1,67-szor hosszabb, mint S -bõl mérve.
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(S ′ az alsó darabka nyugalmi

3. ábra. A kerék egy pontja (a) S nézõpontjából és (b) S ′ nézõpontjából.
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hosszát méri!) Az emberben
ezek után természetesen
merül fel a gondolat [3], hogy
a kerék alakját az S ′ megfi-
gyelõ a 2. ábra jobb oldalán
látható, alul szélesebb, felül
keskenyebb ovális-szerûség-
nek méri, nem pedig ellipszis-
nek. Ez hibás következtetés,
de nem könnyû minden rész-
letre kiterjedõen megmagya-
rázni, hogy miért.

Fizikai érvelés

A puszta tény, hogy a 2. ábra jobb oldalán felrajzolt
kerékalak nem lehet helyes, egyszerû fizikai érveléssel
belátható: képzeljük el, hogy az autó karosszériája a
kereket szorosan körülveszi, azaz a kerék egy kör
alakú üregben forog, amelyhez a kerület mentén épp
csak hozzá nem ér (az üregnek csak az alja hiányzik,
hogy a kerék alul kicsit ki tudjon lógni, és az úthoz
tudjon tapadni.) S ′ mérése szerint a karosszériához
rögzített, kör alakú üreg tiszta haladó mozgást végez,
nem forog, tehát pontosan a karosszériának megfelelõ
módon és mértékben szenved hosszkontrakciót: moz-
gásirányban megrövidül, alakja – ezt minden bonyo-
dalom nélkül megállapíthatjuk – „oldalirányban arányo-
san összenyomott kör”, azaz ellipszis. Ebbõl viszont
következik, hogy a guruló kerék alakja sem lehet más,
mint ellipszis. Ha ugyanis S mérése szerint az üreg és a
belülrõl hozzásimuló kerék alakja ugyanolyan (kör),
akkor S ′ szerint is ugyanolyannak kell lennie az üreg
és a kerék alakjának, különben olyan dologban nem
értene egyet a két megfigyelõ, amelyben muszáj egyet-
érteniük. Ha például S ′ az alul szélesebb, felül keske-
nyebb kerékalakot mérné, akkor az õ mérése szerint a
kerék alul nekidörzsölõdne az ellipszis alakúvá rövidült
üregnek, felül pedig elválna tõle, és ennek olyan mér-
hetõ következményekkel kellene járnia (például az
üreg alja elkopna), amely ellentmondana az S által ta-
pasztalt valóságnak. Ez az érvelés tehát meggyõz min-
ket az ellipszisalakról, de még mindig nem érthetõ,
hogyan egyeztethetõ össze az ellipszisalak a kerék aljá-
nak és tetejének eltérõ hosszkontrakciójával.

Érvelés algebrával (nyers erõvel)

Kövessük nyomon a kerék egy pontjának mozgását
mind az S, mind az S ′ inerciarendszerbõl nézve. A
szemléletesség kedvéért képzeljük el, hogy a kerék
egy kijelölt helyére egy világító LED-et teszünk. A
LED-rõl az S rendszerben t = 0-kor készült pillanatfel-
vételt mutatja a 3.a ábra (a LED-et csillag jelöli).
Ugyanerrõl a LED-rõl az S ′-ben is készül egy pillanat-
felvétel a t ′ = 0 idõpillanatban, ezt mutatja a 3.b ábra
(a LED-et itt kör jelöli). Megjegyzés: a t és t ′ idõkoor-

dináták nem ugyanazok, egyiket S, a másikat S ′ méri.
A Lorentz-transzformáció – lásd alább – adja meg köz-
tük a matematikai kapcsolatot. A 3. ábrán látható két
pillanatkép a LED életében nem ugyanazt az ese-
ményt örökíti meg – ezt érzékeltettem úgy, hogy a
LED kinézete más a két ábrán –, mert a LED világvo-
nalán a t = 0 koordinátájú esemény és a t ′ = 0 koordi-
nátájú esemény nem ugyanott van.

Figyeljük e világító LED mozgását a téridõben. Az S
inerciarendszer (x, y ) koordinátarendszerében a tisz-
tán forgó mozgást végzõ LED koordinátáit az alábbi
összefüggések írják le:

valamint

x = r cos ϕ 0 ω t , (1)

ahol r és ϕ0 a LED forgómozgásának sugarát és kezdeti

y = r sin ϕ 0 ω t , (2)

(S -bõl mérve kezdeti!) szöghelyzetét kijelölõ polár-
koordináták, ω pedig a forgás szögsebessége, amely ω =
v/R alakba írható, ahol R a kerék sugara. Milyen össze-
függések írják le a LED mozgását S ′ mérése szerint,
azaz milyen képletek adják meg a LED pozícióját az
(x ′, y ′) koordinátarendszerben egy-egy adott t ′ idõ-
pillanatban? A választ úgy kapjuk, ha felírjuk a vesszõs
és vesszõtlen koordináták között kapcsolatot teremtõ
(inverz) Lorentz-transzformációs összefüggéseket:

ahol

(3)

x = γ x ′ v t ′ ,

y = y ′ és

t = γ ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t ′ v

c 2
x ′ ,

Az (1) és (2) egyenletekben x, y és t helyébe a (3)

γ = 1

1 − v 2

c 2

.

összefüggések jobb oldalait helyettesítve az alábbi két
egyenlethez jutunk:
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és

4. ábra. A kerék és a küllõk alakja (a) S mérése szerint és (b) S ′ mérése szerint.
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A (4) és (5) egyenletek implicit módon megadják a
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LED világvonalának alakját (x ′, y ′, t ′) koordináták-
kal kifejezve. t ′ = 0-t behelyettesítve a két egyenlet az
alábbi alakra egyszerûsödik:

valamint

(6)x ′ = r
γ

cos⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ϕ 0 ω γ v

c 2
x ′ ,

Ezek után a t ′ = 0 pillanatban a LED pozícióját

(7)y ′ = r sin⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ϕ 0 ω γ v

c 2
x ′ .

megszerkeszthetjük az (x ′, y ′) síkon: elõször a (6)-
os egyenletet numerikusan megoldva megkapjuk
x ′-t, majd az így kapott x ′-t (7)-be helyettesítve meg-
kapjuk y ′-t. A 3.b ábra ezt a számolást követve ábrá-
zolja a LED pozícióját t ′ = 0-ban, S ′ mérése szerint.
(Az olvasó a (6) és (7) egyenletek négyzetre emelésé-
vel könnyen beláthatja, hogy a LED az S ′ mérése
szerint valóban egy olyan ellipszisen helyezkedik el,
amelynek nagytengelye y irányú és 2r nagyságú, kis-
tengelye pedig x irányú és éppen a hosszkontrakciós
tényezõször kisebb.)

A teljes autókerék átfogó kinézetérõl úgy kapha-
tunk pontosabb képet, ha képzeletben nem csak
egyetlen LED, hanem a kerék sok pontjának történe-
tét követjük a téridõben. A 4.a ábra a 3.a ábra általá-
nosításaként a teljes autókereket ábrázolja S nézõ-
pontjából, a t = 0 idõpillanatban. Hogy a kerék alakjá-
nak módosulását követni tudjuk, a kerület mentén,
egyenlõ közönként 16 pontot vettem fel (ezeket csil-
lagok ábrázolják), és az ábrára a kerék 16 küllõjét is
berajzoltam. (Az autókerékre küllõket nehezen elkép-

zelhetõnek tartó olvasó fi-
gyelmét felhívom az egész
gondolatkísérlet más, gyakor-
lati szempontból képtelen
részleteire.) A kerület, vala-
mint a küllõk pontjainak moz-
gását az S ′ inerciarendszer-
ben is követhetjük a (4) és (5)
egyenletek alapján. A (6) és
(7) egyenletek segítségével
pedig megszerkeszthetjük,
hogy adott idõpillanatban,
például t ′ = 0-ban az S ′ meg-
figyelõ milyennek észleli ezen
pontok elhelyezkedését az
(x ′, y ′) síkon. A számolás
eredménye a 4.b ábrán látha-

tó. Fontos látni, hogy mind a 4.a ábra, mind a 4.b
ábra valóban a kerék és a küllõk alakját mutatja, hi-
szen egy tárgy pontjainak adott idõpillanatban mért
helyzete definíció szerint a tárgy alakja. A 4.a és 4.b
ábrákon az „adott idõpillanat” kifejezés jelentése
azonban eltérõ: azok a pozíciómérések, amelyek
eredménye a 4.a ábrán látszik, S mérése szerint tör-
téntek azonos idõpontban (még precízebben: ezen
pozíciómérési események t koordinátája volt azonos),
míg a 4.b ábrán megjelenített pozíciómérési eredmé-
nyek S ′ szerint származnak egyidejû pozíciómérési
eseményekbõl (ezek t ′ koordinátája azonos). A 4.b
ábra alapján most már össze tudjuk egyeztetni a ke-
rék ellipszissé kontrahálódott alakját az egyes kerületi
darabok eltérõ hosszkontrakciójával.

Érvelés 3D téridõdiagrammal

A téridõdiagramok olyan vizuális segédeszközök,
amelyek természetüknél fogva egyetlen ábrán egész
történeteket mesélnek el. Szemléletesek, meglepõen
sok információt tartalmaznak nagyon kompakt formá-
ban, gyakorlatilag algebra használata nélkül is kvanti-
tatív eredményeket képesek adni, és erõsítik a fizikai
intuíciót. Pedagógiai értékük felbecsülhetetlen, akkor
is, ha az ember maga akarja a jelenségeket mélyebben
megérteni, és akkor is, ha másoknak akarja érthetõen
elmagyarázni.

Az autókerék-probléma háromdimenziós (3D) jel-
legû: a kerék számunkra érdekes pontjai síkban (két-
dimenziós térben) helyezkednek el, ezt egészíti ki az
idõ, mint harmadik dimenzió. Szemléltetéséhez tehát
a jól ismert (x, ct ) kétdimenziós téridõdiagramok, az
úgynevezett Minkowski-diagramok [4] természetes 3D
általánosítására van szükség (5. ábra ).

Elkészítése úgy zajlik, hogy elõször az x, y és t ten-
gelyeket – a kényelem kedvéért páronként merõleges
irányban – rajzoljuk fel. Természetes, hogy az x és y
tengelyeket ugyanabban a hosszegységben kalibrál-
juk (felesleges bonyolítás lenne például az egyiket
méterben, a másikat hüvelykben). A téridõ egységes
jellegét, a tér- és idõbeli koordináták egyenrangúságát
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úgy hangsúlyozzuk ki hogy, az ábrán a t tengelyt sem

5. ábra. 3D téridõdiagram, amely S és S ′ nézõpontját egyaránt áb-
rázolja.

x

ct

x�

y, y� ct�

t�
= const.

t = const.

másodpercben kalibráljuk, hanem ugyanabban a hossz-
egységben, mint az x és y tengelyeket, például méter-
ben. Ezt az 5. ábrán úgy érzékeltettem, hogy a ten-
gelyre „ct” -t írtam, ahol c – a mindenki által ugyan-
akkorának mért vákuumbeli fénysebesség, mint egye-
temes állandó – most a méter és a másodperc közötti
átváltási tényezõ szerepét tölti be. Az ábra vesszõs
tengelyeit ezután a

Lorentz-transzformációs egyenletek alapján egysze-

(8)

x ′ = γ ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x − v
c

c t ,

y ′ = y és

c t ′ = γ ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

c t − v
c

x

rûen kijelölhetjük. A ct ′ tengelyt definíció szerint
olyan események sora alkotja, amelyek x ′ és y ′
koordinátája 0, az x ′ tengely mentén olyan esemé-
nyek vannak, amelyek y ′ és ct ′ koordinátája 0 stb.
Ezekbõl a feltételekbõl, a (8) egyenletek alapján
könnyen felírhatjuk a három vesszõs tengely egyenle-
tét az (x, y, ct ) koordinátarendszerben, és berajzol-
hatjuk õket az ábrába. Az eredmény: a ct ′ tengely és
az x ′ tengely egyaránt az (x, ct ) síkban van (ez a 4
tengely együtt rajzolja ki a jól ismert kétdimenziós
Minkowski-diagramot), az y ′ tengely pedig egybe-
esik az y tengellyel. A ct ′ tengely ábra szerinti iránya
fizikai érveléssel is azonnal belátható: a ct tengely
nem más, mint az S rendszer origójában nyugvó tö-
megpont (például az autó kereke középpontja) világ-
vonala, így – szimmetria miatt – a ct ′ tengely sem
lehet más, mint az S ′ origójában nyugvó tömegpont
(például az út mellett álldogáló nyúl orra) világvona-
la. Márpedig ez az út mellett álldogáló orr +v sebes-
séggel halad az autókerék közepéhez képest, tehát a

ct′ tengely +v -nek megfelelõ szögben dõl a ct ten-
gelyhez képest az x tengely felé. Az (x, y ) síkkal pár-
huzamos síkok, azaz az olyan események által alko-
tott felületek, amelyek t koordinátája azonos, az S
megfigyelõ egyidejûségi síkjai. Hasonlóképpen azok
az események, amelyeket az S ′ megfigyelõ adott t ′
idõpontban egyidejûleg mér, az (x ′, y ′) síkkal pár-
huzamos sík mentén helyezkednek el. Az 5. ábrán
egy-egy ilyen egyidejûségi sík is látható. Az x, y, ct
tengelyekre az egymást méterenként követõ kalibrá-
ciós osztásokat is rárajzolhatnánk. Ha ez megvan, a
vesszõs tengelyekre sem okozna különösebb nehéz-
séget az egymást méterenként követõ kalibrációs osz-
tások berajzolása. (Például a ct ′ tengely 1 méteres
osztásának pontját úgy kapjuk meg, hogy a (8) egyen-
letrendszert megoldjuk (x, y, ct )-re, (x ′, y ′, ct ′) =
(0, 0, 1) feltétel mellett. Az eredmény az

koordinátájú pont.) E cikkben a 3D téridõdiagramok

(x, y, ct ) =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

v

1 − v 2

c 2

, 0, 1

1 − v 2

c 2

tengelyeire nem rajzoltam hosszegységenként kalibrá-
ciós osztásokat, mert a guruló autókerék szemlélteté-
séhez erre nincs szükség.

Miután bekoordinátáztuk az ábrát, már csak „bele
kell rajzolni a történetet”, azaz az autókereket alkotó
pontok világvonalát. A kerék az S rendszerben forgó-
mozgást végez, kerületi pontjai éppen azzal a v sebes-
séggel keringenek a tengely körül, amellyel az S ′
mozog az S -hez képest. A kerék kerületi pontjainak
világvonalai tehát olyan spirális vonalak, amelyek a ct
tengely (a kerék középpontjának világvonala) köré
csavarodnak, és meredekségük c/v, azaz pont akkora
szögben dõlnek az x-y síkhoz képest, mint a ct ′ ten-
gely. A 6.a ábrán látható a kerületi pontok mozgása a
3D téridõdiagramon. A 6.b, c és d ábrákon erre a 3D
téridõdiagramra különbözõ irányokból „nézünk rá”. A
6.b ábrán „elölrõl” nézzük (az y -y ′ tengely befelé
mutat az ábra síkjába), a 6.c ábrán „felülrõl”, azaz a ct
tengellyel szembenézve, a 6.d ábrán pedig „oldalról
és felülrõl”, éppen a ct ′ tengellyel szembenézve. A 3D
téridõdiagram a feladatra vonatkozó összes lényegi
információt tartalmazza. A kerék S által megfigyelt
alakja – amit úgy kapunk, hogy a spirálisok által kiraj-
zolt hengerfelületet az S egyidejûségi síkjaival el-
metsszük – mindvégig kör marad, a kerületi pontok
pedig egyenközûek. A t ′ = const. ferde síkkal való
metszetre ránézve azonnal kirajzolódik – az (1)–(7)
számolás nélkül – az S ′ által megfigyelt ellipszisalak
és a kerületi pontok összesûrûsödése-ritkulása a kerék
tetején, illetve alján. Képzeletben egymás feletti párhu-
zamos síkokkal elmetszve a spirális hengert, az ábrát
szemlélõ fejben, moziszerûen le tudja játszani a teljes
mozgást mind S, mind S ′ nézõpontjából. Megjegyzés:
a 6.d ábrát körültekintõen kell értelmezni. A t ′ =
const. síkkal alkotott, kis körrel jelzett metszéspontok-
ból itt csakugyan kirajzolódik a felül sûrûbb, alul rit-
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kább ellipszisalakzat (és a sûrûsödés-ritkulás helyesen

6. ábra. A kerék kerületi pontjainak mozgása 3D téridõdiagramon.

x

ct

x�

y, y� ct�

t�
= const.

t = const.

a)

x

x�

ct�

t�
= co

nst.

ct
b)

xx�ct�

y, y�
c)

y, y�

ct xx�

d)

visszaadja a számolásból kapott 4.b ábrát ), azonban a
6.d ábrán megjelenõ ellipszis oldalirányban jobban
össze van nyomva, mint az S ′ által ténylegesen mért
(4.b ábrán látható) kerékalak. Ennek oka az, hogy a
6.d ábrán a kalibrációs osztások (ha berajzoltam
volna õket) nem olyan közûeknek látszanak az x ′
tengelyen, mint az y ′ tengelyen. Hogy a helyes arányú
ellipszisalakot megkapjuk, oldalirányban addig kelle-
ne nyújtani a 6.d ábrát, amíg az x ′ és y ′ kalibrációs
osztásai azonos közûeknek nem látszanak.

A 6. ábrán a kerületi pontok mozgását követtük. A
7. ábra egyetlen küllõ pontjait követi a téridõben. (A
7.a–d ábrák nézetei pontosan megfelelnek a 6. ábra
megfelelõ nézeteinek.) A világvonalak ismét a ct ten-
gely köré csavarodó spirális vonalak, de a kerék kö-
zéppontja felé haladva egyre „függõlegesebbek” és
egyenesebbek, mert egyre lassabban mozgó pontokat
ábrázolnak a téridõben. A 3D téridõdiagramon bo-

nyolult algebra (például a (6) egyenlet numerikus
megoldása) nélkül azonnal, meglepõ természetesség-
gel rajzolódik ki, hogy az S által egyenesnek észlelt
küllõk alakját az S ′ megfigyelõ miért méri görbének.

A 3D téridõdiagramok akkor nyújtják a teljes infor-
mációt, akkor erõsítik leghatékonyabban a fizikai in-
tuíciót, ha valóban „kézbe foghatjuk” és tetszõleges
térbeli irányokból tudjuk szemlélni azokat. Egy folyó-
iratcikkben ez sajnos megoldhatatlan, ezért kellett kivá-
lasztanom néhány nevezetes síkbeli nézetet a 6. és 7.
ábrákhoz. Az ábrák 3D téridõdiagramjait Matlab nyel-
ven számoltam ki. Eredeti változatukban a képernyõn
egérrel tetszõleges irányba forgathatók, tehát igazi pe-
dagógiai értéküket a számítógép képernyõjén mutatják
meg. Azonban akár valóságosan kézbe vehetõ, a diá-
kok között körbeadható makettet is készíthetünk belõ-
le. Egy ilyen makett kezdetleges változatát – a kerék
kerületi pontjainak világvonalát, a koordinátatengelyek
nélkül – mutatják a 8. ábra fényképei. A kerék kerülete
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által a téridõben kirajzolt hen-

7. ábra. A kerék egy küllõjének mozgása 3D téridõdiagramon.

x

ct

y, y�

t�
= const.

t = const.

x�

ct�

a)

x

x�

ct�

t�
= co

nst.

ct
b)

y, y�

xx�ct�

c)
y, y�

ct xx�

d)

8. ábra. A 6. ábra 3D téridõdiagramja, tengelyek nélkül, kézbe fogható változatban.

a) b)

c)

gerfelületet egy chips-es do-
boz felülete szolgáltatja. A do-
boz tetejét a 8.a fényképen lát-
ható módon ferdén, a vízszintes
alsó laphoz képest arctg(v/c) =
38,7°-os szögben levágtam. A
kerületi pontok világvonalát
elõször egy papírlapra nyom-
tattam ki: a papírra párhuzamos
egyenesek kerültek, arctg(c/v)
= 51,3° dõlésszöggel (8.a fény-
kép), majd a papírt a hengerre
ragasztottam (8.b fénykép). A
henger vízszintes alsó lapja az S
inerciarendszer egyik egyidejû-
ségi síkját, ferdén levágott teteje
pedig az S ′ egyik egyidejûségi
síkját jeleníti meg.

A 8.c fényképen a 6.d áb-
rához hasonló nézet látható. A
fényképen jól nyomon követ-
hetõ, hogy a kerék kerületén
az S szerint egyenközû pontok
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(lásd a doboz távolabbi végét) síkbeli elhelyezkedésé-
nek szimmetriája hogyan borul fel S ′ nézõpontjából, és
hogyan lesznek sûrûsödések és ritkulások a kerék tete-
jén és alján (lásd a doboz közelebbi végét).

Záró gondolatok

A cikkben a guruló autókerék alakjának problémáját
tárgyaltam ugyan, de a fõ célom az volt, hogy – egy
konkrét példán keresztül – általában a 3D téridõdiag-
ramok pedagógiai értékérõl meggyõzzem az olvasót.
Lenyûgözõ tulajdonságuk, hogy térben és idõben le-
zajló folyamatokat egyetlen statikus ábrán, részletekbe
menõen jelenítenek meg. Természetükbõl adódóan
csak olyan jelenségek tárgyalásához nyújtanak segít-
séget, amelyek két térbeli dimenzióra szorítkoznak. A
relativitáselméletben több fontos ilyen jelenség van.
Elsõ példaként a Wigner-rotációt (és a szorosan hozzá
kapcsolódó Thomas-precessziót ) említem. A Wigner-
rotáció lényege, egyszerûsített megfogalmazásban: egy
vízszintes irányú löket és egy függõleges irányú löket
egymásutánja nem egyenértékû egy ferde irányú lö-
kettel, viszont egyenértékû egy ferde irányú löket és
egy elfordulás egymásutánjával. Ezt a meglepõ, intuí-
ciónknak ellentmondó jelenségét magától értetõdõ ter-

mészetességgel és szemléletességgel rajzolja ki egyet-
len 3D téridõdiagram. A Wigner-rotáció részletes tár-
gyalása és 3D téridõdiagrammal való szemléltetése
megtalálható az [5] internetes linken. Két további pél-
da, amelyek meggondolását és a hozzájuk tartozó 3D
téridõdiagram felrajzolását az olvasóra bízom: a fény-
szóróeffektus (az elhaladó autó fényszórójának kúp-
szerû fénycsóvája az út mellett álló megfigyelõ mérése
szerint az autó mozgási irányában szûkebb nyílású
kúpra koncentrálódik) és az aberráció (két, egymás-
hoz képest mozgó távcsõ tengelye szöget zár be, ha
ugyanarra a távoli csillagra vannak irányítva). Mindhá-
rom fenti példa (kvantitatív részleteket mellõzõ) szem-
léletes megjelenítéséhez elég egy-egy olyan 3D téridõ-
diagram, amely – a 6–7. ábrákhoz hasonlóan – csak a
koordinátatengelyek irányát mutatja, a kalibrációs osz-
tásokat a tengelyeken nem.
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TÖRÉSMUTATÓ MEGHATÁROZÁSA
SAJÁT MÉRÕESZKÖZ SEGÍTSÉGÉVEL

A szerzõk itt ismertetett munkájukkal 2017. évi myDAQ pályázaton
III. helyezést értek el.

Csatári László 1995-ben fizika – ábrázoló
geometria, 1998-ban informatika szakos ta-
nári diplomát szerzett a Kossuth Lajos Tu-
dományegyetemen. A debreceni Szent Jó-
zsef Gimnázium, Szakközépiskola és Kol-
légiumban tanít. A fizikatanári ankétok
rendszeres résztvevôje, ezeken több alka-
lommal tartott mûhelyfoglalkozást. Legfon-
tosabb kitüntetései: Színpadon a Termé-
szettudomány (2014 – fôdíj), Öveges Jó-
zsef-díj (2014, 2016), Ericsson-díj (2015).

Molnár Tamás a szakgimnázium informa-
tika szakmacsoportjának 10. osztályos ta-
nulója. Szívesen foglalkozik elektronikával,
3D nyomtatással.

Csatári László, Molnár Tamás, Zámbó Szabolcs
Szent József Általános Iskola, Gimnázium,

Szakgimnázium és Kollégium, Debrecen

A National Instruments myDAQ pályázatára beadott
mûvûnkkel munkánkkal egy jól ismert fizikai mérés
számítógépes feldolgozását mutattuk be. A Snellius–
Descartes-törvény a fény törését írja le. Egyszerû szög-
mérések segítségével meghatározható a fénytörõ közeg
törésmutatója. A munkánk célja a klasszikus mérés szá-
mítógépes kiértékelésének megvalósítása volt. Ehhez
saját „gyártású” mérõeszközt készítettünk.

A Snellius–Descartes-törvény

Új közegbe átlépõ fény irányváltozást szenved. Ezt a

törvény fejezi ki, ahol α a beesési, β a törési szög, c1

sinα
sinβ

=
c1

c2

= n21

és c2 a közegbeli fénysebességek, n21 az adott köze-
gekre jellemzõ törésmutató (1. ábra ).
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