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A fizikai mennyiségek között a megmaradó mennyisé-
gek különleges szerepet játszanak, mert általuk csök-
ken a megoldandó mozgásegyenletek száma, vagy
segítségükkel a fizikai rendszerek néhány kvalitatív
tulajdonsága a mozgásegyenletek megoldása nélkül is
megjósolható. Például eldönthetõ, hogy a rendszer
adott kezdõállapotból mely állapotokba nem fejlõdik;
vagy ismert módon a fizikai rendszerek stabilitási tu-
lajdonságainak vizsgálata az energiafunkcionál globális
tulajdonságain alapul. Épp ezért meglepõ, hogy a nem-
gravitációs fizika majd minden területén oly alapvetõ
fontosságú energia-impulzus sûrûség az általános rela-
tivitáselméletben nem jól definiált, illetve a teljes gravi-
tációs energia-impulzus számos furcsasággal rendelke-
zik. Például, minden gravitációs energia-impulzus sûrû-
ség lényegi módon függ attól a koordinátarendszertõl,
amelyben a számolásainkat végezzük [1]; és jól definiált
gravitációs energia-impulzus csupán a téridõ kiterjedt
tartományaihoz rendelhetõ. Ráadásul ez utóbbi nem is
egy háromdimenziós térfogati, hanem csupán egy két-
dimenziós zárt felületi integrál alakját ölti.

A gravitációs energia-impulzus e furcsaságainak
oka a gravitáció univerzális jellege, azaz a Galilei–
Eötvös-kísérletek tanulságait összefoglaló ekvivalen-
ciaelv. De a Galilei–Eötvös-kísérletek a gravitációs
jelenségekrõl szólnak, függetlenül attól, hogy e jelen-
ségekrõl relativisztikus vagy nem relativisztikus elmé-
let keretében kívánunk számot adni. Így a gravitációs
energiával kapcsolatos nehézségek már a Newton-
elméletben is jelentkeznek, feltéve, hogy a Galilei–
Eötvös-kísérletek tanulságait következetesen vesszük
figyelembe. Mivel a Newton-elmélet technikailag sok-
kal egyszerûbb mint az általános relativitáselmélet,
ezért várhatóan a problémák gyökere, fizikai oka is
sokkal világosabban látszódik, mint az általános rela-
tivitáselméletben.

Jelen cikk célja a gravitációs energia-impulzus fenti
furcsaságainak, és e furcsaságok okának bemutatása.
Így az írás elsõ felében a gravitáció Newton-féle elmé-
letében vizsgáljuk a gravitációs energiával kapcsola-

tos problémákat, és az általános relativitáselmélet
teljes gravitációs energia-impulzusát csupán a dolgo-
zat második részében diszkutáljuk.

A newtoni gravitációelmélet

A Newton-féle gravitációelmélet szerint egy adott
inerciarendszerben (xi, i =1, 2, 3, Descartes-koordiná-
tákkal) a gravitációs erõteret egy φ skalárfüggvénnyel
írjuk le, és ennek gradiense, pontosabban −∂iφ, a gra-
vitációs térerõsség. Így ha egy mt tehetetlen és mg
gravitációs tömegû pontrészecskét helyezünk ezen
erõtérbe, akkor Newton második axiómája értelmé-
ben a tömegpont mozgásegyenlete:

ahol a pont idõ szerinti deriválást jelöl. (Emlékeztetõül

(1)mt ẍ i = −mg ∂
iφ ,

megjegyezzük, hogy e két tömegfogalom a tömegpon-
tok/testek elvben két teljesen független tulajdonságát
jellemzi: míg a tehetetlen tömeg azon tulajdonság mér-
téke, hogy a tömegpont/test a rá ható adott erõ során az
erõ jellegétõl függetlenül milyen nehezen gyorsítható; a
gravitációs tömeg annak mértéke, hogy a tömegpont/
test milyen „erõsen reagál” – azaz mekkora erõt „érez” –
egy adott gravitációs erõtérben, illetve – a 3. Newton-
axióma és Newton tömegvonzási formulája miatt – mi-
lyen erõs gravitációs erõteret hoz létre. mg tehát az elekt-
romosan töltött pontrészecske töltésével analóg.)

A φ térváltozóra vonatkozó téregyenlet a jól ismert
Poisson-egyenlet,

ahol ρg a forrás gravitációstömeg-sûrûsége és G a

(2)∂i ∂i φ = 4 π G ρg ,

Newton-féle gravitációs állandó. (2) a φ -t lokálisan
csak egy

ambiguitás erejéig határozza meg egyértelmûen, ahol

φ (x ) →φ (x ) Ci x i φ 0

Ci és φ0 tetszõleges valós konstansok. Ha a −∂iφ gra-
vitációs térerõsségnek jól definiált fizikai jelentése
van, akkor nyilván Ci = 0. Legyen D ⊂ 3 egy tarto-
mány a háromdimenziós térben. Ekkor a gravitációs
forrás gravitációs tömegének D -be esõ része a (2)
Poisson-egyenlet miatt még az

�

�

alakba is írható, ahol a jobb oldali kifejezés a D tarto-

(3)MD := ⌡
⌠
D

ρg d3 x = 1
4 π G ∂D

v i ∂iφ dS

mány ∂D határára (mint kétdimenziós zárt felületre )
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vett integrál. Itt vi a ∂D felület kifelé irányított egység-
normálisa. A (3) természetesen invariáns a potenciál
φ (x )→φ (x )+Ci x

i +φ0 alakú transzformációira nézve,
hiszen egy konstans Ci vektormezõ tetszõleges zárt
felületre vett integrálja zérus.

A (3) tehát hasonló az elektrosztatika Gauss-tételé-
hez, ahol a D tartományban levõ elektromos töltést
megadhatjuk az elektromostérerõsség-fluxus D hatá-
rára vett integráljaként is. Ezen analógia az alapja an-
nak a sokszor hallható állításnak, hogy a newtoni
gravitációelmélet mind formalizmusát, mind tartalmát
illetõen lényegében az elektrosztatikával azonos, így
annak oktatásával nem kell külön foglalkozni. Látni
fogjuk azonban, hogy ez a vélekedés alapvetõen hi-
bás: a gravitáció a kölcsönhatások között kivételes
jellegû, és ennek oka a Galilei–Eötvös-kísérleteken
alapuló ekvivalenciaelv.

Mielõtt rátérnénk e kísérletek tanulságainak diszku-
tálására – az elektrosztatikai analógiát követve –, ve-
zessük be a gravitációs erõtér energiasûrûségét az

definícióval. A negatív elõjel fizikai jelentése az,

:= − 1
8 π G

∂iφ ∂iφ (4)

hogy a gravitációs tömeg nemnegativitása (és így a
gravitáció vonzó jellege) miatt a Newton-elméletben
a gravitációs energia kötési energia. Valóban, egysze-
rû számolás mutatja, hogy ha például egy adott R
sugarú, gömbszimmetrikus, homogén tömegeloszlá-
sú golyót akarunk felépíteni olyan pontrészecskék-
bõl, amelyeket a végtelenbõl szállítunk a felépülõfél-
ben lévõ r < R sugarú golyó felszínére, akkor a gravi-
tációs erõtér által a pontrészecskéinken végzett ösz-
szes munka éppen a − teljes háromdimenziós térre
vett integrálja.

A (4) kifejezés a Poisson-egyenlet fundamentális
megoldásával azonban a Newton-elmélet által leírt
anyag + gravitáció rendszerek belsõ instabilitását
mutatja. Valóban, a (2) tipikus megoldása 1/r alakú,
így ~ 1/r 4, aminek a teljes térre vett

integrálja alulról nem korlátos. Tehát a Newton-elmé-

⌡
⌠

3

d3x

lettel leírt anyag + gravitáció csatolt rendszerbõl elv-
ben tetszõlegesen nagy energia vonható ki a gravitá-
ciós kötési energia minden határon túl való növelése,
azaz a forrás anyagának egyre kisebb és kisebb tér-
részbe zsúfolása árán. Látni fogjuk, hogy az általános
relativitáselmélet orvosolja ezt a nehézséget, mert az
általános relativitáselméletben a teljes energia nem
negatív.

Jól ismert a Galilei–Eötvös-kísérletek eredménye,
azaz bármely anyag/részecske gravitációs tömege
arányos annak tehetetlen tömegével, és ez az ará-
nyossági tényezõ független a test anyagi minõségétõl,
illetve a részecske típusától. Másként fogalmazva, az
mg /mt „fajlagos gravitációs tömeg” minden anyagra
és részecskére azonos. Így megfelelõ egységválasztás-

sal mg = mt elérhetõ (és így a g és t indexek elhagyha-
tók). Ez tehát nem a priori igazság, hanem kísérleti
tény. Ekkor azonban az (1) mozgásegyenlet a tömeg-
pontra vonatkozó semmilyen specifikus tulajdonságot
sem tartalmaz: minden tömegpont adott gravitációs
térben azonos módon mozog. Ez a szabadesés uni-
verzalitásának elve.

Most tegyük fel, hogy az (1) mozgásegyenletben a
−∂iφ gravitációs térerõsség egy konstans vektormezõ.
Ekkor a mozgásegyenlet épp olyan alakú, mintha egy
egyenletesen gyorsuló vonatkoztatási rendszerbõl néz-
ve írnánk le egy szabadon mozgó tömegpont mozgá-
sát. Tehát a homogén gravitációs erõtereket semmi-
lyen mechanikai kísérlettel sem tudjuk megkülönböz-
tetni az egyenletesen gyorsuló tehetetlenségi erõte-
rektõl. Ezt a kísérleti tényt emelte Albert Einstein elv
rangjára, mondván, hogy nem csak mechanikai, de
semmilyen kísérlettel sem tudunk e két erõtér között
különbséget tenni. Ez az ekvivalencia elve. Most –
röviden – ezen elv három egyszerû következményét
diszkutáljuk.

Elõször, mivel a homogén gravitációs és az egyen-
letes gyorsulású tehetetlenségi erõtereket elvben sem
tudjuk megkülönböztetni, ezért a gravitációs térerõs-
ségben megjelenik egy ∂iφ→ ∂ iφ +Ci ambiguitás, ahol
Ci egy tetszõleges, konstans vektormezõ; épp az, mint
amit a Poisson-egyenlet megoldása kapcsán fent már
említettünk. Ez az ambiguitás egyúttal az inerciarend-
szerek meghatározásában is jelentkezik.

Másodszor, a gravitációs erõtér ambiguitásmentes
tartalmát a φ térváltozó ∂ i∂jφ második deriváltja jele-
níti meg. Ezt árapályerõnek is nevezzük, mert ez a
mennyiség bukkan fel a Hold által a Föld óceánjaiban
keltett árapályjelenség számolásában. Valóban, ha

és két egymás közelében mozgó tömeg-x i
0 (t ) x i (t )

pont pályája, akkor (1) miatt ezek

relatív gyorsulására adódik, hogy

ξ i (t ) := ẍ i (t ) − ẍ i
0 (t )

∂i∂jφ -t spúrra és spúrmentes részre felbontva és fel-

ξ i = − ∂iφ (x ) ∂iφ (x0) − ∂i ∂jφ (x0) ξ
j.

használva (2)-t, kapjuk, hogy

A spúr tehát a testekben izotróp, míg a spúrmentes

(5)∂i ∂jφ = 4 π
3

ρ δ ij

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∂i ∂jφ − 1
3
δ ij ∂k ∂

kφ .

rész nyíró deformációt eredményez. A gravitáció te-
hát egy tenzoriális, kvadrupól jellegû kölcsönhatás;
ellentétben az elektrodinamika vektoriális, dipól jel-
legével.

Talán érdemes megjegyezni, hogy az általános rela-
tivitáselmélet newtoni (gyenge tér) közelítésében a
metrikus tenzor nem triviális része a φ térmennyiség-
re, a (nem tenzoriális) Christoffel-szimbólumok a ∂iφ
térerõsségre és a görbületi tenzor komponensei a
∂i∂jφ árapályerõre redukálódnak.

¨

¨
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Végül, bár a gravitációs forrás (3) által adott MD
tömege a ∂iφ → ∂ iφ +Ci ambiguitás ellenére jól defi-
niált, sem az gravitációsenergia-sûrûség sem az

integrállal értelmezett teljes energiafunkcionál nem jól

⌡
⌠

3

d3 x

definiált. Valóban, ha p a háromdimenziós tér adott,
tetszõleges pontja, akkor mindig található olyan
egyenletesen gyorsuló vonatkoztatási rendszer, hogy
ebbõl a rendszerbõl nézve a p pontban a gravitációs
térerõsség, és ezzel együtt az gravitációsenergia-
sûrûség is zérus; vagy akármilyen nagy érték (egy
másik megfelelõ gyorsuló rendszerbõl nézve). A gra-
vitációsenergia-sûrûség nem jól definiált, a gravitá-
ciós energia nem lokalizálható pontra.

Newtoni gravitációelmélet speciális
relativisztikus korrekciókkal

A speciális relativitáselmélet szerint a testek tehetetlen
tömege függ az energiatartalmuktól, azaz bármely
energiához, illetve energiaeloszláshoz tartozik egy te-
hetetlen tömeg, illetve tömegeloszlás. Ekkor azonban a
tehetetlen és gravitációs tömeg azonossága miatt min-
den energia a gravitációs erõtér forrása. Például egy
forró vasgolyó erõsebb gravitációs erõteret hoz létre,
mint ugyanaz a vasgolyó alacsonyabb hõmérsékleten,
hiszen a magasabb hõmérsékletû test belsõ energiája
nagyobb az alacsonyabb hõmérsékletûénél. Hason-
lóan, a gravitációs erõtér energiája magának a gravitá-
ciós erõtérnek is forrása – pontosabban, a (4) negatív
definit jellege miatt ez csökkenti a newtoni gravitációs
erõteret. Így e tagokat relativisztikus korrekcióként
hozzá kell adni a (2) jobb oldali forrástagjához:

ahol u a forrás belsõ energiájának sûrûsége. Az (4)

(6)∂i ∂iφ = 4 π G ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

ρ 1

c 2
u ,

által adott alakját beírva, kapjuk, hogy ez φ -re egy
nemlineáris Poisson-egyenlet. Érdemes megjegyezni,
hogy – két további relativisztikus korrekcióval együtt
– (6) egzakt egyenletként megkapható a sztatikus
gravitációs terekre felírt Einstein-egyenletekbõl is [2].

Végül számoljuk ki a D ⊂ 3 tartományban az anyag
+ gravitáció csatolt rendszer energiáját a (6) által defi-
niált elméletben. Ez nem más, mint a (6) jobb oldali
forrástagjának térfogati integrálja:

Azonban bármely konstans vektormezõ fluxusának

(7)

ED := ⌡
⌠
D

c 2 ρ u d3 x =

= c 2

4 π G ∂D

v i ∂iφ dS .

zárt felületre vett integrálja zérus, ezért a gravitációs

térerõsségben meglévõ ∂iφ → ∂ iφ +Ci ambiguitás elle-
nére ez az ED úgynevezett kvázilokális energia már jól
definiált, s azt kétdimenziós, zárt felületi integrál
alakjában kaptuk meg.

Összefoglalva: a (7) jól definiáltságát (a ∂iφ→ ∂ iφ +Ci
ambiguitás ellenére) az a három feltevés eredményezte,
hogy 1) figyelembe vettük a gravitációs forrás /c 2

relativisztikus korrekcióját; 2) nem csupán a gravitációs
erõtér, hanem az anyag + gravitáció csatolt rendszer
energiáját számoltuk; 3) nem sûrûség jellegû, hanem
integrális kifejezést kerestünk. E három feltevés már
meghatározza azt a stratégiát, amelyet követve az álta-
lános relativitáselméletben jól definiált (teljes) energia-
impulzus kifejezést határozhatunk meg.

Energiasûrûség az általános
relativitáselméletben

Az általános relativitáselméletben a φ függvény – mint
a gravitációs erõtér állapothatározója – szerepét a
négydimenziós gab metrikus tenzor veszi át; és az ek-
vivalenciaelv alapján megmutatható [3], hogy bármi-
lyen, a téridõ-geometria operatív meghatározására
irányuló kísérlet a gab által definiált téridõ-geometriát
eredményezi. A metrikus tenzor tehát kettõs szerepet
játszik: az a gravitációs térváltozó és egyben a téridõ-
geometriát is definiálja. Az általános relativitáselmélet-
ben nincsenek olyan, a dinamikai változóktól függet-
len és metrikus jelentéssel is bíró koordináták, mint
amilyenek a Descartes-koordináták a Minkowski-tér-
idõben. A metrika e kettõs szerepe a forrása számos
nehézségnek, és speciálisan a gravitációs energia-im-
pulzus nem lokalizálhatóságának is.

Formálisan – kiindulva például az elmélet Einstein
által adott Lagrange-függvényébõl – egy olyan kifeje-
zést konstruálhatunk, ami analóg az anyag energia-
impulzus tenzorával. Ez a Christoffel-szimbólumok
egy homogén kvadratikus kifejezése. Viszont a diffe-
renciálgeometriából ismert, hogy bármely nem zárt
görbe egy környezetében mindig be tudunk vezetni
egy olyan koordinátarendszert, hogy ebben a Chris-
toffel-szimbólumok mindegyike zérus a görbe pont-
jaiban. Így a fenti kifejezés nem lehet egy jól definiált
fizikai mennyiség, ugyanis a görbét egy megfigyelõ
világvonalának választva azt kapnánk, hogy a gravitá-
ciós energia-impulzus sûrûséget a megfigyelõ zérus-
nak vagy nem zérusnak méri attól függõen, hogy mi-
lyen koordinátarendszert használ. Természetesen egy
jól definiált energia-impulzus sûrûség komponensei-
nek értéke függ a választott vonatkoztatási (és ezzel a
megfelelõ koordináta) rendszertõl, de az energia-im-
pulzus sûrûség összes komponensének eltûnése vagy
nem eltûnése már nem. A fenti kifejezés tehát lényegi
módon függ a számolások végigviteléhez szükséges
koordinátarendszertõl, így az csupán egy úgynevezett
pszeudotenzoriális mennyiség.�
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Az elmélet hamiltoni megfogalmazásában ugyanez
a nehézség egy másik alakban jelentkezik: az Ein-
stein-elmélet teljes Hamilton-függvénye a téregyenle-

SZABADOS B. LÁSZLÓ: A GRAVITÁCIÓS ENERGIA-IMPULZUSRÓL 185



tek teljesedése esetén csupán egy (végtelenbe kinyú-

1. ábra. Λ = 0 mellett egy lokalizált gravitációs forrás terének a sematikus téridõdiagramja.
A téridõ aszimptotikusan sík. Σ1 és Σ2 két aszimptotikusan sík, a térszerû végtelenbe (i0)
kifutó térszerû hiperfelület. A forrás a jövõ fényszerû végtelenbe (I +) kifutó N1 és N2 fény-
szerû hiperfelületekkel definiált u1, illetve u2 retardált idõpillanatok között gravitációsan
sugároz. E sugárzás fényszerû irányokban távolodik a forrás világcsövétõl.

i0

I
+

N1

N2

S u
�
( )

u

S1

S2

S
�

ló) térszerû hiperfelület végtelenbeli határára vett
kétdimenziós, zárt felületi integrálra redukálódik. A
Hamilton-függvénynek nincs peremintegrálra át nem
alakítható térfogati integrál része, aminek integrandu-
sát jól definiált gravitációs energia-impulzus sûrûség-
ként azonosíthatnánk. A gravitációs energia-impul-
zus nem lokalizálható pontra, az jól definiált fizikai
mennyiségként csak a téridõ kiterjedt tartományai-
hoz rendelhetõ.

A teljes energia-impulzus az általános
relativitáselméletben
A Λ = 0 eset

Hogy világosan lássuk, hogy a teljes gravitációs ener-
gia-impulzust miért úgy definiáljuk ahogy, nézzünk
egy lokalizált gravitációs forrást. Ha az Einstein-
egyenletekben a Λ kozmológiai állandó zérus, akkor a
forrástól (illetve a téridõben annak világcsövétõl mind
térszerû, mind fényszerû irányokban) távolodva a
téridõ görbületi tenzora minden határon túl csökken,
zérushoz tart. A téridõ tehát a forrástól nagy távolsá-
gokra a Minkowski-téridõhöz válik hasonlatossá (1.
ábra ). Megengedjük, hogy a forrás valamely, a végte-
lenbe kifutó N1 fényszerû hiperfelülettel definiált u1
retardált idõpillanat után gravitációs hullámokat emit-
táljon, és ez az emisszió egy késõbbi, N2 hiperfelület-
tel definiált u2 retardált idõpillanat után megszûnjön.
A gravitációs sugárzás fényszerû irányokban távolod-
va fut ki a végtelenbe. A fizikai probléma tehát analóg
az elektrodinamikából jól ismert Hertz-dipól problé-
mával; és ez az analógia segít a gravitációs teljes ener-
giakifejezések mögötti fizikai kép megértésében is.

Zérus kozmológiai állandó mellett az általános rela-
tivitáselmélet standard teljes energiakifejezése az

(8)E :=
S∞

B dS

alakot ölti. Kérdés, hogy mi az integ-
rációs tartomány, és hogy hogyan
válasszuk meg az integrandust. Az
Arnowitt, Deser és Misner (ADM) [4]
által javasolt energiaintegrálban S∞ a
téridõ (megfelelõ jól definiált érte-
lemben vett) aszimptotikusan sík
térszerû Σ hiperfelületének végtelen-
beli pereme, míg az integrandus az e
hiperfelületen indukált háromdimen-
ziós (térbeli) metrika aszimptotikus
Descartes-koordinátáiban vett kom-
ponenseinek az 1/r szerinti sorfejté-
sében megjelenõ vezetõ kifejtési
együtthatók, mint (θ,φ ) függvények
egy kombinációja. A Minkowski-tér-
idõ t = constans hipersíkjai, amelyek
segítségével a Hertz-dipól problémá-
ban a teljes megmaradó energiát ér-

telmezzük, ilyen hiperfelületek. Az ADM-energia nem
triviális tulajdonsága, hogy az megmaradó abban az
értelemben, hogy a számolást egy másik, de szintén
aszimptotikusan sík (és az elõzõhöz képest aszimpto-
tikusan nem busztolt) térszerû hiperfelületre megismé-
telve, az energia elõbbi értékét kapjuk.

Az ADM-energiánál azonban talán még érdekesebb
az úgynevezett Bondi-energia [5], ami a rendszer dina-
mikáját is jellemzi. Ez is (8) alakú, de az integrációs tar-
tomány most a kifutó, fényszerû N hiperfelületek végte-
lenbeli S∞(u ) pereme, míg az integrandus a metrika
aszimptotikusan fényszerû koordinátákban megadott
komponenseinek az 1/r szerinti kifejtési együtthatóiból
épül föl. Ez a kifejezés tehát függ az u retardált idõtõl,
és a Bondi-energia nem triviális tulajdonsága, hogy az
az u -nak monoton csökkenõ függvénye. Az EB(u)
Bondi-energia u -függésének, illetve monoton csökkenõ
jellegének jelentése az, hogy valamely u1 és u2 > u1 re-
tardált idõpillanatokhoz tartozó Bondi-energiák EB(u1) −
EB(u2) különbsége a lokalizált rendszerbõl a sugárzás
által elvitt energiát méri, illetve a monotonitás miatt a
sugárzás által a rendszerbõl elvitt energia pozitív.

De vajon maguk az EADM és EB(u ) teljes energiák is
pozitívak? Ezt a kérdést válaszolja meg a pozitív ener-
giatétel [6]: ha az anyag lokális energiasûrûségét min-
den megfigyelõ nemnegatívnak méri és lokális energia-
áramát kauzális vektornak látja (azaz a kont-T a

b V b

rakció jövõirányított kauzális vektor minden jövõirá-
nyított idõszerû Va vektorra), akkor EADM, EB(u ) ≥ 0.
EADM = 0 vagy EB(u ) = 0 bármelyike ekvivalens a téridõ
lokális Minkowski-jellegével. Ez a tétel a fekete lyukakat
tartalmazó téridõkre is igaz. Ez a modern relativitásel-
mélet egyik legfontosabb eredménye, amin nagyon sok
eredmény alapul. Ezek közül csak egyet említünk meg:
az Einstein-elmélet alapállapota (zérus kozmológiai
állandó és „normál” anyag mellett) a Minkowski-téridõ,
és (a tétel második, úgynevezett rigiditási része miatt)
ez lokálisan stabil alapállapot is. A Newton-elmélettel
ellentétben tehát egyetlen fizikai rendszerbõl sem von-
ható ki korlátlanul nagy energia a gravitációs kötési
energia minden határon túli növelése árán.

�
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Bár a Newton-elméletben az energia önmagában

2. ábra. Ha Λ > 0, akkor a téridõ aszimptotikusan állandó pozitív görbületû. A téridõ I kon-
formis végtelenje, ahova a gravitációs sugárzás kifut, most térszerû.

u u
I S u

�
( )

N1

N2

egy jól definiált fizikai mennyiség, a relativitáselmélet-
ben az csupán egy négyesvektor egyetlen komponen-
se. Valóban, mind az ADM-, mind a Bondi-energia
csupán az idõkomponense egy-egy energia-impulzus
négyesvektornak, és e vektorok térbeli impulzusrésze
az elõzõ fejezetben említett hamiltoni, illetve pszeu-
dotenzoriális módszerek felhasználásával is meg-
konstruálható. E vektorokkal átfogalmazva a pozitív
energiatétel azt állítja, hogy e vektorok jövõirányítot-
tak és idõszerûek; az eltûnésük pedig a téridõ lokális
Minkowski-jellegével ekvivalens.

Az ADM és Bondi-féle energia-impulzus két külön-
bözõ szituációra vonatkozik, és teljesen más módszer-
rel lett bevezetve. Ez felveti azt a kérdést, hogy
nincs-e a háttérben egy olyan univerzális konstrukció,
amelynek speciális eseteként mind az ADM, mind a
Bondi-féle energia-impulzus megkapható? Horowitz
és Tod [7] kétkomponensû spinorok felhasználásával
megmutatta, hogy ilyen konstrukció létezik, és az

alakú. Az integrandus a λA Weyl-spinormezõ és

(9)Pa σA B ′
a λA λB ′ =

S

u (λ, λ ) dS

komplex konjugáltja elsõ deriváltjának egy kifejezése.
λA -t az S (= S∞ vagy S∞(u )) felület pontjaiban a téridõ
aszimptotikus transzlációi spinorösszetevõinek vá-
lasztva e spinormezõk egy kétdimenziós komplex
vektorteret alkotnak. E térben egy bázist rögzítve a
spinormezõ konstans λA, A =0, 1, komponensekkel is
megadható. Ekkor a négyesimpulzus Pa, a =0, …, 3,
komponenseit (9) definiálja, ahol a négy SL (2, )σA B ′

a

Pauli-mátrixot jelöli.

A Λ > 0 eset

Távoli Ia típusú szupernóvák luminozitás-vöröseltoló-
dás diagramjának analízise alapján két független aszt-
rofizikus csoport is arra a következtetésre jutott, hogy
az Univerzum gyorsulva tágul [8]. E jelenség legegysze-
rûbb magyarázata az, hogy az Einstein egyenletekben
van egy nagyon kicsi, de pozitívΛ kozmológiai állandó.
Habár ez a kozmológiai állandó sok számolásban (pél-

dául egy csillag gravitációs összeom-
lásának számolásában) elhanyagolha-
tó, kozmológiai skálán, vagy olyan
problémákban, amelyekben a téridõ
aszimptotikus szerkezete szerepet ját-
szik, a Λ pozitív voltának jelentõsége
van. Ilyen a gravitációs energia-im-
pulzus értelmezése és tulajdonságai-
nak a tisztázása is.

Valóban, ha Λ > 0, akkor egy lo-
kalizált forrás gravitációs tere már
nem aszimptotikusan sík, hanem egy
aszimptotikusan állandó pozitív gör-
bületû, úgynevezett aszimptotikusan
de Sitter-téridõvel írható le, amelynek
aszimptotikus szimmetriacsoportja a

félegyszerû SO (1,4) de Sitter-csoport. Így az ilyen tér-
idõkben nem létezik természetes módon kiválasztható
aszimptotikus transzláció. Ráadásul a téridõ I konfor-
mis végtelenje, ami Λ = 0 esetben fényszerû volt, most
térszerû (2. ábra). Mivel az aszimptotikus szimmetriák
I -t önmagába kell vigyék, a végtelen közelében minden
aszimptotikus szimmetria térszerû kell legyen. De, ha az
aszimptotikusan de Sitter-téridõkben nincs semmilyen
természetes módon definiált aszimptotikus (idõ-) transz-
láció, akkor például egy Bondi-típusú energia-impulzust
hogyan lehet értelmezni?

Láttuk, hogy a Λ = 0 esetben az ADM és Bondi ener-
gia-impulzust sikerült egységes alakban, az u (λ, λ )
integráljaként (de a spinormezõk és az integrációs tar-
tományok más-más megválasztása mellett) megkapni.
Ezért most is ebbõl az univerzális alakból célszerû kiin-
dulni [9]. Mivel a Bondi energia-impulzus megfelelõjét
keressük, az integrációs tartomány most is egy, a végte-
lenbe kifutó fényszerû hiperfelület végtelenbeli pere-
me. De az aszimptotikusan de Sitter-téridõkben nincse-
nek természetes módon meghatározott aszimptotikus
transzlációk, így a λA spinormezõt nem tudjuk a priori
elõírni. A vizsgálataink során az egyetlen kritériumunk
a formalizmus matematikai önkonzisztenciája (pél-
dául az integrál végességének a követelménye) lehet.
Meglepõ módon, a formalizmus maga meghatározza a
λA spinormezõt: az ki kell elégítse Penrose 2-felületi
twisztoregyenletét. Ez egy lineáris elliptikus parciális
differenciálegyenlet, megoldásai egy négydimenziós,
komplex vektorteret alkotnak. Így ha a λA megoldás
által meghatározott twisztort Zα jelöli, akkor a

elõírással egy 4×4-es Hαβ ′ komplex mátrixot értel-

(10)Hαβ ′ Zα Zβ ′ =
S∞(u )

u (λ, λ ) dS

mezhetünk. Megmutatható, hogy ez

�

��

(11)
Hαβ ′ =

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

P Q

−Q P

szerkezetû, ahol P egy 2×2-es hermitikus és Q egy anti-
szimmetrikus komplex mátrix. Így Hαβ′ maga is hermi-
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tikus. Talán érdemes megemlíteni, hogy a fenti általá-
nos analízist a Λ = 0 esetben megismételve azt kapjuk,
hogy a twisztoregyenlet megoldásai épp az aszimptoti-
kusan sík téridõk aszimptotikus transzlációinak spinor-
összetevõit adják; (11)-ben Q = 0, míg P épp a Bondi-
féle négyesimpulzus spinoralakja lesz. A Λ > 0 esetben
tehát az aszimptotikus transzlációk helyébe a 2-felületi
twisztorok, a valós energia-impulzus négyesvektor he-
lyébe pedig a H αβ ′ hermitikus mátrix lép.

De rendelkezik-e a H αβ ′ valamilyen nem triviális,
„hasznos” tulajdonsággal is? Bizonyítható, hogy H αβ ′-
ra ugyanaz a pozitivitási és rigiditási tulajdonság igaz,
mint a teljes energia-impulzusokra a Λ = 0 esetben: a
pozitív energiatétel feltételei mellett H αβ ′ pozitív defi-
nit, és H αβ ′ = 0 akkor és csakis akkor, ha a téridõ lo-
kálisan de Sitter-féle. E tétel azt a régi sejtést támasztja
alá, hogy pozitív kozmológiai állandó mellett az Ein-
stein-elmélet alapállapota a de Sitter-téridõ, és az lo-
kálisan stabil.
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ANYAGTUDOMÁNY SZÁMÍTÓGÉPPEL – 1. rész

Az MTA Fizikai Osztálya 2018. május 10-i tudományos ülésén azo-
nos címmel elhangzott elõadás bõvített, írott változata.

Pusztai Tamás (45) az MTA doktora, az
MTA Wigner Fizikai Kutatóközpont tudo-
mányos tanácsadója. Kutatásait a számító-
gépes anyagtudomány területén végzi, azon
belül is elsõsorban a megszilárdulás során
kialakuló növekedési formák fázismezõmo-
dellel történõ leírásával foglalkozik.

Pusztai Tamás
Wigner Fizikai Kutatóközpont, SZFI Kísérleti Szilárdtestfizikai Osztály

A mostani és a következõ számban megjelenõ kétré-
szes cikk témája a számítógépes anyagtudomány. Itt,
az elsõ részben általános áttekintést szeretnék adni az
anyagtudomány helyzetérõl, különösen az új anyagok
minél gyorsabb kifejlesztésének igénye kapcsán fel-
merülõ kihívásokról és kezdeményezésekrõl, amely-
ben a számítógépes anyagtudománynak fontos szere-
pe van. A második részben pedig bemutatok néhány
olyan, csoportunk által végzett munkát, amelyek azt
illusztrálják, hogy a számítógépekkel végzett szimulá-
ciók miként segíthetik az anyagtudományi folyamatok
megértését és miként kapcsolódhatnak valós, gyakor-
lati problémák megoldásához.

Az anyagtudomány fejlõdése

Történelme során az emberiség egyre több tárggyal és
eszközzel vette és veszi körbe magát. Ezeket túlnyo-
mó részt speciálisan valamilyen feladatra – például
saját védelmére, élelmének megszerzésére vagy elõál-
lítására, helyváltoztatásának elõsegítésére stb. – készí-
ti. A múlt század derekáig úgy gondolták, hogy az
emberi fajt éppen ez a céltudatos eszközkészítésre
való képessége emeli ki az állatvilágból. Ezt a széles
körben elfogadott vélekedést borította fel Jane Godall
1960-ban tett megfigyelése, aki a tanzániai Gombe
Nemzeti Parkban – lényegében a csimpánzok közé
költözve – közvetlen közelrõl tanulmányozta egy cso-
port életét. Az egyik megfigyelt példány nem csak egy
fûszálat termeszvárba dugva majd azt lenyalogatva
„horgászott” termeszeket, hanem vékonyabb ágakat
letörve, a rajta levõ leveleket letépve e feladatra készí-
tett célszerszámot [1]. A megfigyelésre érkezett Louis
Leakey -tõl, a kor egyik vezetõ paleoantropológusától
a következõ, híressé vált mondat: „Mostantól vagy
újra kell definiálnunk az eszköz fogalmát, vagy az
ember fogalmát, vagy embernek kell elfogadnunk a
csimpánzt.” [1]. Az azóta eltelt idõben más fajokról is
kimutatták, hogy képesek eszközöket elõállítani. Nem
közismert, hogy ilyen téren egyes madarak, például a
varjak is meglehetõsen intelligensnek számítanak.
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