A FIZIKA TANITASA

GONDOLATOK AZ EOTVOS-VERSENY 1. PELDAJAROL

2. rész: a teljes mozgds numerikus megolddsa

Sarlodas

A 2016. évi Edtvos-verseny elsG példdja a sarlodasi
erén alapult. A strlodasi erd a fizikaoktatas egyik elég
zavaros pontja, nemcsak a kozépiskoldkban, hanem
az egyetemeken is. Ez egy olyan erd, amit nem lehet
olyan szép képletben megfogalmazni, mint a Cou-
lomb-erét vagy a Newton-féle graviticids erét. Még
olyan alakban sem, mint a Stokes-féle erét, pedig az is
disszipativ.

Ugy tanuljuk, hogy a strlodasi eré nem fligg sem a
sebességtdl, sem a felilet alakjatol vagy nagysagatol.
Ha ez abszolut igaz lenne, akkor sem sielni, sem kor-
csolyazni nem lehetne. Nem terveznének széles, bo-
nyolult mintazata autégumikat, nem lenne ilyen gaz-
dag ismeretviligunk. Mindezek ellenére a surlddasi
torvény — ahogy tanuljuk — sok helyen alkalmazhato.

A gyakorlati életben jo kozelités, ha feltesszlk,
hogy van egy tapadasi és egy csuszasi surlodasi
egyltthatd. Ameddig a feltilettel parhuzamos eré nem
éri el a nyomoerd és a tapadasi egyttthatd szorzatat,
addig a keét felilet nem mozdul egymashoz képest,
azaz a két felulet 0sszetapad. Ha ennél nagyobb viz-
szintes erével hazunk, akkor a tapadas enged, és a
két felulet elmozdul egymison, felléep egy cstszasi
surlodasi erd, amely a relativ elmozdulas iranyaba
esik és a feliiletek elmozdulasat fékezi.

A tapadasi sarlodasi egytitthatd mindig nagyobb,
mint a csiszasi, ami azt okozza, hogy a cstuszasi erg a
sebességgel csokken. Ez a csokkenés gyakran instabi-
litashoz vezethet, a legtobb esetben ez okozza a re-
csegd, csikorgd hangokat, a kréta csikorgasat is, de
szintén ez okozza a hegedu élvezetes hangjat.

A tapadids mogott dltalaban a két feliilet kozotti ad-
héziot véljiuk felfedezni, azaz a két feliiletet valdjaban a
molekularis erék kotik ossze. A mozgasi sarlodas a
feltlet rticskosségével magyarazhato, egyrészt olyan-
mod, hogy az egyenetlenségek miatt a felileteknek
néha tavolodniuk kell, és amikor Gjra kozelednek,
akkor a rugalmatlan ttkozéssel elveszitik mozgasi ener-
gidjukat, vagy masrészt az energia azaltal vész el, hogy
a feltlet az egyenlétlenség kovetkeztében képlékenyen
deformalodik. Az utobbi eset fordul el6 az autod fékezé-
sekor, amikor a gumi felkenddik az aszfaltra.

Elég érdes feltleteknél nincs tapadas, ekkor a két
surlodasi egytitthatd (a tapadasi és a cstszasi) meg-
egyezik. A legtobb fizikapéldaban ez a helyzet all el6.

388

Tichy Géza — ELTE Anyagfizikai tanszék
Vanké Péter — BME Fizika tanszék
Vigh Maté — ELTE Komplex Rendszerek Fizikdja tanszék

A tapadas nélkili sarlodasi erét a kovetkezd, is-
mert matematikai formulaval irjuk le:
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Amikor a hizas ereje nagyobb, mint a uN,,,, sarlodasi

hatar, akkor a test csuszik a feliileten. Az érdekesebb
eset az, amikor az er6 ennél kisebb. Ha a testnek volt
sebessége, akkor az erdkiilonbséggel fékezddik a test,
amig meg nem all. Ha megallt, akkor a sarlodasi eré
pont akkora, hogy a testre ered$ eré ne hasson, azaz
ne gyorsuljon, és a test nyugalomban marad.

Amikor numerikusan oldunk meg egy dinamikai
problémat, akkor hogyan célszerd ezt a bonyolult
erétorvényt a programba beirni? Legyen egy egyszerd,
egydimenzi6és mozgasegyenletliink, ahol a sarl6dasi
erGt a surlddasi hatar nélkil irjuk be, és egy id6tdl
figgd erGvel huzzuk a testet.
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Az 1. abra e rendszer elmozdulas-idé grafikonjat adja
meg linedrisan n6vekvd, idsfliggs erével. E numeri-
kus szamolasban az erd nulla értéktdl indul és 25-6s
idSegységnél éri el a surlodasi hatarértéket. Az abran
latszik, hogy csak ekkor kezd elmozdulni a test, és
ezutan egyre gyorsabban és gyorsabban cstszik.

A numerikus szamolas anélkdl is ,tudta”, hogy a
testnek nem kell elmozdulnia, hogy a program tartal-
mazna az egyenl6tlenségi feltételt. Ugyanis, ha az er6

+ F(1). (18)

1. abra. Egy surlodo test Gt-id6 dbrazolasa. Az erd nullatol lineari-
san né és 25 idSegységnél éri el a surloddsi hatart.
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2. dbra. A sebesség idofliggése az el6z6 megoldis elején.

gyorsitani kezdi a testet, akkor a sebesség kicsit meg-
nd, am ezt a surlodisi erd mindaddig leallitja, amig az
eré nem nagyobb a cstszas hatarértékénél. Ez jol
latszik a 2. dbrdn, ahol a folyamat legelején — amikor
a test még nem mozdul el — az id6 fliggvényében
nagy nagyitdsban abrizoltuk sebességet.

A versenypélda numerikus megoldasa

Az eredeti feladathoz visszatérve, a numerikus megol-
das most mar kézenfekvd. Felirjuk Newton miasodik
torvényét vektorokkal. Az R(1), V(1) és A (1) fugg-
vény a rajztibla mozgasanak hely-, sebesség- és gyor-
sulasvektorat irja le. A surlodds a mozgo rajztabla és a
test kozott 1ép fel, ezért a sarlddasi erd képletében a
relativ sebességet kell figyelembe venntink.
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Ezt az egyenletet a differencidlegyenletek numeri-
kus megoldasara kidolgozott Runge—Kutta-modszerrel
oldottuk meg. Itt most azt a megoldast mutatjuk be,
amelynek kezdeti feltétele, hogy a test kezdetben az
origbban, nyugalomban volt. A 3. dbra az inercia-
rendszerbeli megoldast, a 4. dbra a rajztabla mozgo,
azaz gyorsul6 rendszerében lévé palyat mutatja. Az
allandosult megoldas hamar bedll, alig telik le egy
teljes periddus. A két gorbe 6sszehasonlitdsabol jol
latszik a két mozgis kozott fazisszog, és a két kor
sugaranak kiilonbozdsége.
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3. dbra. Numerikus megoldas az inerciarendszerben.
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Hatra van még az a kérdés, hogy az allandosult
megoldas stabil-e, azaz ha megzavarjuk a mozgast,
visszatér-e a rendszer az allandésult megoldashoz, és
ugyanahhoz az allandésult megoldashoz tér-e vissza?

A stabilitds vizsgalata

A (19) mozgasegyenlet egy nemlinearis differencidl-
egyenlet, amelyben két fliiggvény, a sebesség két
komponense az ismeretlen. A stabilitasi feltételeket a
linearizalt egyenletbdl tudjuk kiolvasni. Miel6tt elvé-
geznénk a linearizalas miveletét, vezessiik be a

u=v-vV_«u (20)

relativ sebességet. Ezzel a transzformicioval az iner-
ciarendszerbdl a rajztabla rendszerébe térink at.
Ekkor a mozgiasegyenlet:
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Az allandosult megoldas legyen az el6z6 cikkben
meghatarozott u#, Ez a megoldas kielégiti a (21)
egyenletet. Most egy kis perturbdciot (azaz zavart)
adjunk hozza, és igy megolddsunkat z,+du alakban
keresstik. A perturbicio kicsi, ezért linearizalt egyen-
letet irunk fel red. Ez az egyenlet:
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Az allandosult megoldas kovetkeztében |u | = p ©
egy 1d6tSl nem fliggs dllando.

Vizsgaljuk meg azt a két esetet, amikor a zavar se-
bességirany, azaz a sebesség nagysagat noveljuk, és
amikor a zavar merGleges a sebességre, azaz a sebes-
ség iranyat valtoztatjuk. Amikor a perturbacié merdle-
ges a sebességre, akkor ezen egyenletnek exponen-
cialisan lecseng6 megoldasa van
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4. abra. Numerikus megoldas a rajztabla rendszerében.
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5. dbra. A perturbalt mozgas. A perturbalé sebesség merdleges az
allandosult mozgis sebességére.

idéallandoval. A masik eset érdekesebb, mivel ami-
kor a perturbacié parhuzamos a sebességgel, akkor a
szogletes zarojelben 1évé kifelezés nullat ad, azaz a
perturbacié nem cseng le, de nem is novekszik. Ezt
marginalis stabilitisnak nevezziik. Ekkor nagyobb se-
bességgel megy a test, mint a stacionarius sebesség,
de amikor be kellene fordulnia, nem elég a centripe-
talis eré a kormozgas fenntartdsihoz. Kozben az erd
irdnya, azaz az allandosult sebesség iranya is valtozik,
a perturbiacié mar nem tisztan egyiranyu a sebesség-
gel, a merdSleges komponens lecseng, és igy egy Uj
allandosult megoldas 4ll be.

Mivel a parhuzamos modus nem cseng le, a merd-
leges eset sem olyan egyszerd. Itt is valtozik az irany,
és 0j allandosult allapot 4ll be. Az Gj allandosult alla-
pot azt jelenti, hogy a kdormozgas kozéppontja elvan-
dorolt, a koérmozgds tobbi paramétere viltozatlan
marad.

Ennek igazolasara numerikus szamolasokat is vé-
geztink. Kiindulasunk ugyanaz a program, ugyan-
olyan paraméterekkel, aminek megoldasa a 4. dbrdn

Hogyan tanitsuk érdekesebben a kozépiskolai fizikat?
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Akiadvany alapvetéen azonos a szerkeszt6k altal 2016-ban megjelentetett e-kdnyvvel, de

annak szamos nyomdahibajat korrigaltak, és a linkek is frissiiltek.

Minden érdekl6d6nek egy-egy ingyenes példanyt biztositunk, amelyet alairas és iskoldjuk meg-
adasa ellenében személyesen vehetnek at az ELTE Eszaki tomb, Kémia Epiilet 103-as szobdjaban
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6. dbra. A perturbilt mozgis. A perturbdld sebesség egyirinyu az
allandosult mozgas sebességével.

lathat6. Amikor mar bedllt az allandosult allapot, az
eredeti sebesség otodével pillanatszerien megvaltoz-
tattuk a sebességet. Az 5. dbrdan azt latjuk, amikor a
hozzaadott sebesség merGleges, a 6. dbran, amikor az
eredeti sebességgel parhuzamos. Mindkét esetben a
kor eltolodik, de az eltolodas a két esetben mas és mas
iranya. Az abrabodl az is leolvashat6, hogy az Gj allando-
sult allapotok eléréséhez kevés idd is elegendd.

Ha kisérletileg megvalositjuk a feladatot, akkor jol
lathatjuk a stacionarius megoldast. Hosszabb ideig
figyelve, észrevehetjik, hogy a korpalya kozéppontja
szép lassan vindorol. Ez annak kovetkezménye, hogy
nagyon nehéz olyan egyenletes feliletet késziteni,
ahol a sarlodasi egyttthaté mindenttt ugyanaz. Hely-
r6l-helyre egy kicsit valtozik. Ezek az inhomogenita-
sok mind egy kis zavart, perturbdciot jelentenek, és
ez okozza a kozéppont vandorlasat. Ez azonban nem
valtoztatja meg az eredeti feladat megolddsat: az valo-
ban egy kormozgas (a tiblahoz és az inerciarendszer-
hez képest is), amelynek kozéppontja esetleg kicsit
elmozdul, de sugara (jo kozelitéssel) allandd marad.
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