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MIT MOND A KVANTUMELMÉLET AZ ALAGÚTEFFEKTUS
IDÔTARTAMÁRÓL? Pécsi Tudományegyetem Elméleti Fizika Tanszék

Hraskó Péter

Az alagúteffektus valószínûségének a kiszámítása
standard feladat a kvantummechanikában, az effektus
idôtartamának a meghatározása azonban problémát
jelent. Az alagutazási idô fogalmát egy egyszerû gon-
dolatkísérlettel lehet megvilágítani, amelyet egy reális
kísérletbôl kiindulva ismertetek.

Pályakezdôként a KFKI-ban kísérleti magfizikával
foglalkoztam. Neutronok rugalmatlan szóródását ta-
nulmányoztuk különféle magokon. A neutronokat a
H2 +H3 → α+n reakcióban állítottuk elô. Ebben a reak-
cióban határozott v0 sebességû (14 MeV energiájú)
neutronok keletkeznek, de miután rugalmatlanul szó-
ródtak, a sebességük valamilyen kisebb v -re csökken.
Ezt a v -t a neutronok repülési ideje alapján határoztuk
meg (1. ábra ). Azt használtuk ki, hogy a neutronok-
kal egyidejûleg egy alfa-részecske is keletkezik. Ezt az
α-t a keletkezési hely közvetlen szomszédságában
elhelyezett detektorral regisztráltuk és a detektor jelét
használtuk fel egy óraként mûködô késleltetett koin-
cidencia-kör megindítására. Az „órát” a neutrondetek-
tor jele állította le. A rugalmatlanul szórt neutronokat
több méteres úton repültettük mielôtt a detektorig
eljutottak, ezért sebességüket a repülési idejük alap-
ján a szükséges pontossággal meg lehetett mérni. A
repülési idô eloszlásából lehetett megállapítani, mi-
lyen valószínûséggel gerjed fel különbözô energiákra
a neutront szóró atommag.

Ha a neutronok útjába nem teszünk be semmiféle
céltárgyat, akkor ezzel a módszerrel a H2 +H3 → α +n
reakcióban keletkezô neutronok repülési idejét mér-

hetjük meg. Tudjuk, hogy energiájuk 14 MeV, amely-
bôl könnyen kiszámíthatjuk, hogy sebességük a fény-
sebesség körülbelül 17 százaléka: v0 = 0,17c. Néhány
méteres repülési távolság mellett ez nagyságrendileg
t0 ≈ 10−7 s repülési idônek felel meg. Semmi meglepe-
tést sem okozott, hogy a kísérlet valóban a sebesség
alapján várt repülési idôt adta eredményül. Eszünkbe
se jutott csodálkozni azon, hogy a repülési idô kiszá-
mításához nem volt szükség kvantumelméletre.

Eddig tartott a reális kísérlet ismertetése. Képzeljük
el most, hogy a neutronok útjába makroszkopikus
méretû barriert helyezünk el, amely magasabb, mint
14 MeV. Az alagúteffektusnak köszönhetôen néhány
neutron még így is eljut a neutrondetektorba, de va-
jon mennyi idô alatt?

A kérdés megválaszolásához a klasszikus kinema-
tika már nem elég, mert a repülési út barrierre esô
tartományában a sebesség képzetes. A barrier elôtt és
után a sebesség továbbra is v0, de ha a barrier kellôen
széles – mondjuk a teljes repülési távolság fele –, ak-
kor legfeljebb csak azt várhatjuk (de még ebben sem
lehetünk egészen biztosak), hogy a repülési idô t0/2-
nél nem lesz kisebb. De hogy mennyivel lesz na-
gyobb, arról fogalmunk sincs. Ez az ismeretlen idôtar-
tam az alagutazási idô.

Az évtizedek során több javaslat is született az ala-
gutazási idô kiszámítására. 1955-ben Wigner leveze-
tett egy képletet a rugalmas szóródás idôtartamára,
vagyis arra az idôkésésre, amelyet egy E energiájú
részecske szenved el, amikor valamilyen céltárgyon
(atommagon) rugalmasan szóródik. A

képletet kapta, amelyben δ(E ) a rugalmas szórás fá-

Δ τ W = h d δ (E )
dE

zistolása. Azt várjuk, hogy amikor E a céltárgy valami-
lyen gerjesztett nívójának energiájával egyenlô, ΔτW

egyezzen meg a nívó élettartamával és ez való-h/Γ
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ban így is van. A képletét Wigner abból a feltevésbôl
vezette le, hogy a részecskét az E -hez közeli energiá-
jú síkhullámokat tartalmazó hullámcsomagként fogta
fel és a részecske mozgását a hullámcsomag maximu-
mának a mozgásával helyettesítette. Késôbb a képle-
tet felhasználták az alagutazási idô számítására is,
hiszen az alagutazáshoz is határozott δ(E ) fázistolás
tartozik.1

1 A maximumhely mozgási sebességérôl lásd M. W. Mitchell, R. Y.
Chiao: Causality and Negative Group Delays in a Simple Bandpass
Amplifier. Am. J. Phys. 66 (1998) 14.

Egy másik elképzelés szerint a rugalmas ütközés –
és az alagutazás – idôtartamát úgy lehet megbecsülni,
hogy elképzelünk valamilyen homogén mágneses te-
ret, amely a szórócentrum vagy a barrier tartományát
tölti ki (ezen kívül zérus), és gondolatban még azt is
feltételezzük, hogy a szóródó vagy alagutazó részecs-
kének van valamekkora mágneses dipólmomentuma.
Ezután a kvantummechanika alapján kiszámítjuk, hogy
a szóródás vagy az alagutazás folyamán mekkora
szöggel fordul el a dipólmomentum és a Larmor-for-
mula segítségével ebbôl meghatározzuk, mennyi ideig
tartózkodott a részecske a szórócentrum, illetve a bar-
rier tartományában. Ezt a nagyon mesterkélt ΔτL alagu-
tazási idôt nevezik Larmor-idônek. Használatban van
egy harmadik, Büttiker–Landauer-idônek nevezett
alagutazási idô is, amely talán még a Larmor-idônél is
mesterkéltebb. Erre nem térek ki.

Ezek az elképzelések azonban nem lehetnek a vég-
leges válaszok az alagutazási idô kérdésére, mert kü-
lönbözô alagutazási idôkre vezetnek és eleve eldön-
töttnek tekintenek egy fontos kérdést, azt, hogy az ala-
gutazási idônek határozott értéke van, nem pedig vala-
milyen valószínûségi eloszlás egy átlagos érték körül. A
különbözô alagutazási idôk közötti választást és az
eloszlás problémáját nyilván olyan típusú repülésiidô-
méréssel lehet ellenôrizni, amelyrôl fentebb volt szó,
ezért az emberben elkerülhetetlenül felmerül a kérdés,
hogy az alagutazási idôt miért nem közvetlenül az ala-
gutazási idô fogalmát operatíve definiáló repülésiidô-
kísérlet várható eredményének kiszámítása útján hatá-
rozzák meg ahelyett, hogy mesterkélt, másodlagos kri-
tériumokból indulnának ki. Az ok nagyon egyszerû: a
kvantumelmélet nem tud mit kezdeni az olyan kísérle-
tekkel, amelyekben részecskedetektorok spontán meg-
szólalásának idôbeli eloszlása, illetve korrelációja a
vizsgálat tárgya. Ennek az az oka, hogy a |ϕ(x, t )|2 dt
kifejezés nem interpretálható úgy, mint annak valószí-
nûsége, hogy a részecske a (t, t+dt ) idôintervallumban
egy adott x pontban tartózkodik, noha |ϕ(x, t )|2 dx an-
nak valószínûségét adja meg, hogy egy adott t pillanat-
ban a részecskét az (x, x+dx ) intervallumban találjuk
meg. Ennek következtében annak valószínûségét, hogy
egy részecske a (t, t+dt ) idôintervallumban érkezik
meg egy adott pontba, csak valamilyen közvetett úton
lehet kiszámítani.

Fotonkorrelációs kísérletekben például azt vizsgál-
juk, hogy a fénysugár útjában a P1 és a P2 pontban el-
helyezett egy-egy (pontszerûnek tekinthetô ideális)

fotondetektor esetén, mi a w (t1, t2)dt1 dt2 valószínûsé-
ge annak, hogy a P1-beli detektor a (t1, t1 +dt1), a
P2-beli a (t2, t2 +dt2) intervallumban szólaljon meg. A
kvantumoptikában ezt a valószínûséget a következô
eljárással számítják ki.

A detektorokat egy-egy izolált atommal helyettesí-
tik (atomi detektorok), amelyek t = 0-ban alapállapot-
ban vannak. Ezután kiszámítják annak p (t1, t2) valószí-
nûségét, hogy az általunk választott t1-ben az 1. de-
tektort, az általunk választott t2-ben pedig a 2. detek-
tort gerjesztett állapotban találjuk. Ez a számítás elvé-
gezhetô a kvantumelmélet standard szabályai szerint,
mert az idôpontokat mi választjuk. A keresett w (t1, t2)
valószínûséget a

adja meg, mert w (t1, t2) a p (t1, t2) eloszlásfüggvényhez

(1)w t1, t2 =
∂2 p t1, t2

∂ t1 ∂ t2

tartozó sûrûségfüggvény: a (t1, t1 +dt1; t2, t2 +dt2) inter-
vallumban a p (t1, t2) valószínûség annyival növekszik
meg, amilyen valószínûséggel a detektorok ebben az
intervallumban felgerjednek.

A kvantumoptikában az ilyen típusú gondolatme-
nettel kapható formulákra a counting rate formula
elnevezést használják és a segítségükkel írják le a
fotonkorrelációs kísérletek eredményét. Ezekben a
kísérletekben a detektorok maguk választják meg azt
az idôpontot, amikor megszólalnak, és noha a képle-
tek levezetésénél az idôpontokat mi jelöljük ki, a ta-
pasztalat szerint ezek a képletek mégis korrekt leírá-
sát adják a kísérleteknek. Miért mondtuk akkor, hogy
a kvantumelméletben nem tudunk mit kezdeni az
olyan kísérletekkel, amelyekben a detektorok spon-
tán megszólalásainak korrelációjára kérdezünk rá?

Azért, mert (1) nem garantálja, hogy a w (t1, t2) való-
színûségre pozitív értéket kapjunk. A kvantumelmé-
letben ugyanis nincs ok arra, hogy a p (t1, t2) valószí-
nûség az argumentumainak monoton növekvô (vagy
legalább is nem csökkenô) függvénye legyen. A „szo-
kásos” kvantumelméleti valószínûségek pozitivitását a
kiszámításuk algoritmusa biztosítja (wn = |(ϕn, ψ)|2).
Az idôbeli eloszlások számításának elôbb vázolt re-
ceptje ezt nem garantálja – kivéve, ha a foton és a
detektor-atom kölcsönhatás elsô rendjére (az elsô
Born-közelítésre) korlátozódunk. A kvantumoptiká-
ban a foton és a detektor kölcsönhatás számításánál
mindig ezt a közelítést használják, mert – hacsak nem
tiltja valamilyen kiválasztási szabály, – az elsô Born-
közelítés általában jó közelítést ad.

A gondolatmenet azért eredményezhet negatív
valószínûséget is, mert azt az állítást, hogy „a detektor
megszólalt” azzal az állítással helyettesítettük, hogy „a
detektor-atom gerjesztett állapotban van”. A két állítás
nem egyenértékû. Az, hogy a detektor megszólalt,
irreverzibilis kijelentés, amely nem tehetô meg nem
történtté. A detektor-atom a valóságban ugyanis nem
egy izolált rendszer, hanem egy makroszkopikus esz-
köz része, amely képes jelezni a gerjesztés tényét. Egy
izolált atom esetében azonban a dinamikai egyenlet
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megengedi, hogy az atom gerjesztettsége idôben
csökkenhessen (az alapállapoti valószínûség növe-
kedjen). Ez csak az elsô Born-közelítésben nem for-
dulhat elô.

Elég nyilvánvaló, mirôl van itt szó. A detektor meg-
szólalása spontán redukciós folyamat, amelyet a
Schrödinger-egyenlet – mint tudjuk – nem ír le. Ezt a
spontán redukciós folyamatot kell valahogy megke-
rülni ahhoz, hogy az idôbeli korrelációkat tárgyalni
tudjuk. Ez a megkerülés történik meg

a detektor megszólalt →

a detektor-atom gerjesztett állapotban van

helyettesítéssel, amelyet naiv redukciós hipotézisnek
fogok nevezni. A kvantumelméletben mindig, amikor
idôbeli eloszlásokról van szó – az exponenciális
bomlástörvény tárgyalásánál például –, tudatosan
vagy hallgatólagosan a naiv redukciós hipotézist al-
kalmazzák.

Tegyük fel a kvantumoptikai tapasztalatok alapján,
hogy a naiv redukciós hipotézis a Born-közelítéssel
kombinálva elfogadható közelítése a spontán reduk-
ció ma még ismeretlen pontos elméletének és próbál-
juk felhasználni az alagutazási idô kiszámítására. Nyil-
vánvaló ugyanis, hogy az alagutazási idô is két spon-
tán esemény idôbeli korrelációjával kapcsolatos, ezért
a kvantumoptika gyakorlatát erre a feladatra is alkal-
mazhatjuk, hacsak fotonokkal is végezhetünk alagu-
tazási kísérletet.

Ezért fontos körülmény, hogy lehet készíteni olyan
fóliákat, amelyek fotonbarrierként viselkednek. A
Maxwell-egyenletek – amelyek a foton Schrödinger-
egyenletének a szerepét töltik be – az ilyen fólia je-
lenlétében matematikailag pontosan azonosak a nem-
relativisztikus részecskék alagutazását leíró Schrödin-
ger-egyenlettel (nulla spinû fotonra), ezért remélhetô,
hogy ha mélyebben belelátunk a foton-alagutazás
tulajdonságaiba, a részecskék alagutazásáról is meg-
tudhatunk valamit.

Az idôkorrelációs felfogás szellemében a fotonok
alagutazási idejét a következô eljárással kell kiszámí-
tani:2

2 P. Hraskó: Time Correlation in Tunneling of Photons. Founda-
tions of Physics 33 (2003) 1009–1031.

1. A foton forrását, amely egy legalacsonyabb ger-
jesztett állapotban lévô atom, elhelyezzük a koordiná-
tarendszer origójában. Az atomi fotondetektort tôle z
távolságban helyezzük el a z -tengelyen. Közöttük, a
z -tengelyre merôlegesen helyezkedik el a barrier,
amely egy D -szélességû síklap.

2. t = 0-ban elvégezzük a kezdeti állapot preparálá-
sát: a forrás-atomot gerjesztett állapotba hozzuk (kü-
lön állapotpreparálás nélkül feltehetjük, hogy a detek-
tor-atom alapállapotban van és fotonok nincsenek
jelen). Ezután „elengedjük” a rendszert, hogy a Schrö-
dinger-egyenlet alapján fejlôdjön. Az atomi detektor-
foton kölcsönhatást elsô Born-közelítésben számítjuk.
A forrás-atom és a foton kölcsönhatását elvben ponto-

san kell figyelembe venni, de a gyakorlatban itt is
közelítést, a Wigner–Weisskopf perturbációszámítást
alkalmaztuk. A számításban a barrier is idealizált for-
mában szerepelt.

3. Ezután a naiv redukciós hipotézis szellemében
egy általunk választott tetszôleges t1 > 0 pillanatban
ránézünk a forrás-atomra és megállapítjuk, gerjesztett
vagy alapállapotban van-e. Egy másik t2 > 0 pillanat-
ban, amely lehet kisebb is, nagyobb is t1-nél, ugyan-
ezt tesszük az atomi detektorral, és a Schrödinger-
egyenlet megoldásának a birtokában a standard sza-
bályok alapján kiszámítjuk annak p (t1, t2) valószínûsé-
gét, hogy a forrás-atomot alapállapotban, az atomi
detektort gerjesztett állapotban találjuk.

4. A keresett w (t1, t2) valószínûséget (1) alapján
számítjuk ki. A következô struktúrájú képletre jutunk:

amelyben Γ a forrás-atom nívószélessége, K pedig

w t1, t2 = K exp
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

Γ t1

h
F t2 t1 ,

egy konstans, amely a forrás bomlási állandóját, a
barrier transzmisszióját, valamint az elrendezés geo-
metriájával összefüggô mennyiségeket tartalmazza.

Amikor barrier nincs jelen, F (t2 − t1) = δ(t2 − t1 −z /c )-
re jutunk, ami a várakozásnak megfelelôen azt fejezi
ki, hogy a foton pontosan fénysebességgel teszi meg
a z távolságot. Ez az eredmény a számítási eljárás fon-
tos kontrollja, és valószínûleg az elsô olyan számítás,
amely – a tett feltevéseken belül – igazolja, hogy a
fény a kvantumelektrodinamika szerint is c sebes-
séggel terjed a vákuumban. Érdekes kérdés, hogy
vajon ilyen számítást el lehet-e végezni neutrínókra,
és ha igen, azt kapjuk-e eredményül, hogy a neutrí-
nók a kvantumtérelmélet szerint is pontosan fényse-
bességgel mozognak. Egy ilyen vizsgálat az OPERA -
kollaboráció nagy figyelmet keltô eredményei kap-
csán különösen aktuálissá vált. Mint jól ismert, ez a
kísérleti csoport arról számolt be, hogy 730 kilométe-
res bázistávolságon végzett megfigyeléseik szerint a
neutrínók a fénynél gyorsabb sebességgel haladnak.
Ezt két egymás utáni mérésben is tapasztalták, ame-
lyek közül a második a jelen cikkben tárgyalt repülé-
siidô-kísérlethez volt hasonló.3

3 A http://arxiv.org/abs/1109.4897 linken olvasható közleményük
mindkét kísérletet tartalmazza.

Széles és magas barrier esetében a fenti számítás az
F (t2 − t1) = δ(t2 − t1 − (z−D )/c ) képletre vezet, amelybôl
az következik, hogy az alagutazás nem vesz idôt
igénybe (végtelen sebességgel történik) és a vizsgált
határesetben az eloszlása éles. Mindjárt egy kicsit
részletesebben diszkutálom ezt a következtetést, de
elôbb megjegyzem, hogy a naiv redukciós hipotézi-
sen túlmenô közelítések miatt nem ezt a számszerû
eredményt, hanem a gondolatmenetet tartom a számí-
tásban a legfontosabbnak. Hangsúlyozom még, hogy
a számítás során nem szükséges – és nem is lehet –
figyelembe venni olyan addicionális kritériumokat,
amilyenek például a Wigner-idôhöz vagy a Larmor-
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idôhöz szükségesek. Az idôkorreláció-számításnál a

2. ábra. A foton pályája széles és magas barrier határesetében.

E D z

forrás
világvonala

detektor
világvonala

optikai
barrier

E1

E2

E fénykúpja

ct1 ct2

barrier abban jelentkezik, hogy az elektromágneses
mezô módusai nem pontos, hanem a barrier által de-
formált síkhullámok, pontosan olyanok, mint a hatá-
rozott energiájú részecskék alagutazásának a tárgyalá-
sánál fellépô hullámfüggvények.

A 2. ábrán a két függôleges vonal a forrás és a
detektor-atom világvonala, E1 a bomlási, E2 pedig a
detektálási esemény. A két pontot összekötô szagga-
tott vonal a foton pályáját reprezentálja. A középsô
szakasz vízszintes, mert a számítás szerint az alaguta-
zás nem vesz igénybe idôt. Ennek ellenére a rajzon
feltüntetett viszonyok mellett a kauzalitás nem sérül,
mert az E1 esemény idôpontja nem a kísérletezô vá-
lasztásától függ. A kísérletezô utoljára az E esemény,

az állapotpreparálás alkalmával avatkozik be a rend-
szerbe, ezért az információ E és E2 között terjed. Mivel
E2 az E fénykúpján belül van, az információ terjedési
sebessége kisebb a fénysebességnél.

Ez természetesen azon múlik, hogy a rajzon a bom-
lás a D/c idônél késôbb következik be: t1 > D/c. Ami-
kor t1 < D/c, az E2 az E fénykúpján kívülre kerül. A
számítás azonban ezt az esetet nem öleli fel, mert Wig-
ner–Weisskopf-közelítésben történt, amelyrôl ismere-
tes, hogy a bomlási idônél sokkal kisebb idôkreh/Γ
nem érvényes. Ezért, amikor arra a következtetésre ju-
tunk, hogy E2 az E fénykúpján vagy azon kívül van, a
Wigner–Weisskopf-közelítésnél pontosabb kiértékelési
eljárás válik szükségessé, amely lényeges módosításhoz
vezethet. Nagyon jó lenne tudni, hogy a pontosabb tár-
gyalás megengedi-e, hogy E2 az E fénykúpján kívülre
kerüljön. Amikor azonban E2 kellô mértékben az E
fénykúpján belül van (t2 −z/c >> /fotonenergia), ah
Wigner–Weisskopf-közelítés elfogadható.

Összefoglalva: az alagutazási idôt a fogalom de-
finíciója alapján a foton emissziójának és abszorpció-
jának idôkorrelációjából lehet meghatározni. A kvan-
tumelmélet azonban jelenleg nem biztosít egy ilyen
számításra fundamentális elveken alapuló eljárást;
úgy látszik, ez a kvantumelmélet egyetlen még ma is
megoldatlan problémája. Ha a kvantumoptika gyakor-
latából indulunk ki, amely a naiv redukciós hipotézi-
sen alapul, akkor a kísérletezô utolsó beavatkozásá-
nak fénykúpján belül az alagutazási idô standard
kvantumelektrodinamikával kiszámítható.
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Az atomenergia sohasem tartozott a könnyen megérthe-
tô és könnyen „eladható” technológiák közé. A II. világ-
háborút lezáró, Japánra ledobott két amerikai atombom-
ba hívta fel igazán a világ figyelmét az atomenergia léte-
zésére, és ez a belépô nem tette egyszerûvé az atom-
energia békés célú alkalmazásának elfogadását, még
akkor sem, ha a hadiipari és a békés célú nukleáris al-
kalmazások sok évtizede és határozottan szétváltak. Az
1986 áprilisában bekövetkezett csernobili baleset törté-
nései tovább erôsítették a laikus közönségben az atom-
energiával szembeni félelmeket. Kétségtelen, hogy
Csernobil óriási anyagi és – lokális – környezeti károkat
okozott a Szovjetunióban, és az elhibázott kommuniká-
ció, a lakosság nem megfelelô védelme is hozzájárult a
szovjet politikai rendszer bukásához.

Ma egyértelmû konszenzus van arról a szakmában,
hogy Csernobil az elhárításon dolgozók és a lakosság
egy kisebb csoportja szempontjából nagy sugárdózist
okozó esemény volt, ugyanakkor az európai lakosság

– ezen belül az orosz, fehérorosz és ukrán lakosság
zöme – szempontjából kis dózissal járt, sugár-egész-
ségügyi következmények nélkül. Mégis az ezzel kap-
csolatos félelmek, a sajtóban fellelhetô túlzások mé-
lyen beépültek a társadalmi-politikai tudatba, és ré-
szét képezik a fejlett emberi társadalom hétköznapi
szorongásainak.

A Csernobil utáni két évtizedben az amerikai és az
európai kontinensen is több új atomerômûvet helyez-
tek üzembe, ugyanakkor kétségkívül lassult a fejlôdés
üteme a 70-es és 80-as évekhez viszonyítva. Ebben az
idôszakban Ázsiában, ezen belül is Japánban, Dél-Ko-
reában, Indiában és Kínában töretlen fejlôdést mutatott
az atomenergia-ipar. Két évtizeddel a csernobili baleset
után lassú fordulat következett be, és a fejlett világban,
többek közt az európai és az amerikai politikában újra
higgadtan lehetett beszélni az atomenergiáról. Ebben
egészen biztosan szerepet játszott az is, hogy a klíma-
változás elleni küzdelem szükségességét ekkorra értet-
te meg a nagypolitika, és az atomenergia a kezünkben
lévô kevés olyan technológia egyike, amellyel nagy
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