teljes mozgas helyett csak a nulladik médussal sza-
molni: még azonos tomegek esetén is tobb mint 98%
sullyal a nulladik modus gerjed. Nem ez a helyzet a b)
kezdeti feltételnél, amikor mar m ~ 0,1M mellett is
tobb mint 3%, m < 0,3M esetén pedig mar kozel 10% a
felharmonikusok sualya. Annak, hogy egy adott to-
megarany mellett a b) esetben nagyobb sullyal gerjed-
nek a felharmonikusok, mint az a)-ban, igen szemlé-
letes oka van: az a) kezdeti feltétel  hasonlit” a nulla-
dik modusra, mig a b) nem. A nulladik moédushoz
tartoz6 elmozdulids kozelit az egyenletesen novekva-
hoz, igy az a) esetben a magasabb moédusoknak csak
azért kell megjelennitik, hogy a kettd kozotti kis elté-
rést kompenziljak. Ugyanakkor az alapmodushoz egy
kozel egyenletesen novekvs sebességeloszlis tarto-
zik, igy a b) esetben a felharmonikusoknak olyan
sullyal kell gerjednilk, hogy az alapmodus sebességét
a végpont kivételével mindentitt nullara egészitsék ki.
Ha itt is lenne egy vx/I sebességeloszlds a rugd men-
tén, az a) esethez hasonldéan nagy sullyal gerjedne a
nulladik moédus.

Osszefoglaland6 az eddigieket

Elmondhatjuk: az egyik végén rogzitett, tokéletesen ru-
galmas, de véges tomegl rugobol és egy hozza erdsi-
tett testbdl allé rendszer mozgasat egy egy-dimenzios
rugalmas kozeg problémajaként targyaltuk. A rugot
modellezd rugalmas kdzeg mozgasat egy szokasos hul-
lamegyenlet irja le, amelyhez az egyik vég rogzitése,
illetve a masik véghez csatlakozo test mozgasat leird
Newton egyenlet peremfeltételként jelenik meg. Meg-
hataroztuk a rendszer normal modusait és azt a sza-
balyt, amellyel ezek a kezdeti feltételekhez illeszthetSk.
Két egyszerd, de lényegesen kiilonbozs kezdeti felté-
telt jelentS feladatban az alapharmonikus és a felhar-
monikusok viszonyat részletesen elemeztilk. A mozga-
sok leirdsa azzal lett volna teljes, ha a normal méduso-
kat felosszegezzik. Ez az 0sszegzés numerikusan bar-
mikor, de analitikusan, zart alakban csak extrém kis ru-
gotomeg hataresetben végezhet6 el. Szerencsére a rugd
és a test mozgasanak részletei mas modon is felderithe-
t6k. Ez lesz munkank masodik részének targya.

EGY REMENYTELENNEK TUNO VEZERLESI PROBLEMA
A KLASSZIKUS ES MODERN FIZIKA HATARAN

A modern muszaki problémakban, igy példaul a ro-
botok tervezésekor gyakran lépnek fel irdnyitasi, ve-
zérlési feladatok. Ezek kozil kilonosen érdekesek
azok, amelyek soran egy eredendéen instabil alla-
potba kell eljuttatni a rendszert. Az alabbiakban be-
mutatunk egy elsé latisra reménytelennek tind me-
chanikai feladatot, amelynek megoldiasihoz a mo-
dern fizika mara mar klasszikussa valt eredményei
adnak segitséget.

A vezérlési feladat

Tekintstink egy egyenes mentén harmonikus rezgd-
mozgast végzé m tomegU testet, amelynek rugdallan-
doja egy eloirt D(t) fliggvény szerint valtozik id6ben.
Az x(1) kitérés-idS figgvényt meghataroz6 mozgas-
egyenlet [1]

mx(t) = -D() x(b), Y]

ahol a pont az idé szerinti derividldst jeloli. Az ennek
az egyenletnek eleget tevé rendszer manapsag érzé-
kelSk (szenzorok) és beavatkozd egységek (aktuito-
rok) segitségével konnyen megépithets, barmilyen is
a D(t) figgvény. A rugoéra hatd er6 most tehat nem

TEL ANDRAS, TEL TAMAS: EGY REMENYTELENNEK TUNO VEZERLESI PROBLEMA A KLASSZIKUS ES MODERN FIZIKA HATARAN

Tél Andras, BME, Mechatronika alapszak, Il. évfolyam
Tél Tamas, ELTE, Elméleti Fizikai Tanszék

csak a kitéréstdl figg, hanem az id6figgds rugdallan-
do pillanatnyi értékétdl is.! Az (1) egyenlet jobb olda-
la expliciten is fiigg az id6tSl, a differencidlegyenlet
nem autonom, vagyis a mozgas folytatisat nem csak
a test pillanatnyi helyzete és sebessége hatarozza
meg, hanem egy kiilsG hatds is. Az egyenlet olyan
tipust, mint a gerjesztett rezgéseket leird egyenletek
[1], csak az idSfliggés nem egy kiilsé er6ben, hanem a
rugbdallanddban jelenik meg. A mechanikai ¢sszener-
gia a strlodas hianyaban sem dllando, hiszen a rugo-
alland6 id6beli valtozasa miatt a rendszer energiat
nyerhet vagy veszithet.

Tegylk fol raadasul, hogy a rugdalland6é idében
monoton moédon csokken, egy id6 utan eldjelet valt, s
attol kezdve végig negativ marad. Az egyszerlség
kedvéért egységnyi tomeget tekintve, s alkalmasan
megvalasztott idSegységet hasznalva, ezt kifejezhet-
juk tgy is, hogy a mozgisegyenletet az

%(0) = ~[d - k(D] x(D) @

alakba irjuk. Itt d > 0 a nulla pillanathoz tartozé kez-
deti rugdallando, és k(1) az idébeli valtozast leird

! A rugoalland6 szohasznalat annyiban jogos, hogy D(#) tovabbra

is figgetlen a kitéréstdl.
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k() = Atanh*()

k

S

t
1. dabra. A konkrét példaként valasztott k(1) rugofiiggvény alakja. A
kritikus £, = tanh™(d/A)"? értéknél a rugofiggvény értéke meg-
egyezik a kezdeti rugbdidllandoval, az ereds rugdallando itt zérus,
ennél nagyobb idSkre negativ. A rugd tehat ¢ > t.-re taszitova valik.

rugofiggvény, amely nullarél indul és monoton mo-
don tart a d-nél nagyobb A értékhez. Konkrétan va-
lasszuk a k(#) rugofiiggvényt

sinh??

k(1) = Atanh®t = A4
cosh?t

6))

alakinak, amely egy egyszerd, folytonos atvaltast ir le
0 és A > d kozott. A rugofiiggvény alakjat és a d kez-
deti értékhez valo viszonyat az 1. dbra mutatja.

A (2) egyenlethez tartoz6 vezérlési probléma® a
kovetkezs: véges kezdeti kitéréssel inditva, adott A
mellett, elérbet6-e d alkalmas meguvdlasztasaval, hogy
a test bosszu ido utan megalljon?

Mivel a kezdeti rugdallandd az A nagysagu inter-
vallumban valtozhat, ezt az intervallumot az opera-
ci6s tartomanynak nevezzilk. Egy vezérlési feladat
soran az A értéket rogzitjik. A megoldas azért tlnik
elsé ranézésre reménytelennek, mert az eredS rugd-
allando egy id6 utan (¢ > t.-re) negativ, a rugd taszi-
to6, s a taszitd rugok altalanos tulajdonsiga, hogy
egyre tavolabbra juttatjdk a testet, amely formalisan
tehat kifut a végtelenbe. A vezérlés lehetGségében
azonban mégis reménykedhetiink, ha egy specidlis
feltétel teljestl. Ha a ¢, pillanatban a test nem tavolo-
dik az origotol, hanem kozeledik hozza, méghozza
elegendSen nagy sebeséggel, akkor elSfordulhat,
hogy tehetetlensége miatt ezt a kozeledést megtartja,
s ambar az eredd rugodallando abszolutértéke nd, az
eredd erd nagysaga,

k() - d] |x(D|

csokkenhet, ha | x(#) | elegendGen kicsi és megfeleld
itemben csokken. Igy tehit egészen kivételes esetek-
ben, bizonyos d értékek mellett, lehetséges az, hogy a
test hosszu id6 utian az origdhoz tartson, megalljon.

* A vezérlés olyan beavatkozasi forma, amelyben a betdplalt adat

utdn a rendszernek — szemben a szabalyozassal — nincs visszahatdsa
onmagara.
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Numerikus eredmények

A speciilis d értékek megtalilasihoz altalaban csak nu-
merikus modszerekkel juthatunk. Rogzitsik ezért els-
szor a kezddsfeltételt oly médon, hogy a mozgas mindig
egységnyi kitéréssel indul, kezdGsebesség nélkil:

x(0) = 1,
x(0) = v(0) = 0.

(4

Az, hogy a kezdeti kitérés egységnyi, nem jelent meg-
szoritast, mert a hosszegység szabadon valaszthato
(mas szoval, azt a tavolsagot tekintjik hosszegység-
nek, amelybdl a test indul). A vezérlés ezek utan
egyetlen mennyiség, a d kezdeti rugdillandd megva-
lasztasaval végezhetS el. A mozgas numerikus integ-
ralasahoz a Newton-egyenlet szimuldlasara jol bevalt
negyedrendd Runge—Kutta-modszert [2] valasztottuk,
rogzitett b 1épéskozzel. A negyedrendd jelzS arra utal,
hogy egy iteracios lépés h' értékig pontos (a hiba
nagysagrendje »°). Ez elegendS pontossigot biztosit,
viszonylag rovid futasi idékkel, a b = 0,01 valasztas-
sal. Mivel nagyobb d értékek mellett a kritikus £, idS
nagyobb, a test hosszabb ideig rezeg, érdemes az
A-hoz kozeli d értékek vizsgalataval kezdeni.

Az A =56, 55 < d < 56 valasztds mellett a kritikus
pillanathoz kortilbeltl masfél rezgés utan értink el (a
frekvencia kozben lassan csokken, hiszen a [d— k(1)]
rugdallando is csokken). Ekkor d < 55,5-re, a kitérés
negativ, a sebesség pozitiv, de annyira nagy, hogy a
test a negativ rugderd ellenére jelentGs sebességgel
halad at az origbn, s attél kezdve gyorsulva fut a vég-
telenbe (2. dbra). A d = 55 érték felé kozeledve ez a
kifutas egyre lassul. d = 55,0001 mellett az x(#) fugg-
vény mar kozelit a f-tengelyhez, de kis szog alatt at-
metszi. A d = 55 értékre a gdorbe numerikus pontos-
saggal belesimul a t-tengelybe, amint a 2. dbrdn is
lathatjuk. Ekkor tehat sikeres a vezérlés! Az, hogy az

2. dbra. A numerikusan meghatarozott kitérés-idé figgvény kiillon-
boz6 d kezdeti rugballandokkal. Az egyes gorbék mellett a hozza-
juk tartozo d értéket tintettiik fel. A d = 55 értéknél megvalosul a
vezérlés: a test megall az origdban. A kis fekete négyzetek a 7, pilla-
natokat jelolik, amelyek egyben az x(#) gorbe inflexids pontjai,
hiszen itt X = 0. A d = 55,5 és 55 értékekre 7. =3,05, illetve 2,70.

27 55,5 55,01
1_
55,0001
=2 0
54,9999
55
-1
54,99
72 T T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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ilyen d értékek mennyire kivételesek, jol latszik abbol
is, hogy d = 54,9999 és d = 54,99-ra a kitérés a negativ
végtelenbe tart. A ¢, értéknél felleps sebesség ekkor
mar nem elég ahhoz, hogy a test a negativ irinybol
eljusson az origbdig, s miutan azt megkozelitve vissza-
fordul, a taszité rugd egyre messzebbre tavolitja.

Az instabil dllapot vizsgalata, a fazistér

Ez a tapasztalat jol mutatja, hogy az origd erGsen in-
stabil allapot. Vizsgalatara érdemes hasznalni a dina-
mikai rendszerek modszertandbol ismert eszkozoket
[3]. Tekintsiik elGszoris a (2) mozgasegyenlet hossza
id¢ elteltével érvényes alakjat. Mivel ¢ — co-re k(1) az A
konstans értékhez tart, az egyenlet jobb oldalan
(A-d) xall. Mivel A > d, a zardjel pozitiv, érdemes ezt
s-ként jelolni:

s=yA-d . &)

Az s mennyiség a taszitasi paraméter. A mozgasegyen-
let ezzel a roviditett jeloléssel

X =8"X (6)
alaku, és egy id6ben konstans allandoja taszité rugd ha-
tasat irja le. Hosszu id6 elteltével a kitérés altaliban nagy.
A sikeres vezérléshez kozeli esetekben azonban a (6)
egyenlet érvényes | x| < 1 esetén is. Tegytik fel, hogy
ilyen esettel van dolgunk, s inditsuk Gjra az id6szamitast
akkor, amikor a test mar egy kis x;, koordinataja és kis v,
sebességt allapotba kertlt. Célunk ezzel annak megérté-
se, hogy milyen a mozgis az origd kornyékén.

Vegytik észre, hogy a (6) egyenlet autonom, rdada-
sul (éppen ezért) megoldhat6 analitikusan. Mint min-
den linearis, alland6 egyltthatos, homogén differen-
cidlegyenletnek, megoldisa kereshet§ exponencidlis
alakban. Az x = exp(Ap) feltevéssel a A = £s megszori-
tasra jutunk, vagyis a A kitevS csak a taszitdsi paramé-
ter, s, vagy annak ellentettje, —s lehet. Az dltalanos
megoldas ezen alapmegolddsok linearis kombinidcio-
ja. Konnyen ellendrizhetd, hogy a (6) egyenlet x(0) =
%, v(0) = v, kezddsfeltételt kielégité megoldasa

X

() S + U
x(t) =
25

0 o5ty $Xo Y

2s

es! @)

alaka. A megoldis tehat két exponencidlis Osszege,
amelyek kozul egy id6 utin a pozitiv Kitevdjd,
exp(s?) tag valik dominanssa. Ez irja le a végtelenhez
tartast. Mindez azonban csak akkor igaz, ha az sx,+ v,
egyltthatd nem nulla. Bizonyos kezddéfeltételekre
azonban fennallhat, hogy sx,+ ¢, = 0, s ekkor

x(t) = x,e™". (®

Ilyenkor tehat a test egyre csokkené sebességgel az
origohoz tart. Ennek az esetnek kell tehat megvalo-
sulnia sikeres vezérlés esetén.
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instabil sokasag

U= —=8X

/ U= 8SXx

stabil sokasag

v

0 X

3. abra. Az origd (nyeregpont) és kornyezete a fazistérben, a jelleg-
zetes keresztalakzat. A mozgas a vonalakon a nyilakkal jelolt irany-
ba torténik. Az origéba bejutni csak a stabil sokasig mentén lehet.

Az origb kortli viselkedésrdl attekints képet a fa-
zistérben kaphatunk, ahol a v = k sebességet abrazol-
juk az x kitérés fliggvényében. Fenti eredménytink azt
mutatja, hogy a

v=-SX @

egyenes mentén elhelyezkeds pontok éppen eljutnak
az origbba, ha |x| < 1. Vagyis, ha jol meghatarozott
sebeséggel 10kjlik az instabil allapot felé a testet, ak-
kor az megall. A nulla sebesség elérése elvileg végte-
len hossza ideig tart, de gyakorlatilag az 1/s id6 né-
hanyszorosa utan a test mar nagyon jo kozelitéssel
megkozeliti a nyugalmi allapotot. Az egyenesen kiviili
kezddsfeltételek mind a végtelenbe vezetnek. A v = sx
egyenes mentén levd pontoknak megvan az a sajitos
tulajdonsaga, hogy esetiikben sx,— ¢, = 0, és 6k egyet-
len exponencialisan novekvés fliggvény szerint tavo-
lodnak, x(#) = x,e*.

A fazistér v = —sx egyenese a fentiek szerint azt a
specialis mozgast irja le, amely az origoba torténd el-
jutasnak felel meg. Ezt a gorbét ezért az origd stabil
gorbéjének, a dinamikai rendszerek szohasznalataval
stabil sokasdgdnak [3] hivjuk. A v = sx egyenes,
amelynek mentén az eltavolodas a leggyorsabb, az
origo instabil sokasaga. A 3. dbran is lathato, hogy a
fazissikot a stabil és instabil sokasigok négy sikne-
gyedre osztjak.

Altaliban is igaz [3], hogy a mechanikaban el6forduld
minden autoném rendszer instabil allapota ilyen tipusu.
A keresztalakzat megjelenése azt fejezi ki, hogy az insta-
bilitas sohasem tokéletes. A fazistér egy elhanyagolha-
toan csekély mértéku tartomanyabol (a teljes sik egy vo-
nalabol) mindig el lehet jutni az instabil allapotba. (A
hegyére allitott ceruza allapotat instabilnak mondjuk,
pedig kezdeti kitérités esetén ott is talalhatunk egy meg-
felel6 kezdGsebességet, amellyel meglokve az éppen
megall a figgdleges helyzetben.) Az instabil allapotok
tehat mindig nyeregpontok a fazistérben, olyan pontok,
amelyekhez tartozik stabil és instabil sokasag.’

> A stabil sokasagra szoritkozva az origd stabilnak mutatkozik, a

teljes fazissikon azonban instabil.
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4. dbra. A d =50 és a d=50£10"" értékekhez tartoz6 megoldasok
képe a fazistérben. Ezek jo kozelitéssel kirajzoljak az origoba tartd
stabil sokasagot, de mivel d = 50+10™" mellett a megoldis hosszu
id6 utdn a pozitiv, d = 50-10""re viszont a negativ végtelenbe tart,
az instabil sokasag egy darabja is jol lathatova valik. Pontozott vo-
nallal berajzoltuk a v = £sx egyeneseket is, amelyek a sokasigok
origd korul érvényes alakjait adjak meg. A v = sx instabil agtol a
numerikus megoldas nem kilonboztethet meg, hiszen hossza idé
utdn a (6) egyenlet nagy x-ekre is érvényes. A v = —sx gdrbe vi-
szont valoban csak az origd kornyékén érinti a szimulalassal kapott
stabil sokasagot.

Szamunkra a stabil sokasag bir kiillonos jelentGség-
gel, hiszen a vezérlés csak ezen gorbe mentén lehet
sikeres. Oriilhetiink annak, hogy alakjit a (9) dssze-
fuggés szerint egzaktul ismerjik, de ez csak akkor
igaz, ha a test mar kozel kerult az origbhoz. Mit
mondhatunk az origotol tivol esd pontok vezérlési
esélyérdl? A folytonossiag miatt feltételezhetjik, hogy
az origo stabil sokasaga a teljes (2) egyenlet fazistere-
ben is létezik. Ha tehat nem kotjik magunkata 1> 1
feltételhez, az eredeti nem autoném egyenlet faziste-
rében is talilunk egy olyan
gorbét, amely hossza id6
utan befut a (9) egyenesbe, s
azon keresztil az origdba.

(Azt is mondhatjuk, hogy az igazi fazistér 3 dimen-
zi0s, amelyet x, v €s a rugdillanddéban megjelend id6
feszit ki, s mi az igazi, Gnmagat nem metszS sokasag-
nak az (x, v) sikra vett vettiletét latjuk.)

A rug6allando-spektrum

Vizsgiljuk ezek utdn, létezik-e még masik, vezérlésre
alkalmas d érték A = 56 mellett. Ezt numerikusan Ggy
tehetjik meg, hogy programot irunk, amely az 6sszes
d értéket megvizsgalja Ad = 0,01 1épésenként a 0 < d
< A operacios tartomanyban. Minden egyes d-hez
numerikusan meghatarozza az x(¢) fiuggvényt, s rog-
ziti annak értékét egy késs idGpontban (példaul ¢ =
30-ban). A program, amely a LabView grafikus prog-
ramnyelven irédott [4], Gjabb és Gjabb d értékeket
vesz mindaddig, amig azt nem érzékeli, hogy a ké-
s6bbi idSpontban felvett x érték elGjele killonbozik az
el6z6 d-hez tartozo elGjelétsl. Ekkor megall és kiirja
az utolso d értéket, amelynek kornyékén léteznie kell
egy vezérlést megvalosito értéknek, hiszen itt simul
hozza az x(1) figgvény a t-tengelyhez (vagyis ugyan-
az zajlik le, mint a 2. abran, csak mas d-re).

Ezzel a modszerrel Gsszesen még hiarom vezérlés-
re alkalmas d értéket talalunk, amelyek 7, 31, és 47.
A kitérés-idG figgvény ezekre rendre negyed, ha-
romnegyed és Otnegyed rezgés utin tart az origoba.
A fazistérbeli képen ennek megfelelGen az origd el-
érése eldtti rajzolat egyre bonyolultabb, és egyre
tobb metszéspont figyelheté meg (5. dbra). Vegyik
észre, hogy az alacsonyabb d értékekre az origd
egyre instabilabb, az (5) taszitasi paraméterre rendre
a 7,5 és 3 értékeket kapjuk. Ennek megfelelGen a
nyeregpontra jellemzd keresztalakzat egyre merede-
kebb a fazissikon.

Az A = 56 paraméter esetén tehdt dsszesen négy
vezérlést biztositd kezdeti rugdallando értéket talal-
tunk a (4) kezddfeltétellel. Az ilyen tipusu feladatok a

5.abra. A d=7 (a), 31 (b) és 47 (¢) vezérlést biztosito értékekhez tartozd megoldasok képe a fazis-
térben. Alattuk a megfelelS x(#) fliggvény lathat6. A két abrazolas kozotti kapcsolat bemutatasara a
kitérés-idd fiiggvényt elforgattuk, hogy a két x tengely parhuzamos legyen. A kritikus id6k rendre
.= 0,37, 0,96 és 1,56. Pontozott vonallal a fazistéren berajzoltuk a v = £sx egyeneseket is.

Ezt a stabil sokasdgot numeri- 8 g g
kusan kell megkeresni, s a )

kérdés az, hogy a (4) kezdo- 4 4

Sfeltétel adott d mellett ra-

esik-e az origé stabil sokasa- ~ oA > 04

gara. Azon d értékek, ame-

lyekre ez teljestl, a vezérlést 4 4

biztositd d értékek. A 4. dbra

mutatja, hogy d = 55 esetén -8 -8

az (1,00 pont valéban rajta -2 -2

van az origoba vezet§ stabil 0 0

sokasigon. Autoném rend- 11 1

szerekben a stabil sokasag 2 2 2
nem metszheti énmagit. Mi- 5 = 5 = 5]
vel azonban rendszeriink ’

nem autondm, tobb metszés- 41 41 41
pontot is megfigyelhetiink. 5 5 54
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1. tablazat

A rugéallando-spektrum kiillonb6z6 A-kra

A A d, Minax
12 4 3,11 1
30 6 5,21, 29 2
56 8 7, 31, 47, 55 3

sajatérték-problémdk korébe tartoznak: megoldasok
csak bizonyos diszkrét d, = d, d,, ..., d, értékek
mellett talilhatok. "

Az A paraméter mas értékei mellett is ugyanezt a
jelleget latjuk. A tapasztalat az, hogy 4 novelésével né
a sajatértekek szama. Az 1. tablazatban Osszefoglal-
juk néhany jellegzetes A paraméter mellett a talalt d,
sajatértékeket, a rugdallando-spekrumokat.

A tabldzatbol tobb érdekes szabalyossig olvashatd
ki. Adott 4 mellett az (n+1)-edik és az n-edik sajatér-
ték kilonbsége példaul 8 egész szamu tObbszorose.
Egyszerd Osszefliggésre jutunk, ha észrevesszik,
hogy a vizsgdlt A értékek két egymis utini egész
szam szorzataként irhatok,

A=A -D), (10
ahol A > 1. Az adott A-hoz tartozoé elsG sajatérték min-
dig A—-1, és d,,,—d, = 4A-8(n+1). Ezek utin kony-
nyen felismerhet6 az altalanos szabaly:

d =AA-1D-Q-2n-17 1D
amely 7 = 0-t6l a maximalis #n,,, = [(A-1)/2] értékig
érvényes, ahol a szogletes zarojel az egész részt jeloli.
A d, sajatértékhez tartozo (5) taszitasi paraméter: s, =
A=2n-1, amibdl latszik, hogy minél kisebb 7, annil
instabilabb a probléma. Mivel minden pozitiv szim
irhat6 a (10) alakban, érthet& és numerikusan is ellen-
Orizhetd, hogy a (11) rugdallando-spektrum tetszdéle-
ges valos A-ra is érvényes.

Mi a kapcsolat a modern fizikaval?

Térjink most 4t egy masik kérdéskorre, a kvantumme-
chanikai energiasajatérték-problémara (a figyelmes Olva-
s6 bizonyara mar amugyis észrevette a két feladat ha-
sonlosagat). Mint ismert, az egydimenzios, sima V(x)
potencidlban mozgd m tdomegl részecske E energidjat a

(12)

%2
- o = [E- veo]
2m

stacionarius Schrodinger-egyenlet hatirozza meg
[5-7], ahol % a Planck-allando és a vesszé az x hely-
koordinata szerinti derivalast jeloli. A y(x) hullam-
fuggvénynek folytonosan differencidlhatonak kell len-
nie, és kotott allapotban nagy tavolsigokban nullahoz
kell tartania. Ez az egyenlet mikroszkopikus részecs-

TEL ANDRAS, TEL TAMAS: EGY REMENYTELENNEK TUNO VEZERLESI PROBLEMA A KLASSZIKUS ES MODERN FIZIKA HATARAN

kékre vonatkozik, és id6tdl fliiggetlen. Hogyan vethe-
t6 Ossze a (2) makroszkopikus vezérlési problémaval,
amely a klasszikus fizika Newton-egyenlete?

Az ilyen tavolesé problémak kozotti lehetséges
kapcsolat felderitésében nélkiilozhetetlen segitség az
egyenletek dimenziétlanitdsa [3]. A modszer nagyon
egyszerd, és sok mds esetben (példaul egyenletek
numerikus megoldasra alkalmas alakjanak megtalala-
saban) is hasznos. Az alapgondolat az, hogy minden
probléminak megvan a sajit jellegzetes hosszusig-
vagy id&skaldja. A Schrodinger-egyenlet esetén ilyen
jellegzetes skala lehet a potencidl jellemzé mérete,
példaul félszélessége. Tekintsik tavolsagegységnek
ezt az a mikroszkopikus hosszat az SI-rendszer méter
(vagy nanométer) egysége helyett. Ez formalisan azt
jelenti, hogy elvégezziik az x — axtranszformaciot. Az
Uj x valtoz6 a dimenziétlan helykoordinata, amely
megadja, hogy a tavolsdg hinyszorosa a a hosszegy-
ségnek. A bonyolult jelolésvaltas elkertilése érdeké-
ben jeloljik V(x), y(x)-szel a potencial- és a hullam-
fuggvény dimenziotlan helykoordinataval kifejezett
alakjat is. Ha ennek szellemében vesszével kivanjuk
jelolni a dimenzidtlan x szerinti derivaltat is, akkor
figyelembe kell venni, hogy minden egyes eredeti x
szerinti derivalas egy a-val val6 osztast hoz be. Mivel
kétszeres derivalasrol van sz0, a dimenziétlan hely-
valtozoban érvényes Schrodinger-egyenlet

}]2

S V@) = -[E- Vo w.
m

13

Most mindkét oldal energia mértékegységli. A bal
oldalon all6 E* = %*/(2ma®) konstans tekinthets a
probléma jellegzetes energiaértékének. Ha a jobb
oldalon levé energiit és potencidlt ebben az E* egy-
ségben mérjiik, akkor helyettiik az e = E/E*, v(x) =
V(x)/E* dimenzi6tlan energia- és dimenzidtlan po-
tencialfuggvény jelenik meg, és a

Y () = ~[e- vyl (14
egyenletre jutunk. Az atomi méretekre jellemzé a =
107" m-rel, m = 9-107' kg elektrontomeggel és a h =
107" Js Planck-dllandoval szimolva az energiaegység
E* =5-107Y J = 3 eV, ami valoban atomi kotésekre
jellemz6 energiaérték. Az E Osszenergia ennek né-
hanyszorosa, igy a dimenziétlan egyenlet mar nem
fugg az eredeti skalaktol, nem maradt benne semmi-
lyen mikroszkopikus paraméter.

Ezen a ponton felismerhetjik, hogy a (14) dimen-
ziotlan Schrodinger-egyenlet a mar eddig is vizsgalt
(2) egyenlethez hasonlo, sét alakjuk az x <> ¢ csere
utan teljesen megegyezik!

Erdemes megjegyezni, hogy a vezérlés dimenzios (1)
egyenletét, amelyet a D(#)= D- K(¢) felbontassal az

m i) = -[D- KD x(t) s
alakban irhatunk, hasonl6 eljarassal hozhatjuk a (2)
alakra. A rugdallandé idébeli valtozasanak nyilvan
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van egy jellegzetes ideje T,
amely lehet példaul az az idg,

¢ =55 - 60

amely alatt a rugballando ér-
téke a felére csokken. Az idét
T egységeiben mérve, a D* =

v(x)

m/7t* rugddllando-egységet kap- =
juk, amellyel (15)-b6l (2)-re =
jutunk.*

A dimenziétlan egyenletek ~1-
ekvivalenciajanak felismerése
utdn természetesen vizsgalnunk

--30

- —00

kell a kezdeti és peremfeltétele- -2 % %
ket is. A vezérlés feltételeként
megkovetelt x(1—o0) = 0 megko-
tés teljesen megfelel a hullam-
fuggvény normalhat6sagaval
kapcsolatos y(l x| —e) = 0 pe-
remfeltételnek. A vezérlési prob-
léma kezddfeltételének kvantummechanikai megfelel-
tetése tObb figyelmet igényel. A Schrodinger-egyenlet a
telies V(x) potencidlt vizsgilja, s nem szoritkozik
annak csak a pozitiv (x > 0) koordinatikhoz tartozo
felére. Paros potencialfiiggvények, azaz V(x) = V(-x)
esetén, a szimmetria miatt tudjuk, hogy léteznitk kell
paros hullamfiiggvényeknek, s ezek a fiiggvények az
origoban vizszintes érintSjliek. Ok, az x <> ¢ csere ér-
telmében pontosan megfelelnek a (4) mechanikai
kezddofeltételnek. A paros sajatfiggvényekhez a teljes
e, energiaspektrum paros 7 indexd értékei rendelhe-
t6k. A paratlan indexd energiaértékek az origbban
elting pontszimmetrikus hullaimfiiggvényekhez tar-
toznak.’> A két probléma kozotti megfeleltetés tehat
az, hogy ha azonos alaka a dimenziotlan k(#) és v(x)
fuggvény, azaz, ha k(1) = v(x=1) és ha v(x) paros,
akkor a dimenziotlan spektrumok megfelelnek egy-
mdsnak; a (4) kezddfeltételhez tartozd vezérlési prob-
léma dimenziotlan spektruma a

lamzik.

d =e

szabaly szerint kaphat6é meg az e, dimenziotlan kvan-
tummechanikai spektrumboél. A példaként hasznalt
(3) fiiggvénycsalad a kvantummechanikaban a

V() = L (A 1)(1 1]
cosh?x

dimenziotlan potencidlnak felel meg, az Ggynevezett
Rosen—Morse-potencidlnak [7, 8].°

Még egyszer(bb példat kapunk a parabolikus k()
= £ rugofiiggvény, v(x) = &* dimenzibtlan potencial
esetén, amely a V(x) = 1/2m®*x* harmonikus oszcil-
litor probléminak felel meg az E* = h/2, a* =
h/(mm) egységvalasztassal. A rugdallando-spektrum

* Makroszkopikus m = 1 kg, T = 1 s adatokkal D* = 1 kg/s* = 1 N/m.
> Ezeket az x(0) = 0, v(0) = 1 kezddfeltétellel kaphatnank meg a
vezérlési problémaban, de ezzel a kezddfeltétel-csaladdal a terje-
delmi korlatok miatt nem foglalkozunk.

® Ennek dimenziétlan energiaspektruma egzaktul ismert az e, =
AMA-1D)—(A-n—-1)? alakban, 0 < 7 < (A-1).
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0. dbra. A 2. dbra d = 55 értékhez tartoz6 x(1) fiiggvénye paros kiterjesztésével kapott y(x)
fiiggvény. Ez a v(x) = 56 tanh’x potencidlhoz (fels6 gdrbe) tartozo Schrodinger-egyenlet hetedik
sajatfiggvénye (72 = 6), amely az ¢, = d; = 55 sajatértékhez tartozik. Az x, = ¢, kritikus tavolsagot
is feltintettik. Ez a klasszikus fordulopont, amelyen tdl a hullimfiiggvény mar sohasem hul-

2. tablazat
A vezérlési és a kvantummechanikai feladat megfeleltetése

Newton-egyenlet Schrodinger-egyenlet

karakterisztikus id6 © karakterisztikus tavolsiag a

kitérés fuggvény x(1) hullamfiiggvény y(x)
rugofiiggveény K(1) potencidlfiiggvény V(x)
dimenziotlan idé ¢ dimenziotlan tavolsag x
rugdillando egység D* energiaegység E*

az operacios intervallum
hossza A

a v(x) potencialgodor
mélysége A

rugballando-spektrum d, = energiaspektrum e, = E,/E*

D,/D*

sikeres vezérlés

sajatallapot megtalalasa

az ismert [5, 0] linedris E, = ho(n+1/2), e, = 2n+1
spektrumbol kovetkezGen d, = 4n+1 alaka.”

Sajnos, az egzaktul megoldhaté kvantummechani-
kai problémak szama csekély [6, 7], ezért csak nagyon
ritkdn szamithatunk arra, hogy a d, spektrum kifejez-
hetS egyszerld képlettel. A vazolt numerikus eljaras
azonban mindig célhoz vezet.

FeltehetS az a kérdés is, hogy milyen kvantumme-
chanikai feladatot oldunk meg a k(1) figgvény meg-
valasztasiaval. Mivel az id6 pozitiv, a potencialnak
pedig negativ x koordinatakra is értelmezettnek kell
lennie, azt mondhatjuk, hogy v(x) = kK{=x), negativ
x-ekre pedig v(x) = v(—x). Vagyis, a (4) kezddfelté-
telnek eleget tevs vezérlési feladat a k(#)-nak megfe-
lel6 potencial paros kiterjesztését tartalmazé energia-
sajatérték-problémanak felel meg, és abban is a paros
sajatértékeket adja meg d,. Igy a d -hez tartozo vezé-
relt x(p) kitérés-idS fliggvény paros kiterjesztése a t —
x helyettesités utdn a v(x) potencial 2n-edik sajatalla-
potahoz tartoz6 hullamfiiggvényt adja meg (6. dbra).

7 Ha k() = A%, v(x) = A%, ahol A > 0 tetszSleges szam, akkor az
E* = h0/(2N), a* = W\/(mw) vilasztissal az e, = (2n+1DA dimenziot-
lan spektrumra jutunk, amelybdl d, = (4n+1A. Ugyanez kovetkezik
(11)-bél is a nagy A hatdresetben, véges n-ckre. Ennek oka az,
hogy a (3) rugofiiggvény parabolikusan indul: k(1) = MA-D#, és
nagy A-ra MA=1) = A%,
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7. abra. Sikeres vezérlés v, = 1 kezddfeltétel mellett a d, = 9,526
paraméterrel. A fazistérbeli kép alatt a kitérés-idé fiiggvény lathato.
Szaggatott vonallal a ¢, = 0, d, = 7 eset gorbéit is berajzoltuk az 6sz-
szehasonlithatosag érdekében, s kisebb tartomanyban, mint az 5.a
abran.

A 1_kritikus id6 megfelelGje az x, kritikus tavolsag. Ez
az a helykoordinata, ahol az dsszenergia megegyezik
a potencialis energiaval, vagyis, ahol a klasszikus fizi-
ka torvényeinek eleget tevé részecske visszafordulna.
Az, hogy a kvantummechanikai feladatban a részecs-
ke véges valoszinlséggel lehet az x.-nél nagyobb
tavolsigban is, az alagiiteffektus jelensége. Eppen ez
az a tartomany, ahol a vezérlési feladatban a rugo6al-
land6 negativ! A vezérlési és a kvantummechanikai
probléma megfeleltetésének legfontosabb gondolatait
foglalja 0ssze a 2. tablazat.

A vezérlési feladat dltalinosabb, mint
a kvantummechanikai feladat

Vizsgaljuk most meg, hogyan alakul a vezérlési feladat,
ha az x(0) = 1 helyzetbdl nullatol eltérs ¢, # 0 kezdGse-
bességgel inditjuk a testet. A v, = 1 értékkel A = 56-ra a
numerikus megoldast kovetve azt tapasztaljuk, hogy
d= 7 koril nem sikeres a vezérlés, de d = 9,526-ra si-
keressé valik. Ez szemléletesen is érthetd, hiszen, ha a
test kezdetben hatarozottan tavolodik az origotdl,
akkor a kritikus idé (amely fiiggetlen y-tol) eltelte utan
még viszonylag messze van az origotol, igy a taszitd
eré d = 7 korul még kiveti a pozitiv végtelenbe. Az
origd pozitiv iranybol val6 lassu elérése csak valame-
lyik nagyobb d értéknél vilik lehet6vé. A 7. dbrdn a
kitérés-id§ fuggvényen kivil a fazistérbeli rajzolatot is
lathatjuk, amely topologiailag azonos a d = 7, ¢, = 0
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3. tablazat
KezdGsebesség-fiiggo rugdallando sajatértékek
A=56ra(A=8)

U d,(v,)

2 11,389; 33,003; 48,035; 55,305

1 9,520; 32,087; 47,539; 55,163

0 7,000; 31,000; 47,0005 55,000
-1 3,575; 29,851; 46,438; 54,823
-2 —; 28,708; 45,877; 54,037

értékhez tartozoval (5.a abra). Az (1, v,) kezdGpont
természetesen rajta van az origo stabil sokasdgin, ha
d=9,520.

Ez a megfigyelés azt sugallja. hogy minden egyes v,
dimenziotlan sebességhez tartozhat egy d,(¢;) rugdallan-
do-spektrum. A numerikus tapasztalat ezt alatimasztja,
amint azt a 3. tabldzat néhany esetre bemutatja.

Az a szabaly olvashat6 le, hogy pozitiv kezdGsebes-
ségek az eredeti sajatértékeket novelik, a negativak
csokkentik. Kulonosen érdekes a ¢, = —2 eset, amikor
nem taldlunk sajatértéket a 0 < d < 7 tartomdnyban. A
kezdGsebesség ekkor olyan nagy negativ szim mar,
hogy a porzitiv értékek feldl oszcillalas nélkil az ori-
gbba tartd megoldds mar nem is létezhet. Nagyobb
n-ekre a kezdGsebesség hatasa egyre kisebb, a fliggveé-
nyek egyre késSbb csengenek le, és rajuk a kezdeti
meredekség-valtozas kisebb hatdssal van.

A vezérlési és a kvantummechanikai probléma fenti
osszehasonlitidsa alapjan felmerul a kérdés: mondhatjuk
ezek utan, hogy a ¢, # 0 esetekkel a v(x) = k(t=x) po-
tencidl Gjabb kvantummechnikai sajatértékeket fedez-
tink fel? Semmiképpen sem! A vezérlés véges mere-
dekséggel induld x() fliggvényének x tengelyre vett
tikrozésével kapott paros kiterjesztése ugyanis megto-
rik az origbban. Ez nem feleltethet6 meg kvantumme-
chanikai hullimfiiggvények, hiszen y-nek differencial-
hatonak kell lennie (kiilonben példaul nem lenne egy-
értelmuen értelmezhetd ra az impulzusoperator: a deri-
valasi operator hatdsa). A levonhat6 konklazi6 az, hogy
a vezérlési probléma bévebb, mint a kvantummechani-
kai,® mert tébb megoldasa létezik, mint a kvantumme-
chanikainak, hiszen minden ¢, értékhez (nem csak ¢, =
0-hoz) tartozhat egy rugdallando-spektrum. Ennek oka,
hogy a klasszikus x() fuggvényre kevesebb megszori-
tas létezik, mint a hullamfiiggvényre. Ugyanakkor
azonban a vezérlési probléma minden egyes u,-nal
ugyanolyan (akar analitikus) modszerekkel oldando
meg, mint a Schrodinger-egyenlet.

Annak mas oldalrol torténé megvilagitasara, hogy a
kvantummechanikai probléma megoldisa bonyolul-
tabb, tobb megkotésnek tesz eleget, mint a mechani-
kai, érdemes roviden kitérni az altalanos, azaz nem

% Hacsak nem tételeziink fel az origbban még egy y,-val arinyos

Dirac-delta potencidlt is. Az azonban, hogy az amugyis mikroszko-
pikus eredeti problémdban egy még sokkal kisebb hatotavolsaga
kolesonhatast is beépitstink, nehezen motivalhato.
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paros, egyetlen minimumu v(x) potencidl esetére. Va-
lasszuk az origot a potencidl minimumanak. A pozitiv
és a negativ x értékekhez tartozd potencialbol pozitiv
idékre két killonbozé rugofiiggvény definialhato &,(#) =
v(t=x>0) és k(1) = v(t=—x>0). Mivel a hullamfiiggvény-
nek mind a pozitiv, mind a negativ végtelenben el kell
tiinnie, a megfelelS vezérlési feladatban két killonbozs
differencialegyenletet kell megoldanunk, mindkettSt
pozitiv idSkre, s ugyanazzal a d-vel:

(D = -[d-Rk(D]x(D), i=1,2 an
A kezddfeltétel az, hogy az 1-es esetben x,(0) = 1, 1,(0)
= 7,, a masik esetben viszont x,(0) = 1, 0,(0) = -y,
ugyanis az x, megoldas x-tengelyre val6 tikrozésével
kapott teljes megoldas: y(x>0) = x(r=x), Y(x<0) =
x,(t=—x) csak igy lehet folytonosan derivalhat6 az ori-
goban. Az energiaspektrum megtalalasa azt jelenti, hogy
minden egyes véges v, és d mellett végig kell probal-
nunk, hogy vezérelhetS-e mindkét feladat egyszerre.

Osszefoglalds

Megmutattuk, hogy létezik egy id6figgs vezérlési
feladat, amely szoros hasonlésagot mutat az egydi-
menzios kvantummechanikai energiasajatérték-prob-
lémaval, amennyiben a helykoordinitidban paros po-
tencidlokat vizsgalunk. Még ekkor is, a vezérlési fel-
adatnak joval tobb diszkrét megoldasa létezik, mint a

A FIZIKA TANITASA

kvantummechanikainak, mert a vezérelt részecskének
lehet kezdGsebessége is. A sikeres vezérlés mindig egy
instabil pont (az origd) elérését jelenti, ami csakis a sta-
bil sokasig mentén lehetséges. A vezérlés feltétele te-
hat Ggy fogalmazhaté meg, hogy a kezddfeltétel essen
ra az origod stabil sokasigara. A dinamikai rendszerek
szemlélete Gj megvilagitasba helyezi a klasszikus kvan-
tummechanikai energiasajatérték-problémat is.

Készénetnyilvanitas

Koszonjik Varga Baldzs tanar Grnak (Eotvos Jo-
zsef Gimnazium, Budapest), hogy olyan modern fizi-
kai orakat tartott, amelyek alapjan a 11-edikes didk-
ban felmertlt a kérdés: mi lehet a Schrodinger-egyen-
let idSbeli megfelelGje. Ez vezetett el a bemutatott
gondolatmenethez.
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KOZEPISKOLAI DEMONSTRACIOS KISERLETEK ELEMZESE

A gorog filozofiai felfogis szerint az axiomatikus gon-
dolkodas és annak eredményei birnak csupan igaz-
sagtartalommal. Az empiriaval szemben arisztokrati-
kus modon elzarkoztak, szinte lenézték azt.

A megismerés folyamata az Gjkorban épul tovabb,
és kell6 filozofiai sulyt kap Bacon és Hume munkas-
sdga altal, amikor az empiria is a megismerés hiteles
modszerévé, hiteles eszkozz€ valik. Az empiria anya-
ga adja az axiomatikus gondolkodas tartopilléreit és
frissiti az axiomakat, ahogy ezt manapsag elképzel-
juk. Galileinél tet6zik ez a kettGsség a modszeresen
végigvitt kisérletezésben és elméletalkotasban. Ezaltal
bévilnek a természettudomanyban az igazsagkritériu-
mok. Megfigyelés és kisérlet az egyik oldalon, elmé-
letalkotas a masik oldalon.

Fizikatorténeti elGadasaiban Simonyi Karoly pro-
fesszor mindig nyomatékkal emelte ki a kisérletezés
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fontossdgat; gy mondta gyakran, hogy ,Galilei vett
egy lejtét”, vagyis nemcsak elképzelte, vagy az idea-
jat tekintette, hanem kézbevette és méréseket vég-
zett vele.

A sorra kerulSé kisérletek nem kutatas célaak,
hanem igazol6, illetve a torvény érvényességét alata-
maszto kisérletek. A tanitdsban f6leg ilyenek szere-
pelnek, de elSfordulnak fizikai mérések, mérs-kisér-
letek is. Itt sohasem felfedezésr6l van sz6, hanem
vezetésrSl. Naivitas felfedezésként aposztrofalni az
iskolai fizikai méréseket. Inkabb utanérzésrdl van szo,
jelentSs kutatok eljarasait ismételjik meg célirinyos
modszertani egyszerdsitésben.

Empiria és kisérlet el6zetes, vonatkozd elméleti
ismeretek nélkil semmit sem ér. A dolog értelméhez
kell eljutni. Ezt nem nyerhetjik a latvinyossag szép-
ségével vagy egyszerd manipulacioval. A latottak mo-
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