
teljes mozgás helyett csak a nulladik módussal szá-
molni: még azonos tömegek esetén is több mint 98%
súllyal a nulladik módus gerjed. Nem ez a helyzet a b)
kezdeti feltételnél, amikor már m ∼ 0,1M mellett is
több mint 3%, m ≤ 0,3M esetén pedig már közel 10% a
felharmonikusok súlya. Annak, hogy egy adott tö-
megarány mellett a b) esetben nagyobb súllyal gerjed-
nek a felharmonikusok, mint az a)-ban, igen szemlé-
letes oka van: az a) kezdeti feltétel „hasonlít” a nulla-
dik módusra, míg a b) nem. A nulladik módushoz
tartozó elmozdulás közelít az egyenletesen növekvô-
höz, így az a) esetben a magasabb módusoknak csak
azért kell megjelenniük, hogy a kettô közötti kis elté-
rést kompenzálják. Ugyanakkor az alapmódushoz egy
közel egyenletesen növekvô sebességeloszlás tarto-
zik, így a b) esetben a felharmonikusoknak olyan
súllyal kell gerjedniük, hogy az alapmódus sebességét
a végpont kivételével mindenütt nullára egészítsék ki.
Ha itt is lenne egy vx /l sebességeloszlás a rugó men-
tén, az a) esethez hasonlóan nagy súllyal gerjedne a
nulladik módus.

Összefoglalandó az eddigieket

Elmondhatjuk: az egyik végén rögzített, tökéletesen ru-
galmas, de véges tömegû rugóból és egy hozzá erôsí-
tett testbôl álló rendszer mozgását egy egy-dimenziós
rugalmas közeg problémájaként tárgyaltuk. A rugót
modellezô rugalmas közeg mozgását egy szokásos hul-
lámegyenlet írja le, amelyhez az egyik vég rögzítése,
illetve a másik véghez csatlakozó test mozgását leíró
Newton egyenlet peremfeltételként jelenik meg. Meg-
határoztuk a rendszer normál módusait és azt a sza-
bályt, amellyel ezek a kezdeti feltételekhez illeszthetôk.
Két egyszerû, de lényegesen különbözô kezdeti felté-
telt jelentô feladatban az alapharmonikus és a felhar-
monikusok viszonyát részletesen elemeztük. A mozgá-
sok leírása azzal lett volna teljes, ha a normál móduso-
kat felösszegezzük. Ez az összegzés numerikusan bár-
mikor, de analitikusan, zárt alakban csak extrém kis ru-
gótömeg határesetben végezhetô el. Szerencsére a rugó
és a test mozgásának részletei más módon is felderíthe-
tôk. Ez lesz munkánk második részének tárgya.

EGY REMÉNYTELENNEK TÛNÔ VEZÉRLÉSI PROBLÉMA
A KLASSZIKUS ÉS MODERN FIZIKA HATÁRÁN

Tél András, BME, Mechatronika alapszak, III. évfolyam

Tél Tamás, ELTE, Elméleti Fizikai Tanszék

A modern mûszaki problémákban, így például a ro-
botok tervezésekor gyakran lépnek fel irányítási, ve-
zérlési feladatok. Ezek közül különösen érdekesek
azok, amelyek során egy eredendôen instabil álla-
potba kell eljuttatni a rendszert. Az alábbiakban be-
mutatunk egy elsô látásra reménytelennek tûnô me-
chanikai feladatot, amelynek megoldásához a mo-
dern fizika mára már klasszikussá vált eredményei
adnak segítséget.

A vezérlési feladat

Tekintsünk egy egyenes mentén harmonikus rezgô-
mozgást végzô m tömegû testet, amelynek rugóállan-
dója egy elôírt D (t ) függvény szerint változik idôben.
Az x (t ) kitérés-idô függvényt meghatározó mozgás-
egyenlet [1]

ahol a pont az idô szerinti deriválást jelöli. Az ennek

(1)m ẍ (t ) = D (t ) x (t ),

az egyenletnek eleget tevô rendszer manapság érzé-
kelôk (szenzorok) és beavatkozó egységek (aktuáto-
rok) segítségével könnyen megépíthetô, bármilyen is
a D (t ) függvény. A rugóra ható erô most tehát nem

csak a kitéréstôl függ, hanem az idôfüggô rugóállan-
dó pillanatnyi értékétôl is.1 Az (1) egyenlet jobb olda-

1 A rugóállandó szóhasználat annyiban jogos, hogy D (t ) továbbra
is független a kitéréstôl.

la expliciten is függ az idôtôl, a differenciálegyenlet
nem autonóm, vagyis a mozgás folytatását nem csak
a test pillanatnyi helyzete és sebessége határozza
meg, hanem egy külsô hatás is. Az egyenlet olyan
típusú, mint a gerjesztett rezgéseket leíró egyenletek
[1], csak az idôfüggés nem egy külsô erôben, hanem a
rugóállandóban jelenik meg. A mechanikai összener-
gia a súrlódás hiányában sem állandó, hiszen a rugó-
állandó idôbeli változása miatt a rendszer energiát
nyerhet vagy veszíthet.

Tegyük föl ráadásul, hogy a rugóállandó idôben
monoton módon csökken, egy idô után elôjelet vált, s
attól kezdve végig negatív marad. Az egyszerûség
kedvéért egységnyi tömeget tekintve, s alkalmasan
megválasztott idôegységet használva, ezt kifejezhet-
jük úgy is, hogy a mozgásegyenletet az

alakba írjuk. Itt d > 0 a nulla pillanathoz tartozó kez-

(2)ẍ (t ) = d k (t ) x (t )

deti rugóállandó, és k (t ) az idôbeli változást leíró
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rugófüggvény, amely nulláról indul és monoton mó-

1. ábra. A konkrét példaként választott k (t ) rugófüggvény alakja. A
kritikus tc = tanh−1(d/A )1/2 értéknél a rugófüggvény értéke meg-
egyezik a kezdeti rugóállandóval, az eredô rugóállandó itt zérus,
ennél nagyobb idôkre negatív. A rugó tehát t > tc -re taszítóvá válik.

A

d

0
0 tc

t

k
k t A t( ) = tanh ( )2

2. ábra. A numerikusan meghatározott kitérés-idô függvény külön-
bözô d kezdeti rugóállandókkal. Az egyes görbék mellett a hozzá-
juk tartozó d értéket tüntettük fel. A d = 55 értéknél megvalósul a
vezérlés: a test megáll az origóban. A kis fekete négyzetek a tc pilla-
natokat jelölik, amelyek egyben az x (t ) görbe inflexiós pontjai,
hiszen itt ẍ = 0. A d = 55,5 és 55 értékekre tc =3,05, illetve 2,70.
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don tart a d -nél nagyobb A értékhez. Konkrétan vá-
lasszuk a k (t ) rugófüggvényt

alakúnak, amely egy egyszerû, folytonos átváltást ír le

(3)k (t ) = A tanh2 t = A sinh2 t

cosh2 t

0 és A > d között. A rugófüggvény alakját és a d kez-
deti értékhez való viszonyát az 1. ábra mutatja.

A (2) egyenlethez tartozó vezérlési probléma2 a

2 A vezérlés olyan beavatkozási forma, amelyben a betáplált adat
után a rendszernek – szemben a szabályozással – nincs visszahatása
önmagára.

következô: véges kezdeti kitéréssel indítva, adott A
mellett, elérhetô-e d alkalmas megválasztásával, hogy
a test hosszú idô után megálljon?

Mivel a kezdeti rugóállandó az A nagyságú inter-
vallumban változhat, ezt az intervallumot az operá-
ciós tartománynak nevezzük. Egy vezérlési feladat
során az A értéket rögzítjük. A megoldás azért tûnik
elsô ránézésre reménytelennek, mert az eredô rugó-
állandó egy idô után (t > tc -re) negatív, a rugó taszí-
tó, s a taszító rugók általános tulajdonsága, hogy
egyre távolabbra juttatják a testet, amely formálisan
tehát kifut a végtelenbe. A vezérlés lehetôségében
azonban mégis reménykedhetünk, ha egy speciális
feltétel teljesül. Ha a tc pillanatban a test nem távolo-
dik az origótól, hanem közeledik hozzá, méghozzá
elegendôen nagy sebeséggel, akkor elôfordulhat,
hogy tehetetlensége miatt ezt a közeledést megtartja,
s ámbár az eredô rugóállandó abszolútértéke nô, az
eredô erô nagysága,

csökkenhet, ha |x (t )| elegendôen kicsi és megfelelô

k (t ) d x (t )

ütemben csökken. Így tehát egészen kivételes esetek-
ben, bizonyos d értékek mellett, lehetséges az, hogy a
test hosszú idô után az origóhoz tartson, megálljon.

Numerikus eredmények

A speciális d értékek megtalálásához általában csak nu-
merikus módszerekkel juthatunk. Rögzítsük ezért elô-
ször a kezdôfeltételt oly módon, hogy a mozgás mindig
egységnyi kitéréssel indul, kezdôsebesség nélkül:

Az, hogy a kezdeti kitérés egységnyi, nem jelent meg-

(4)
x (0) = 1,

ẋ (0) = v (0) = 0.

szorítást, mert a hosszegység szabadon választható
(más szóval, azt a távolságot tekintjük hosszegység-
nek, amelybôl a test indul). A vezérlés ezek után
egyetlen mennyiség, a d kezdeti rugóállandó megvá-
lasztásával végezhetô el. A mozgás numerikus integ-
rálásához a Newton-egyenlet szimulálására jól bevált
negyedrendû Runge–Kutta-módszert [2] választottuk,
rögzített h lépésközzel. A negyedrendû jelzô arra utal,
hogy egy iterációs lépés h4 értékig pontos (a hiba
nagyságrendje h5). Ez elegendô pontosságot biztosít,
viszonylag rövid futási idôkkel, a h = 0,01 választás-
sal. Mivel nagyobb d értékek mellett a kritikus tc idô
nagyobb, a test hosszabb ideig rezeg, érdemes az
A -hoz közeli d értékek vizsgálatával kezdeni.

Az A = 56, 55 < d < 56 választás mellett a kritikus
pillanathoz körülbelül másfél rezgés után érünk el (a
frekvencia közben lassan csökken, hiszen a [d−k (t )]
rugóállandó is csökken). Ekkor d < 55,5-re, a kitérés
negatív, a sebesség pozitív, de annyira nagy, hogy a
test a negatív rugóerô ellenére jelentôs sebességgel
halad át az origón, s attól kezdve gyorsulva fut a vég-
telenbe (2. ábra ). A d = 55 érték felé közeledve ez a
kifutás egyre lassul. d = 55,0001 mellett az x (t ) függ-
vény már közelít a t -tengelyhez, de kis szög alatt át-
metszi. A d = 55 értékre a görbe numerikus pontos-
sággal belesimul a t -tengelybe, amint a 2. ábrán is
láthatjuk. Ekkor tehát sikeres a vezérlés! Az, hogy az
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ilyen d értékek mennyire kivételesek, jól látszik abból

3. ábra. Az origó (nyeregpont) és környezete a fázistérben, a jelleg-
zetes keresztalakzat. A mozgás a vonalakon a nyilakkal jelölt irány-
ba történik. Az origóba bejutni csak a stabil sokaság mentén lehet.

stabil sokaság

instabil sokaság

v sx=

v sx= –

0

0

x

v

is, hogy d = 54,9999 és d = 54,99-ra a kitérés a negatív
végtelenbe tart. A tc értéknél fellépô sebesség ekkor
már nem elég ahhoz, hogy a test a negatív irányból
eljusson az origóig, s miután azt megközelítve vissza-
fordul, a taszító rugó egyre messzebbre távolítja.

Az instabil állapot vizsgálata, a fázistér

Ez a tapasztalat jól mutatja, hogy az origó erôsen in-
stabil állapot. Vizsgálatára érdemes használni a dina-
mikai rendszerek módszertanából ismert eszközöket
[3]. Tekintsük elôszöris a (2) mozgásegyenlet hosszú
idô elteltével érvényes alakját. Mivel t → ∞-re k (t ) az A
konstans értékhez tart, az egyenlet jobb oldalán
(A−d )x áll. Mivel A > d, a zárójel pozitív, érdemes ezt
s2-ként jelölni:

Az s mennyiség a taszítási paraméter. A mozgásegyen-

(5)s = A d .

let ezzel a rövidített jelöléssel

alakú, és egy idôben konstans állandójú taszító rugó ha-

(6)ẍ = s 2 x

tását írja le. Hosszú idô elteltével a kitérés általában nagy.
A sikeres vezérléshez közeli esetekben azonban a (6)
egyenlet érvényes |x| << 1 esetén is. Tegyük fel, hogy
ilyen esettel van dolgunk, s indítsuk újra az idôszámítást
akkor, amikor a test már egy kis x0 koordinátájú és kis v0

sebességû állapotba került. Célunk ezzel annak megérté-
se, hogy milyen a mozgás az origó környékén.

Vegyük észre, hogy a (6) egyenlet autonóm, ráadá-
sul (éppen ezért) megoldható analitikusan. Mint min-
den lineáris, állandó együtthatós, homogén differen-
ciálegyenletnek, megoldása kereshetô exponenciális
alakban. Az x = exp(λt ) feltevéssel a λ = ±s megszorí-
tásra jutunk, vagyis a λ kitevô csak a taszítási paramé-
ter, s, vagy annak ellentettje, −s lehet. Az általános
megoldás ezen alapmegoldások lineáris kombináció-
ja. Könnyen ellenôrizhetô, hogy a (6) egyenlet x (0) =
x0, v (0) = v0 kezdôfeltételt kielégítô megoldása

alakú. A megoldás tehát két exponenciális összege,

(7)x (t ) =
s x0 v0

2 s
e s t

s x0 v0

2 s
e s t

amelyek közül egy idô után a pozitív kitevôjû,
exp(s t ) tag válik dominánssá. Ez írja le a végtelenhez
tartást. Mindez azonban csak akkor igaz, ha az sx0 +v0

együttható nem nulla. Bizonyos kezdôfeltételekre
azonban fennállhat, hogy sx0 +v0 = 0, s ekkor

Ilyenkor tehát a test egyre csökkenô sebességgel az

(8)x (t ) = x0 e s t.

origóhoz tart. Ennek az esetnek kell tehát megvaló-
sulnia sikeres vezérlés esetén.

Az origó körüli viselkedésrôl áttekintô képet a fá-
zistérben kaphatunk, ahol a v = sebességet ábrázol-ẋ
juk az x kitérés függvényében. Fenti eredményünk azt
mutatja, hogy a

egyenes mentén elhelyezkedô pontok éppen eljutnak

(9)v = s x

az origóba, ha |x| << 1. Vagyis, ha jól meghatározott
sebeséggel lökjük az instabil állapot felé a testet, ak-
kor az megáll. A nulla sebesség elérése elvileg végte-
len hosszú ideig tart, de gyakorlatilag az 1/s idô né-
hányszorosa után a test már nagyon jó közelítéssel
megközelíti a nyugalmi állapotot. Az egyenesen kívüli
kezdôfeltételek mind a végtelenbe vezetnek. A v = sx
egyenes mentén levô pontoknak megvan az a sajátos
tulajdonsága, hogy esetükben sx0 −v0 = 0, és ôk egyet-
len exponenciálisan növekvô függvény szerint távo-
lodnak, x (t ) = x0 est.

A fázistér v = −sx egyenese a fentiek szerint azt a
speciális mozgást írja le, amely az origóba történô el-
jutásnak felel meg. Ezt a görbét ezért az origó stabil
görbéjének, a dinamikai rendszerek szóhasználatával
stabil sokaságának [3] hívjuk. A v = sx egyenes,
amelynek mentén az eltávolodás a leggyorsabb, az
origó instabil sokasága. A 3. ábrán is látható, hogy a
fázissíkot a stabil és instabil sokaságok négy síkne-
gyedre osztják.

3 A stabil sokaságra szorítkozva az origó stabilnak mutatkozik, a
teljes fázissíkon azonban instabil.

Általában is igaz [3], hogy a mechanikában elôforduló
minden autonóm rendszer instabil állapota ilyen típusú.
A keresztalakzat megjelenése azt fejezi ki, hogy az insta-
bilitás sohasem tökéletes. A fázistér egy elhanyagolha-
tóan csekély mértékû tartományából (a teljes sík egy vo-
nalából) mindig el lehet jutni az instabil állapotba. (A
hegyére állított ceruza állapotát instabilnak mondjuk,
pedig kezdeti kitérítés esetén ott is találhatunk egy meg-
felelô kezdôsebességet, amellyel meglökve az éppen
megáll a függôleges helyzetben.) Az instabil állapotok
tehát mindig nyeregpontok a fázistérben, olyan pontok,
amelyekhez tartozik stabil és instabil sokaság.3
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Számunkra a stabil sokaság bír különös jelentôség-

4. ábra. A d = 50 és a d = 50±10−4 értékekhez tartozó megoldások
képe a fázistérben. Ezek jó közelítéssel kirajzolják az origóba tartó
stabil sokaságot, de mivel d = 50+10−4 mellett a megoldás hosszú
idô után a pozitív, d = 50−10−4-re viszont a negatív végtelenbe tart,
az instabil sokaság egy darabja is jól láthatóvá válik. Pontozott vo-
nallal berajzoltuk a v = ±s x egyeneseket is, amelyek a sokaságok
origó körül érvényes alakjait adják meg. A v = s x instabil ágtól a
numerikus megoldás nem különböztethetô meg, hiszen hosszú idô
után a (6) egyenlet nagy x -ekre is érvényes. A v = −s x görbe vi-
szont valóban csak az origó környékén érinti a szimulálással kapott
stabil sokaságot.
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5. ábra. A d = 7 (a), 31 (b) és 47 (c) vezérlést biztosító értékekhez tartozó megoldások képe a fázis-
térben. Alattuk a megfelelô x (t ) függvény látható. A két ábrázolás közötti kapcsolat bemutatására a
kitérés-idô függvényt elforgattuk, hogy a két x tengely párhuzamos legyen. A kritikus idôk rendre
tc = 0,37, 0,96 és 1,56. Pontozott vonallal a fázistéren berajzoltuk a v = ±s x egyeneseket is.
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gel, hiszen a vezérlés csak ezen görbe mentén lehet
sikeres. Örülhetünk annak, hogy alakját a (9) össze-
függés szerint egzaktul ismerjük, de ez csak akkor
igaz, ha a test már közel került az origóhoz. Mit
mondhatunk az origótól távol esô pontok vezérlési
esélyérôl? A folytonosság miatt feltételezhetjük, hogy
az origó stabil sokasága a teljes (2) egyenlet fázisteré-
ben is létezik. Ha tehát nem kötjük magunkat a t >> 1
feltételhez, az eredeti nem autonóm egyenlet fáziste-
rében is találunk egy olyan
görbét, amely hosszú idô
után befut a (9) egyenesbe, s
azon keresztül az origóba.
Ezt a stabil sokaságot numeri-
kusan kell megkeresni, s a
kérdés az, hogy a (4) kezdô-
feltétel adott d mellett rá-
esik-e az origó stabil sokasá-
gára. Azon d értékek, ame-
lyekre ez teljesül, a vezérlést
biztosító d értékek. A 4. ábra
mutatja, hogy d = 55 esetén
az (1,0) pont valóban rajta
van az origóba vezetô stabil
sokaságon. Autonóm rend-
szerekben a stabil sokaság
nem metszheti önmagát. Mi-
vel azonban rendszerünk
nem autonóm, több metszés-
pontot is megfigyelhetünk.

(Azt is mondhatjuk, hogy az igazi fázistér 3 dimen-
ziós, amelyet x, v és a rugóállandóban megjelenô idô
feszít ki, s mi az igazi, önmagát nem metszô sokaság-
nak az (x,v ) síkra vett vetületét látjuk.)

A rugóállandó-spektrum

Vizsgáljuk ezek után, létezik-e még másik, vezérlésre
alkalmas d érték A = 56 mellett. Ezt numerikusan úgy
tehetjük meg, hogy programot írunk, amely az összes
d értéket megvizsgálja Δd = 0,01 lépésenként a 0 < d
< A operációs tartományban. Minden egyes d -hez
numerikusan meghatározza az x (t ) függvényt, s rög-
zíti annak értékét egy késô idôpontban (például t =
30-ban). A program, amely a LabView grafikus prog-
ramnyelven íródott [4], újabb és újabb d értékeket
vesz mindaddig, amíg azt nem érzékeli, hogy a ké-
sôbbi idôpontban felvett x érték elôjele különbözik az
elôzô d -hez tartozó elôjelétôl. Ekkor megáll és kiírja
az utolsó d értéket, amelynek környékén léteznie kell
egy vezérlést megvalósító értéknek, hiszen itt simul
hozzá az x (t ) függvény a t -tengelyhez (vagyis ugyan-
az zajlik le, mint a 2. ábrán, csak más d -re).

Ezzel a módszerrel összesen még három vezérlés-
re alkalmas d értéket találunk, amelyek 7, 31, és 47.
A kitérés-idô függvény ezekre rendre negyed, há-
romnegyed és ötnegyed rezgés után tart az origóba.
A fázistérbeli képen ennek megfelelôen az origó el-
érése elôtti rajzolat egyre bonyolultabb, és egyre
több metszéspont figyelhetô meg (5. ábra ). Vegyük
észre, hogy az alacsonyabb d értékekre az origó
egyre instabilabb, az (5) taszítási paraméterre rendre
a 7, 5 és 3 értékeket kapjuk. Ennek megfelelôen a
nyeregpontra jellemzô keresztalakzat egyre merede-
kebb a fázissíkon.

Az A = 56 paraméter esetén tehát összesen négy
vezérlést biztosító kezdeti rugóállandó értéket talál-
tunk a (4) kezdôfeltétellel. Az ilyen típusú feladatok a
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sajátérték-problémák körébe tartoznak: megoldások

1. táblázat

A rugóállandó-spektrum különbözô A-kra

A λ dn nmax

12 4 3, 11 1

30 6 5, 21, 29 2

56 8 7, 31, 47, 55 3

csak bizonyos diszkrét dn = d0, d1, …, értékekdnmax

mellett találhatók.
Az A paraméter más értékei mellett is ugyanezt a

jelleget látjuk. A tapasztalat az, hogy A növelésével nô
a sajátértékek száma. Az 1. táblázatban összefoglal-
juk néhány jellegzetes A paraméter mellett a talált dn

sajátértékeket, a rugóállandó-spekrumokat.
A táblázatból több érdekes szabályosság olvasható

ki. Adott A mellett az (n+1)-edik és az n -edik sajátér-
ték különbsége például 8 egész számú többszöröse.
Egyszerû összefüggésre jutunk, ha észrevesszük,
hogy a vizsgált A értékek két egymás utáni egész
szám szorzataként írhatók,

ahol λ > 1. Az adott λ-hoz tartozó elsô sajátérték min-

(10)A = λ (λ 1),

dig λ−1, és dn+1 −dn = 4λ−8(n+1). Ezek után köny-
nyen felismerhetô az általános szabály:

amely n = 0-tól a maximális nmax = [(λ−1)/2] értékig

(11)dn = λ (λ 1) (λ 2 n 1)2,

érvényes, ahol a szögletes zárójel az egész részt jelöli.
A dn sajátértékhez tartozó (5) taszítási paraméter: sn =
λ−2n−1, amibôl látszik, hogy minél kisebb n, annál
instabilabb a probléma. Mivel minden pozitív szám
írható a (10) alakban, érthetô és numerikusan is ellen-
ôrizhetô, hogy a (11) rugóállandó-spektrum tetszôle-
ges valós λ-ra is érvényes.

Mi a kapcsolat a modern fizikával?

Térjünk most át egy másik kérdéskörre, a kvantumme-
chanikai energiasajátérték-problémára (a figyelmes Olva-
só bizonyára már amúgyis észrevette a két feladat ha-
sonlóságát). Mint ismert, az egydimenziós, sima V(x)
potenciálban mozgó m tömegû részecske E energiáját a

stacionárius Schrödinger-egyenlet határozza meg

(12)
2

2m
ψ″(x ) = E V (x ) ψ(x )

[5–7], ahol a Planck-állandó és a vesszô az x hely-
koordináta szerinti deriválást jelöli. A ψ(x ) hullám-
függvénynek folytonosan differenciálhatónak kell len-
nie, és kötött állapotban nagy távolságokban nullához
kell tartania. Ez az egyenlet mikroszkopikus részecs-

kékre vonatkozik, és idôtôl független. Hogyan vethe-
tô össze a (2) makroszkopikus vezérlési problémával,
amely a klasszikus fizika Newton-egyenlete?

Az ilyen távolesô problémák közötti lehetséges
kapcsolat felderítésében nélkülözhetetlen segítség az
egyenletek dimenziótlanítása [3]. A módszer nagyon
egyszerû, és sok más esetben (például egyenletek
numerikus megoldásra alkalmas alakjának megtalálá-
sában) is hasznos. Az alapgondolat az, hogy minden
problémának megvan a saját jellegzetes hosszúság-
vagy idôskálája. A Schrödinger-egyenlet esetén ilyen
jellegzetes skála lehet a potenciál jellemzô mérete,
például félszélessége. Tekintsük távolságegységnek
ezt az a mikroszkopikus hosszat az SI-rendszer méter
(vagy nanométer) egysége helyett. Ez formálisan azt
jelenti, hogy elvégezzük az x → ax transzformációt. Az
új x változó a dimenziótlan helykoordináta, amely
megadja, hogy a távolság hányszorosa a a hosszegy-
ségnek. A bonyolult jelölésváltás elkerülése érdeké-
ben jelöljük V (x ), ψ(x )-szel a potenciál- és a hullám-
függvény dimenziótlan helykoordinátával kifejezett
alakját is. Ha ennek szellemében vesszôvel kívánjuk
jelölni a dimenziótlan x szerinti deriváltat is, akkor
figyelembe kell venni, hogy minden egyes eredeti x
szerinti deriválás egy a -val való osztást hoz be. Mivel
kétszeres deriválásról van szó, a dimenziótlan hely-
változóban érvényes Schrödinger-egyenlet

Most mindkét oldal energia mértékegységû. A bal

(13)
2

2 m a 2
ψ″(x ) = E V (x ) ψ(x ).

oldalon álló E ✽ = 2/(2ma2) konstans tekinthetô a
probléma jellegzetes energiaértékének. Ha a jobb
oldalon levô energiát és potenciált ebben az E ✽ egy-
ségben mérjük, akkor helyettük az e = E /E ✽, ∨(x ) =
V (x )/E ✽ dimenziótlan energia- és dimenziótlan po-
tenciálfüggvény jelenik meg, és a

egyenletre jutunk. Az atomi méretekre jellemzô a =

(14)ψ″(x ) = e ∨(x ) ψ(x )

10−10 m-rel, m = 9 10−31 kg elektrontömeggel és a =
10−34 Js Planck-állandóval számolva az energiaegység
E ✽ = 5 10−19 J ≈ 3 eV, ami valóban atomi kötésekre
jellemzô energiaérték. Az E összenergia ennek né-
hányszorosa, így a dimenziótlan egyenlet már nem
függ az eredeti skáláktól, nem maradt benne semmi-
lyen mikroszkopikus paraméter.

Ezen a ponton felismerhetjük, hogy a (14) dimen-
ziótlan Schrödinger-egyenlet a már eddig is vizsgált
(2) egyenlethez hasonló, sôt alakjuk az x ↔ t csere
után teljesen megegyezik!

Érdemes megjegyezni, hogy a vezérlés dimenziós (1)
egyenletét, amelyet a D (t )= D−K (t ) felbontással az

alakban írhatunk, hasonló eljárással hozhatjuk a (2)

(15)m ẍ (t ) = D K (t ) x (t )

alakra. A rugóállandó idôbeli változásának nyilván
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van egy jellegzetes ideje τ,

6. ábra. A 2. ábra d = 55 értékhez tartozó x (t ) függvénye páros kiterjesztésével kapott ψ(x )
függvény. Ez a ∨(x ) = 56 tanh2x potenciálhoz (felsô görbe) tartozó Schrödinger-egyenlet hetedik
sajátfüggvénye (n = 6), amely az e6 = d3 = 55 sajátértékhez tartozik. Az xc = tc kritikus távolságot
is feltüntettük. Ez a klasszikus fordulópont, amelyen túl a hullámfüggvény már sohasem hul-
lámzik.
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2. táblázat
A vezérlési és a kvantummechanikai feladat megfeleltetése

Newton-egyenlet Schrödinger-egyenlet

karakterisztikus idô τ karakterisztikus távolság a

kitérés függvény x (t ) hullámfüggvény ψ(x )

rugófüggvény K (t ) potenciálfüggvény V (x )

dimenziótlan idô t dimenziótlan távolság x

rugóállandó egység D ✽ energiaegység E ✽

az operációs intervallum
hossza A

a ∨(x ) potenciálgödör
mélysége A

rugóállandó-spektrum dn =
Dn /D✽

energiaspektrum en = En /E ✽

sikeres vezérlés sajátállapot megtalálása

amely lehet például az az idô,
amely alatt a rugóállandó ér-
téke a felére csökken. Az idôt
τ egységeiben mérve, a D ✽ =
m/τ2 rugóállandó-egységet kap-
juk, amellyel (15)-bôl (2)-re
jutunk.4

4 Makroszkopikus m = 1 kg, τ = 1 s adatokkal D✽ = 1 kg/s2 = 1 N/m.
5 Ezeket az x (0) = 0, v (0) = 1 kezdôfeltétellel kaphatnánk meg a
vezérlési problémában, de ezzel a kezdôfeltétel-családdal a terje-
delmi korlátok miatt nem foglalkozunk.
6 Ennek dimenziótlan energiaspektruma egzaktul ismert az en =
λ(λ−1)−(λ−n−1)2 alakban, 0 ≤ n ≤ (λ−1).

A dimenziótlan egyenletek
ekvivalenciájának felismerése
után természetesen vizsgálnunk
kell a kezdeti és peremfeltétele-
ket is. A vezérlés feltételeként
megkövetelt x(t→∞) = 0 megkö-
tés teljesen megfelel a hullám-
függvény normálhatóságával
kapcsolatos ψ(|x|→∞) = 0 pe-
remfeltételnek. A vezérlési prob-
léma kezdôfeltételének kvantummechanikai megfelel-
tetése több figyelmet igényel. A Schrödinger-egyenlet a
teljes V (x ) potenciált vizsgálja, s nem szorítkozik
annak csak a pozitív (x > 0) koordinátákhoz tartozó
felére. Páros potenciálfüggvények, azaz V (x ) = V (−x )
esetén, a szimmetria miatt tudjuk, hogy létezniük kell
páros hullámfüggvényeknek, s ezek a függvények az
origóban vízszintes érintôjûek. Ôk, az x ↔ t csere ér-
telmében pontosan megfelelnek a (4) mechanikai
kezdôfeltételnek. A páros sajátfüggvényekhez a teljes
en energiaspektrum páros n indexû értékei rendelhe-
tôk. A páratlan indexû energiaértékek az origóban
eltûnô pontszimmetrikus hullámfüggvényekhez tar-
toznak.5 A két probléma közötti megfeleltetés tehát
az, hogy ha azonos alakú a dimenziótlan k (t ) és ∨(x )
függvény, azaz, ha k (t ) = ∨(x= t ) és ha ∨(x ) páros,
akkor a dimenziótlan spektrumok megfelelnek egy-
másnak; a (4) kezdôfeltételhez tartozó vezérlési prob-
léma dimenziótlan spektruma a

szabály szerint kapható meg az en dimenziótlan kvan-

(16)dn = e2n

tummechanikai spektrumból. A példaként használt
(3) függvénycsalád a kvantummechanikában a

dimenziótlan potenciálnak felel meg, az úgynevezett

∨(x) = λ (λ 1) ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 1
cosh2x

Rosen–Morse-potenciálnak [7, 8].6

Még egyszerûbb példát kapunk a parabolikus k (t)
= t 2 rugófüggvény, ∨(x ) = x2 dimenziótlan potenciál
esetén, amely a V (x ) = 1/2mω2x2 harmonikus oszcil-
látor problémának felel meg az E ✽ = ω/2, a2 =
/(mω) egységválasztással. A rugóállandó-spektrum

az ismert [5, 6] lineáris En = ω(n+1/2), en = 2n+1
spektrumból következôen dn = 4n+1 alakú.7

7 Ha k (t ) = λ2t 2, ∨(x ) = λ2x2, ahol λ > 0 tetszôleges szám, akkor az
E ✽ = ω/(2λ), a2 = λ/(mω) választással az en = (2n+1)λ dimenziót-
lan spektrumra jutunk, amelybôl dn = (4n +1)λ. Ugyanez következik
(11)-bôl is a nagy λ határesetben, véges n -ekre. Ennek oka az,
hogy a (3) rugófüggvény parabolikusan indul: k (t ) = λ(λ−1)t 2, és
nagy λ-ra λ(λ−1) ≈ λ2.

Sajnos, az egzaktul megoldható kvantummechani-
kai problémák száma csekély [6, 7], ezért csak nagyon
ritkán számíthatunk arra, hogy a dn spektrum kifejez-
hetô egyszerû képlettel. A vázolt numerikus eljárás
azonban mindig célhoz vezet.

Feltehetô az a kérdés is, hogy milyen kvantumme-
chanikai feladatot oldunk meg a k (t ) függvény meg-
választásával. Mivel az idô pozitív, a potenciálnak
pedig negatív x koordinátákra is értelmezettnek kell
lennie, azt mondhatjuk, hogy ∨(x ) = k(t=x ), negatív
x -ekre pedig ∨(x ) = ∨(−x ). Vagyis, a (4) kezdôfelté-
telnek eleget tevô vezérlési feladat a k (t )-nak megfe-
lelô potenciál páros kiterjesztését tartalmazó energia-
sajátérték-problémának felel meg, és abban is a páros
sajátértékeket adja meg dn. Így a dn -hez tartozó vezé-
relt x (t ) kitérés-idô függvény páros kiterjesztése a t →
x helyettesítés után a ∨(x ) potenciál 2n -edik sajátálla-
potához tartozó hullámfüggvényt adja meg (6. ábra ).
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A tc kritikus idô megfelelôje az xc kritikus távolság. Ez

7. ábra. Sikeres vezérlés v0 = 1 kezdôfeltétel mellett a d0 = 9,526
paraméterrel. A fázistérbeli kép alatt a kitérés-idô függvény látható.
Szaggatott vonallal a v0 = 0, d0 = 7 eset görbéit is berajzoltuk az ösz-
szehasonlíthatóság érdekében, s kisebb tartományban, mint az 5.a
ábrán.
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3. táblázat

Kezdôsebesség-függô rugóállandó sajátértékek
A = 56-ra (λλ = 8)

v0 dn (v0)

2 11,389; 33,063; 48,035; 55,305

1 9,526; 32,087; 47,539; 55,163

0 7,000; 31,000; 47,000; 55,000

−1 3,575; 29,851; 46,438; 54,823

−2 –; 28,708; 45,877; 54,637

az a helykoordináta, ahol az összenergia megegyezik
a potenciális energiával, vagyis, ahol a klasszikus fizi-
ka törvényeinek eleget tevô részecske visszafordulna.
Az, hogy a kvantummechanikai feladatban a részecs-
ke véges valószínûséggel lehet az xc -nél nagyobb
távolságban is, az alagúteffektus jelensége. Éppen ez
az a tartomány, ahol a vezérlési feladatban a rugóál-
landó negatív! A vezérlési és a kvantummechanikai
probléma megfeleltetésének legfontosabb gondolatait
foglalja össze a 2. táblázat.

A vezérlési feladat általánosabb, mint
a kvantummechanikai feladat

Vizsgáljuk most meg, hogyan alakul a vezérlési feladat,
ha az x (0) = 1 helyzetbôl nullától eltérô v0 ≠ 0 kezdôse-
bességgel indítjuk a testet. A v0 = 1 értékkel A = 56-ra a
numerikus megoldást követve azt tapasztaljuk, hogy
d = 7 körül nem sikeres a vezérlés, de d = 9,526-ra si-
keressé válik. Ez szemléletesen is érthetô, hiszen, ha a
test kezdetben határozottan távolodik az origótól,
akkor a kritikus idô (amely független v0-tól) eltelte után
még viszonylag messze van az origótól, így a taszító
erô d = 7 körül még kiveti a pozitív végtelenbe. Az
origó pozitív irányból való lassú elérése csak valame-
lyik nagyobb d értéknél válik lehetôvé. A 7. ábrán a
kitérés-idô függvényen kívül a fázistérbeli rajzolatot is
láthatjuk, amely topológiailag azonos a d = 7, v0 = 0

értékhez tartozóval (5.a ábra ). Az (1,v0) kezdôpont
természetesen rajta van az origó stabil sokaságán, ha
d = 9,526.

Ez a megfigyelés azt sugallja. hogy minden egyes v0

dimenziótlan sebességhez tartozhat egy dn(v0) rugóállan-
dó-spektrum. A numerikus tapasztalat ezt alátámasztja,
amint azt a 3. táblázat néhány esetre bemutatja.

Az a szabály olvasható le, hogy pozitív kezdôsebes-
ségek az eredeti sajátértékeket növelik, a negatívak
csökkentik. Különösen érdekes a v0 = −2 eset, amikor
nem találunk sajátértéket a 0 < d < 7 tartományban. A
kezdôsebesség ekkor olyan nagy negatív szám már,
hogy a pozitív értékek felôl oszcillálás nélkül az ori-
góba tartó megoldás már nem is létezhet. Nagyobb
n -ekre a kezdôsebesség hatása egyre kisebb, a függvé-
nyek egyre késôbb csengenek le, és rájuk a kezdeti
meredekség-változás kisebb hatással van.

A vezérlési és a kvantummechanikai probléma fenti
összehasonlítása alapján felmerül a kérdés: mondhatjuk
ezek után, hogy a v0 ≠ 0 esetekkel a ∨(x ) = k (t=x ) po-
tenciál újabb kvantummechnikai sajátértékeket fedez-
tünk fel? Semmiképpen sem! A vezérlés véges mere-
dekséggel induló x (t ) függvényének x tengelyre vett
tükrözésével kapott páros kiterjesztése ugyanis megtö-
rik az origóban. Ez nem feleltethetô meg kvantumme-
chanikai hullámfüggvények, hiszen ψ-nek differenciál-
hatónak kell lennie (különben például nem lenne egy-
értelmûen értelmezhetô rá az impulzusoperátor: a deri-
válási operátor hatása). A levonható konklúzió az, hogy
a vezérlési probléma bôvebb, mint a kvantummechani-
kai,8 mert több megoldása létezik, mint a kvantumme-

8 Hacsak nem tételezünk fel az origóban még egy v0-val arányos
Dirac-delta potenciált is. Az azonban, hogy az amúgyis mikroszko-
pikus eredeti problémában egy még sokkal kisebb hatótávolságú
kölcsönhatást is beépítsünk, nehezen motiválható.

chanikainak, hiszen minden v0 értékhez (nem csak v0 =
0-hoz) tartozhat egy rugóállandó-spektrum. Ennek oka,
hogy a klasszikus x (t ) függvényre kevesebb megszorí-
tás létezik, mint a hullámfüggvényre. Ugyanakkor
azonban a vezérlési probléma minden egyes v0-nál
ugyanolyan (akár analitikus) módszerekkel oldandó
meg, mint a Schrödinger-egyenlet.

Annak más oldalról történô megvilágítására, hogy a
kvantummechanikai probléma megoldása bonyolul-
tabb, több megkötésnek tesz eleget, mint a mechani-
kai, érdemes röviden kitérni az általános, azaz nem
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páros, egyetlen minimumú ∨(x ) potenciál esetére. Vá-
lasszuk az origót a potenciál minimumának. A pozitív
és a negatív x értékekhez tartozó potenciálból pozitív
idôkre két különbözô rugófüggvény definiálható k1(t ) =
∨(t=x>0) és k2(t) = ∨(t=−x>0). Mivel a hullámfüggvény-
nek mind a pozitív, mind a negatív végtelenben el kell
tûnnie, a megfelelô vezérlési feladatban két különbözô
differenciálegyenletet kell megoldanunk, mindkettôt
pozitív idôkre, s ugyanazzal a d -vel:

A kezdôfeltétel az, hogy az 1-es esetben x1(0) = 1, v1(0)

ẍi (t ) = d ki (t ) xi (t ), i = 1, 2. (17)

= v0, a másik esetben viszont x2(0) = 1, v2(0) = −v0,
ugyanis az x2 megoldás x -tengelyre való tükrözésével
kapott teljes megoldás: ψ(x>0) = x1(t=x ), ψ(x<0) =
x2(t=−x ) csak így lehet folytonosan deriválható az ori-
góban. Az energiaspektrum megtalálása azt jelenti, hogy
minden egyes véges v0 és d mellett végig kell próbál-
nunk, hogy vezérelhetô-e mindkét feladat egyszerre.

Összefoglalás

Megmutattuk, hogy létezik egy idôfüggô vezérlési
feladat, amely szoros hasonlóságot mutat az egydi-
menziós kvantummechanikai energiasajátérték-prob-
lémával, amennyiben a helykoordinátában páros po-
tenciálokat vizsgálunk. Még ekkor is, a vezérlési fel-
adatnak jóval több diszkrét megoldása létezik, mint a

kvantummechanikainak, mert a vezérelt részecskének
lehet kezdôsebessége is. A sikeres vezérlés mindig egy
instabil pont (az origó) elérését jelenti, ami csakis a sta-
bil sokaság mentén lehetséges. A vezérlés feltétele te-
hát úgy fogalmazható meg, hogy a kezdôfeltétel essen
rá az origó stabil sokaságára. A dinamikai rendszerek
szemlélete új megvilágításba helyezi a klasszikus kvan-
tummechanikai energiasajátérték-problémát is.

Köszönetnyilvánítás
Köszönjük Varga Balázs tanár úrnak (Eötvös Jó-

zsef Gimnázium, Budapest), hogy olyan modern fizi-
kai órákat tartott, amelyek alapján a 11-edikes diák-
ban felmerült a kérdés: mi lehet a Schrödinger-egyen-
let idôbeli megfelelôje. Ez vezetett el a bemutatott
gondolatmenethez.
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A FIZIKA TANÍTÁSA

KÖZÉPISKOLAI DEMONSTRÁCIÓS KÍSÉRLETEK ELEMZÉSE
Wiedemann László

Budapest

A görög filozófiai felfogás szerint az axiomatikus gon-
dolkodás és annak eredményei bírnak csupán igaz-
ságtartalommal. Az empíriával szemben arisztokrati-
kus módon elzárkóztak, szinte lenézték azt.

A megismerés folyamata az újkorban épül tovább,
és kellô filozófiai súlyt kap Bacon és Hume munkás-
sága által, amikor az empíria is a megismerés hiteles
módszerévé, hiteles eszközzé válik. Az empíria anya-
ga adja az axiomatikus gondolkodás tartópilléreit és
frissíti az axiómákat, ahogy ezt manapság elképzel-
jük. Galileinél tetôzik ez a kettôsség a módszeresen
végigvitt kísérletezésben és elméletalkotásban. Ezáltal
bôvülnek a természettudományban az igazságkritériu-
mok. Megfigyelés és kísérlet az egyik oldalon, elmé-
letalkotás a másik oldalon.

Fizikatörténeti elôadásaiban Simonyi Károly pro-
fesszor mindig nyomatékkal emelte ki a kísérletezés

fontosságát; úgy mondta gyakran, hogy „Galilei vett
egy lejtôt”, vagyis nemcsak elképzelte, vagy az ideá-
ját tekintette, hanem kézbevette és méréseket vég-
zett vele.

A sorra kerülô kísérletek nem kutatás célúak,
hanem igazoló, illetve a törvény érvényességét alátá-
masztó kísérletek. A tanításban fôleg ilyenek szere-
pelnek, de elôfordulnak fizikai mérések, mérô-kísér-
letek is. Itt sohasem felfedezésrôl van szó, hanem
vezetésrôl. Naivitás felfedezésként aposztrofálni az
iskolai fizikai méréseket. Inkább utánérzésrôl van szó,
jelentôs kutatók eljárásait ismételjük meg célirányos
módszertani egyszerûsítésben.

Empíria és kísérlet elôzetes, vonatkozó elméleti
ismeretek nélkül semmit sem ér. A dolog értelméhez
kell eljutni. Ezt nem nyerhetjük a látványosság szép-
ségével vagy egyszerû manipulációval. A látottak mö-
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