bi eredmények alapjin ezzel egyttt is legfeljebb né-
hiny ezred naptomeget kapnank a por mennyiségére,
ami tovabbra is joval kisebb az elméleti tanulmanyok-
ban prognosztizalt tomegeknél.
<>

Tanulmanyunk Osszességében azt sugallja, hogy a
szuperndva-robbanasok — bar elméletileg a legmeg-
alapozottabb jeloltjei a kozmikus portermelésnek —, a
megfigyelések alapjain nem a vart mértékben jarulnak
hozza az Univerzum portartalmanak gyarapitasihoz.
Az eléttiink allo években mind a szupernévak vizsga-
lataban, mind a precizios infravoros csillagaszat teri-
letén ugrisszeru fejlédés bekovetkezését varjuk, ami
segithet végleg eldonteni a kérdést: vajon tényleg
nem keletkezik sok por a szupernévik kornyezeté-
ben, vagy csak eddig nem voltunk ra képesek, hogy
mindet megtalaljuk.
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HOGYAN IS MOZOG EGY TOMEGES RUGO? - 1.

A villanyvasutat gyerekjatéknak talaltak ki, mégis sokan
felnétt fejjel is szivesen jatszanak vele. Valahogy igy
vagyok én a tomeges rugd problémdjival, ami egy
tipikus tankonyvpélda lehetne, amennyiben a megol-
dasihoz sziikséges meggondoldsok és modszerek
részei a standard mechanika- és analiziskurzusoknak,
meégis ,felnétt fizikusként” is 6rommel foglalkozom a
problémaval. ElGszor 1976-ban jatszottam vele: kidol-
goztam magamnak a normil moédusokra alapozott
megoldast. Ez annyira megtetszett, hogy Ortvay-példat
is gyartottam hozza (amire egyébként nem jott teljes
megoldas). Ezzel a dolog el is lett volna intézve, ha tan
két éve egy KoMaL-példa kapcsan Gjra el6 nem kerul.
Tobbekkel beszélgettlink rola, aminek eredménye —
jorészt Groma Istvan (ELTE, TTK, Anyagfizikai Tan-
sz€k) otlete alapjan — egy Gjabb, a mozgd hullimfron-
tokat leir6 megoldas lett. Mondanom sem kell, ehhez is
sziiletett egy Ortvay-példa (2009-ben, amire sajnos
megint nem érkezett teljes megoldas). A jelen kézirat
Osszeallitisa kozben tudtam meg, hogy a torténet itt
nem allt meg, a feladat tobbnek bizonyult mint egy
nivos rejtvény: egyes elemei beéptiltek a fizikusok kon-
tinuummechanika kurzusanak anyagaba. Nem tudom,
hogy az érintett hallgatok mennyire szeretik, de remé-
lem, meglatjak szépségét, mint ahogy azok a kollégak
is, akik elolvassak ezt a munkat.

Bevezetés
Az évtizedek Ota tartd tananyagcsokkentésnek szeren-

csére (még) nem esett dldozatul a harmonikus rezgs-
mozgas oktatdsa. E mozgas iskolapélddja az egyik
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végénél rogzitett, elhanyagolhaté tomegd rugd altal
mozgatott, véges tomegu test rezgése. Elvaras, hogy a
tanulok tudjak, ha a test tomege M, a rugdallando
pedig D, akkor a rezgésids:

T=2m M
D

A jobb didkok azt is tudjak, hogy ha a rugénak is van
mondjuk m témege (ami azért joval kisebb mint M),
azt Ggy lehet figyelembe venni, hogy a rendszer ef-
fektiv tomegenek M, = M+ m/3-at vesziink. A magya-
rizat nagyon szemléletes: feltételezve, hogy a rugd
megnyuldsa a mozgas soran végig egyenletes, a rugd
mentén a sebesség linearisan nd, igy ha az M tomeg
sebessége v, a rugd kinetikus energidja m¢?/6, ami
olyan, mintha M helyén M+ m/3 tomeg mozogna.
Ugyanakkor az is nyilvinval6, hogy meggondolasunk
alapfeltevése, azaz a rugd egyenletes megnyuldsa
csak kozelités lehet: az egyenletesen megnyujtott
vagy Osszenyomott rugd barmely darabjara mindkét
irinyban ugyanakkora eré hat, igy az, mivel véges
tomeg(, nem gyorsulhatna. Az ellentmondas feloldasa
természetesen az, hogy a tomeges rugd megnyulisa a
mozgas sordn nem egyenletes, és a rendszer mozgasa
altalaban annal Osszetettebb, mint hogy egy paramé-
terrel (az M kitérésével) jellemezhets legyen. Valoja-
ban a pontos leirishoz a rugét mint egy egy-dimen-
zios, végtelen sok szabadsiagi foka rugalmas kozeget
kell kezelniink. Jelen cikk célja ennek bemutatdsa.
Latni fogjuk, hogy a rendszer sajit rezgései (normal
modusai) allohullamok, amelyek kozil a legels tény-
leg tag hatarok kozott jol kozelithetS a fenti effektiv
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tomeges leirassal, de ez a kozelités az egész mozgasra
csak akkor elfogadhat6, ha a magasabb modusok
csak kis sullyal gerjednek. Ez azonban a kezdeti felté-
telektsl elég erGsen fuigg, ahogy azt két egyszerd pél-
dan részletesebben is bemutatjuk. A rendszer hullam-
egyenlettel torténd leirdsa lehetévé teszi a ,tranzien-
sek” vizsgalatat is, nevezetesen annak nyomon kove-
tését, hogy egy adott kezdeti feltételbsl idében ho-
gyan fejlédik a mozgas. A vizsgalt példak egyikét eb-
bél a szempontbdl is elemezzik.

A kétféle leiras, azaz a normal modusok megadasa,
illetve a mozgas iddfejlédésének kovetése, technikai-
lag nagymértékben kiillonbozik egymastol, ez termé-
szetes modon kindlja az anyag — terjedelme 4ltal
amugy is indokolt — két részre bontasat.

A mozgasegyenletek

Tegylk fel, hogy a D direkcios erejd, m tomegl és /
hosszisagt rugd sima, vizszintes talajon fekszik,
egyik vége egy falhoz van rogzitve, és a masik végén
1évé M tomegd test a rugd tengelye irdnyaban a rugo-
val egytitt surlodasmentesen mozoghat. Paraméterez-
zik a rugd egyes pontjait a rogzitett végtsl mérhets x
egyensulyi tavolsiggal, és jeloljik az egyes pontok
(longitudinalis) elmozdulasat a ¢ idGpillanatban
s(x, D-vell A rugd egészére jellemzS m és D helyett az
ezeknek megfelel6 lokalis mennyiségeket, azaz az
egy dimenzioban értelmezett p = m/[ slrlséget, és a
Young-modulus egydimenzids analogonjanak megfe-
lel6 € = DI mennyiséget kell hasznalnunk. Ez utébbi
jelentése: ha az x pontban a rugo relativ megnyulasa
ds/dx, akkor abban a pontban a rugéban F(x) =
€ds/dx er$ hat, azaz a rugonak az x-ben talilkozo
két darabja ekkora erével huzza egymast (Iasd pél-
daul Widemann Laszlo cikkét ebben a lapszamban).
Ennek segitségével mar felirhatdé a rugd x és x+Ax
kozotti szakaszara vonatkozo Newton-egyenlet:

Flx+Ax) - F(x) = pAx$(x, D),

ami végiilis a

0 D

1 s ) Fs(x D) _
¢t 9 ox?

hullimegyenletet adja.
1. abra. A (8) egyenlet grafikus reprezenticioja.

K tgK

m/ M

|

31/2 ZIn

-+

0 /2 T
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Ebben a hangsebesség

_le _ |DP @)
c= |- = .
p m

A peremfeltételek az elrendezésbdl adodnak: egyrészt
az x = 0 vég rogzitett, azaz

s(x=0,1) = 0, 3

masrészt az M tomeg mozgisa koveti Newton II. tor-
vényét, tehat

e ds(x, D _ Mazs(z, l‘)‘

0x  |x=1 o2 &

Ez utobbi az (1) hullamegyenlet miatt ekvivalens a

_p ds(x, | _ s D)
M Ox |- 9x?  la-i 3
egyenlettel.
A normal modusok
A megoldasokat
s(x, 1) = sin(kx) sin(o £+0) ©

allohullamalakban keressiik. Ez kielégiti az (1) hul-
lamegyenletet, ha

o2 = 2 p? @)

megfelel a rogzitett végre vonatkoz6 (3) peremfelté-
telnek, és az M-re vonatkozo6 (4) Newton-egyenlet is
teljesil, ha

Ktgk = ZTW/;’ ahol x = k1 (8)

Ez a két egyenlet — (7) és (8) — hatirozza meg a sajat-
frekvencidkat.

Ahogy az az 1. abrdn lathato, a megoldasok az M —
0 limeszbem megfelelnek az egyik végén szabad ru-
galmas rad longitudinalis rezgéseinek (x,, = [n+1/2]n),
az M — o hatireset pedig olyan, mintha mindkét vég
rogzitett lenne (x,, = nm). Nyilvan a kozbils6 esetek
az érdekesek, amikor 0 < §, = K,— nT < /2. Ezekben
a megoldasok akar numerikusan,' akar m/M szerinti
hatvanysorok formdijaban megadhatok.”? Kilondsen
jol kezelhetS az m < M eset, amikoris elég ezen hat-
vanysorok elsé néhany tagjit meghatarozni.

. /M
1A E (i+1) = arctg| 22
gD 8 E (D
* Ha a §,-t m/M szerinti hatvanysor alakjiban keressik, (8) &,
szerinti hatvanysora segitségével az egyttthatok tagrol tagra tetszo-
leges rendig meghatarozhatok.

rekurzi6 igen jol konvergal.
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m/M= 0,6

2. dbra. A rugé (longitudinalis) deformicidjanak alakja az elsé
néhany normal modusban m/M = 0,6 esetén.

Ekkor

2 3
- ml(fﬂ] 4{’”) O
M 3(M 45\ M

2
1 m 1 m
K =nw+— — - | — ...
. nn M (nr)’ |\ M

(103
(n=1,2 ...
A nulladik modus A4, ,amplitadoval”:
s,(x, ) = A, sink x sin(w t+0 ). 1D
Itt (2), (7) és (9) alapjan
2 (12)
2 D D m
4 = = 1 A
@5 5 M+ m/3 +O[Mj]
és
. X . m
sink, x = 5 sink, [l + O(M]]’ (13)
tehat

X .
= sin(®, 1+ 0),
Zsm AN a4

ahol A4, = A sinx,.

S (x, 1) = A,

Ez valoban olyan, mint egy M+ m/3 tomeg A, ampli-
tadoju rezgése egy D direkcios ereji idedlis rugon,
tehidt a nulladik médus kozelithetS az effektiv tome-
ges leirdssal (mégpedig annal pontosabban minél
kisebb az m/M tdomegarany).

A tobbi (22 1) modus alakja

s,(x, 1) = A sink xsin(o,t+0), (15)
ahol
k=nn+1ﬂ+oﬁ2 és ® =chk (16)
"1 amlM M g

Ezek olyan allohullimok, amelyekben rendre 7 cso-
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mopont van, de a rugd x = / vége sem nem csomo-
pont, sem nem duzzadasi hely (2. dbra). Ezért a sin
hullim amplitiddja nem azonos az M mozgasanak
amplitadojaval: ha az elébbi A4,, az utébbi 4, =
A,sink,. Megjegyzendd, hogy minél kisebb az m/M
hanyados, ezek a moédusok annal jobban hasonlitanak
a mindkét végén rogzitett rugdn lehetséges allohulla-
mokra.

Bar hasznalni fogom ezt a kifejezést, tisztazni kell,
hogy az egyes modusok a szokdsos értelemben nem
felharmonikusai egyik alacsonyabbnak sem, hiszen a
frekvenciak hanyadosa (esetleges véletlenektdl elte-
kintve) irracionalis szam. Ebbdl kovetkezGen tobb
modus gerjesztése esetén a rugd mozgasa csak kozeli-
téleg lebet periodikus.

A kezdeti feltételek illesztése

A normal moédusok teljes rendszert alkotnak, tehat a
rendszer minden mozgasa leirhat6 ezek szuperpozi-
cidjaként:

s(x,0) = Y A sink xsin(o, t+¢ ). A7)

n=0

Az A, -eket és a ¢ ,-eket Ggy kell meghatdrozni, hogy
az

s(x, t=0) = 5,(x),

0s(x, 1) — 40 (18)
dt =0
kezdeti feltételek teljesiiljenek, azaz
s,(x) = Y A sing, sink,x, a9
n=0
u(x) = Y A o, cosd, sink x. (20)
n=0

A sink,x fuggvények az adott &,-ek mellett az 0 < x </
szakaszon dbnmagukban nem, de a tomegekkel stlyoz-
va ortogondlisok. Ez esetlinkben azt jelenti, hogy

/
p j sink xsink xdx+ Msink [sink [ =
0 QD

=39

1 .
—|m + Msin’x ).
nm 2 n,

Fontos megjegyezni, hogy ugyanakkor a rugéban
lévs fesziltségeket leird derivaltak a tomeggel valo
sulyozas nélkiil ortogonalisok 1ényegében ugyanazzal
a normaval:

/

f cosk xcosk, xdx =8, 51 [1 e M K”J (22)
m

0
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A (21) ortogonalitast kihasznalva (19) és (20) az

A,sing =
1
p j s,(x) sink x dx + M s() sink, (23)
_ 0
1 (m + Msin’x,
2
és
A, cosd, =
l
p j v(x) sink x dx + Muv(D) sink, (24)
_ 0

1 (m + Msin’K,
2

egyenleteket adja.

Megjegyzések:
e Az s)(x) olyan folytonos fiiggvény, amelyre telje-
sul, hogy

x+s,(x) > y+s,(y), ha x>y,

hiszen a rugd nem szakadt el, és az egyes részei nem
is el6zhetik meg egymast.

e y,(x)-nek nem kell folytonosnak lennie, de min-
den x-re teljestilnie kell, hogy

4] < g

kilonben Iokéshullimok alakulnak ki, amelyekre
nem jo a hullamegyenlet.

Ezen feltételek teljestilése ugyan szikséges, de
nem elegendé ahhoz, hogy a mozgas soran ne fordul-
jon el valamilyen ,katasztrofa”: ha példaul Mv?/2 >
DI[*/2, akkor biztos, hogy a rugd ugy deformilodik,
hogy arra a jelen leirds nem lehet érvényes (a rugd
deformaci6ja biztos nem irhat6 le a linearis erétor-
vénnyel, hisz azt feltételezve még nulla hosszasagara
Osszenyomva sem képes az M tOomeg energidjat el-
nyelni).

A modusok energidja

A teljes energia

F= j[ €[ dsx, 1) 2+E ds(x, 1) Z}dgﬁ
)12 ox 2 ot 25)

L1 M(as(z, 0 )2‘

2 ot

Behelyettesitve, és a (21-22) ortogonalitisokat ki-
hasznalva megkapjuk, hogy ez az egyes modusok
energidjanak az dsszege:

WOYNAROVICH FERENC: HOGYAN IS MOZOG EGY TOMEGES RUGO? - .

E=Y Loz| ™ Mo | a2, (26)
= 2 n 2 2 n n
Specialisan a nulladik médusra (kis m/M esetén) igaz:

M .

igy annak az energidja
E:lm2ﬁ+Mﬂ2:lDﬂ2‘ (28)
0 2 0 3 0 2 0

Fontos megjegyezni, hogy (12-14) és (28) egyenletek
csak a nulladik moédusra vonatkoznak, és azt jelentik,
hogy ez a médus jo kozelitéssel (a kilonb6z6 meny-
nyiségek esetében O(m/M), illetve O((m/M)?) relativ
hibaval) Ggy irhaté le, mint egy M+m/3 tdmeg A,
amplitadoja rezgése egy D direkcios ereji idealis ru-
gon. Viszont az, hogy a mozgis egésze mennyire jO
kozelitéssel helyettesitheté az alapmodussal, az attol
figg, hogy az adott kezdeti feltételek mellett milyen
sullyal vannak jelen a magasabb felharmonikusok.

Két példa

A kezdeti feltételek jelentGségének a bemutatdsara
két esetet részletesen is elemeziink:

a) az M tomegnél fogva a rugdt A-val kihtzzuk,
majd magara hagyjuk, illetve,

b)az M tomegnek hirtelen (példaul ttkozéssel) a
rugd irdnyaba esS v sebességet adunk.

Megoldas az a) kezdeti feltétel mellett.
Ebben az esetben
s(x)=A ﬁ,
! ! (29)
v,(x) = 0.

Ennek megfelelGen (23) és (24) szerint minden ¢, =
/2, és

2msinK, 1
= A (30)

m+ Msin’k,

n

Minden modushoz megadhatd az M tOomeg rezgésé-
nek az adott médushoz tartozo amplitadoja

2 msin’x, 1
n - A.

— 3D
m+ Msin’x, 1

_/{4” = A?’l SIrlKH =

Tekintettel arra, hogy a ¢ = 0-ban ezek 0sszege az M
tomeg aktuilis, azaz A kitérése,
= 2msin’K, ]
=1 (32)

n=0 M +MSiI’12Kn 12

n
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kell, hogy legyen. Specialisan kis m/M esetén (egy
elég faradsagos, éppen ezért itt nem részletezett sor-
fejtés szerint)

(33)

illetve

(349

2
a,=2|" L 4 ha w21
M) (nm)t

Erdemes megnézni az egyes modusokban tirolt ener-
giat! Ha az A,-eket behelyettesitjuk az energiakép-
letbe

> 1 2 m*sin*k, 1
E= B ) L (35
nZ:O 2 " m+ Msin’x, K
adodik. Ebbdl, felhasznalva, hogy
o m
~— =D, (36)
K,
az
> 2msin*K
E= o lp e (37)

n=0 m+MSin2K Kf 2

n 7

osszefuggést kapjuk, tehat az egyes modusokra esé
energiahanyad

E, 2 msin*x, 1
E m+ Msin’k,

Figyelemre mélt6, hogy

" 39

(Fontos, hogy az E,-ekben nem csak a rezgé M, ha-
nem a rugon kialakuld allohullaimok energiaja is ben-
ne van, ezért lehetséges, hogy az 4,-ek arinya azo-
nos az E,-ekével. Ilyen tipust azonossag csak specia-
lis kezdeti feltételek mellett varhat6.)

Megoldas a b) kezdeti feltétel mellett.
Ez a kezdeti feltétel

0, ha x </
= = ’ ’ (40)
%) =0, 4 {U, ha x =/
Ennek megfelelGen ¢ = 0, és
1 2Msink,
= - — 4D

n

®, m+ Msin’K,

Minden modushoz rendelhets egy sebesség, ami az M
tomeg rezgésének az adott moédushoz tartozd sebes-
ségamplitadoja:
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) 2 Msin’x,
V.= |4, |o sink, = ——— "0

(42)
m + Msin’K,

Mivel a t = 0-ban ezek 6sszege az M tomeg aktualis v
sebessége, most a
= 2 Msin’K,

inintil |
=0 m+ Msin’x,

(43)

osszefuiggésnek kell teljestilnie. Specialisan kis m/M

esetén
v, ~ (1 1’%]1,, (44)
3 M
és
2m 1 1
V”zWEﬁU’han>o (45)

Ha az A,-eket behelyettesitjiikk az energiaképletbe,

> 2 Msin*k )
E=Y" (IR L e
=0 m+ Msin*x, 2

(46)

adodik, tehat a teljes energia az egyes moédusokon

E, 2 Msin’x,
= “47)
E  m+ Msin’k,
aranyban oszlik el. Ebben az esetben
E V
Tno_ T (48)
E v

A két eset Osszehasonlitasara az 1. tablazatban fog-
laltuk 6ssze néhiny mennyiség értékét kilonbozs
tomegarinyok mellett. A masodik sorban a x, értéke
csak a teljesség kedvéért szerepel. A harmadik sorban
T, az alapmodus rezgésideje, mig T,,az M,,= M+ m/3
effektiv  tomeggel szamolt érték. [(E-E)D/E], és
[((E- E)/E], a rezgés teljes energiajabol a felharmoni-
kusokra esé rész relativ sulya az a), illetve b) kezdeti
feltétel mellett. (A relativ eltéréseket, illetve stlyokat
szdazalékban adtuk meg.) Szembetlind, hogy a nulla-
dik modus rezgésidejének 7,,-fel valo kozelitese
egész nagy tomegaranyig igen jo, még m = M mellett
is kisebb mint 1% relativ hibat okoz. Hasonl6 médon
tag hatarokig jo kozelitésnek latszik az a) esetben a

1. tablazat
Néhany adat a tomegarany fiiggvényében
m/M 0,1 0,3 0,6 1,0
X, 0,3111 0,5218 0,7051 0,8603
(L= T /T, 0,01% 0,08% 0,29% 0,66%
[(E-E)/E], 0,02% 0,17% 0,60% 1,39%
[((E-E)/E], 3,26% 9,40% 17,6% 27,0%
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teljes mozgas helyett csak a nulladik médussal sza-
molni: még azonos tomegek esetén is tobb mint 98%
sullyal a nulladik modus gerjed. Nem ez a helyzet a b)
kezdeti feltételnél, amikor mar m ~ 0,1M mellett is
tobb mint 3%, m < 0,3M esetén pedig mar kozel 10% a
felharmonikusok sualya. Annak, hogy egy adott to-
megarany mellett a b) esetben nagyobb sullyal gerjed-
nek a felharmonikusok, mint az a)-ban, igen szemlé-
letes oka van: az a) kezdeti feltétel  hasonlit” a nulla-
dik modusra, mig a b) nem. A nulladik moédushoz
tartoz6 elmozdulids kozelit az egyenletesen novekva-
hoz, igy az a) esetben a magasabb moédusoknak csak
azért kell megjelennitik, hogy a kettd kozotti kis elté-
rést kompenziljak. Ugyanakkor az alapmodushoz egy
kozel egyenletesen novekvs sebességeloszlis tarto-
zik, igy a b) esetben a felharmonikusoknak olyan
sullyal kell gerjednilk, hogy az alapmodus sebességét
a végpont kivételével mindentitt nullara egészitsék ki.
Ha itt is lenne egy vx/I sebességeloszlds a rugd men-
tén, az a) esethez hasonldéan nagy sullyal gerjedne a
nulladik moédus.

Osszefoglaland6 az eddigieket

Elmondhatjuk: az egyik végén rogzitett, tokéletesen ru-
galmas, de véges tomegl rugobol és egy hozza erdsi-
tett testbdl allé rendszer mozgasat egy egy-dimenzios
rugalmas kozeg problémajaként targyaltuk. A rugot
modellezd rugalmas kdzeg mozgasat egy szokasos hul-
lamegyenlet irja le, amelyhez az egyik vég rogzitése,
illetve a masik véghez csatlakozo test mozgasat leird
Newton egyenlet peremfeltételként jelenik meg. Meg-
hataroztuk a rendszer normal modusait és azt a sza-
balyt, amellyel ezek a kezdeti feltételekhez illeszthetSk.
Két egyszerd, de lényegesen kiilonbozs kezdeti felté-
telt jelentS feladatban az alapharmonikus és a felhar-
monikusok viszonyat részletesen elemeztilk. A mozga-
sok leirdsa azzal lett volna teljes, ha a normal méduso-
kat felosszegezzik. Ez az 0sszegzés numerikusan bar-
mikor, de analitikusan, zart alakban csak extrém kis ru-
gotomeg hataresetben végezhet6 el. Szerencsére a rugd
és a test mozgasanak részletei mas modon is felderithe-
t6k. Ez lesz munkank masodik részének targya.

EGY REMENYTELENNEK TUNO VEZERLESI PROBLEMA
A KLASSZIKUS ES MODERN FIZIKA HATARAN

A modern muszaki problémakban, igy példaul a ro-
botok tervezésekor gyakran lépnek fel irdnyitasi, ve-
zérlési feladatok. Ezek kozil kilonosen érdekesek
azok, amelyek soran egy eredendéen instabil alla-
potba kell eljuttatni a rendszert. Az alabbiakban be-
mutatunk egy elsé latisra reménytelennek tind me-
chanikai feladatot, amelynek megoldiasihoz a mo-
dern fizika mara mar klasszikussa valt eredményei
adnak segitséget.

A vezérlési feladat

Tekintstink egy egyenes mentén harmonikus rezgd-
mozgast végzé m tomegU testet, amelynek rugdallan-
doja egy eloirt D(t) fliggvény szerint valtozik id6ben.
Az x(1) kitérés-idS figgvényt meghataroz6 mozgas-
egyenlet [1]

mx(t) = -D() x(b), Y]

ahol a pont az idé szerinti derividldst jeloli. Az ennek
az egyenletnek eleget tevé rendszer manapsag érzé-
kelSk (szenzorok) és beavatkozd egységek (aktuito-
rok) segitségével konnyen megépithets, barmilyen is
a D(t) figgvény. A rugoéra hatd er6 most tehat nem
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csak a kitéréstdl figg, hanem az id6figgds rugdallan-
do pillanatnyi értékétdl is.! Az (1) egyenlet jobb olda-
la expliciten is fiigg az id6tSl, a differencidlegyenlet
nem autonom, vagyis a mozgas folytatisat nem csak
a test pillanatnyi helyzete és sebessége hatarozza
meg, hanem egy kiilsG hatds is. Az egyenlet olyan
tipust, mint a gerjesztett rezgéseket leird egyenletek
[1], csak az idSfliggés nem egy kiilsé er6ben, hanem a
rugbdallanddban jelenik meg. A mechanikai ¢sszener-
gia a strlodas hianyaban sem dllando, hiszen a rugo-
alland6 id6beli valtozasa miatt a rendszer energiat
nyerhet vagy veszithet.

Tegylk fol raadasul, hogy a rugdalland6é idében
monoton moédon csokken, egy id6 utan eldjelet valt, s
attol kezdve végig negativ marad. Az egyszerlség
kedvéért egységnyi tomeget tekintve, s alkalmasan
megvalasztott idSegységet hasznalva, ezt kifejezhet-
juk tgy is, hogy a mozgisegyenletet az

%(0) = ~[d - k(D] x(D) @

alakba irjuk. Itt d > 0 a nulla pillanathoz tartozé kez-
deti rugdallando, és k(1) az idébeli valtozast leird

! A rugoalland6 szohasznalat annyiban jogos, hogy D(#) tovabbra

is figgetlen a kitéréstdl.
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