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A részecskefizika Standard Modellje mértékelmélet. A
tömören megfogalmazható elv azonban hamar megle-
hetôsen bonyolult matematikai kifejezésekké dagad,
amint a mértékelmélet mozgásegyenleteit megpróbál-
juk kifejteni és fizikailag mérhetô mennyiségeket pró-
bálunk kiszámítani. Ráadásul a mozgásegyenleteket
csak a részecskék közötti kölcsönhatások elhagyásá-
val tudjuk egzaktul megoldani. A kölcsönhatások fi-
gyelembevétele csak közelítôleg lehetséges. A nehéz-
ségeket fokozza, hogy a számítások során egyszer
csak divergens integrálok jelennek meg, és az egész
eljárás hirtelen értelmetlennek tûnik. Mielôtt tovább-
lépnénk, a divergens integrálokat regularizálni kell,
azaz végessé kell ôket tenni. Ezután a divergens in-
tegráloktól meg kell szabadulni, amit renormálásnak
nevezünk. Végül a regularizáció eltávolítható, és visz-
szamarad a fizikai eredmény.

Az elmondott lépések matematikai bûvészkedés-
nek tûnhetnek, olyan érzést keltenek, mintha a regu-
larizácó és a renormálás csupán arra lenne jó, hogy
azt az eredményt kapjuk, amit szeretnénk. Sokak szá-
mára az egész eljárás matematikai szempontból elfo-
gadhatatlannak látszik, aminek részben talán az az
oka, hogy a kvantumtérelmélet bonyolult matematikai
formalizmusa mögött nehéz kibogarászni, hogy mi a
perturbatív renormálás lényege.1 Alább két klasszikus

1 A renormálásnak több fajtája van, e cikkben csak a perturbatív
renormálásról írunk. Példánk egyben a perturbációszámítás lénye-
gét is bemutatja.

fizikai példa segítségével szeretnénk megmutatni,
hogy

• egyrészt a renormálásra nem a végtelenek eltávo-
lítása miatt van szükség, hanem azért, mert a Lagrange-
függvény nyelvén megfogalmazott elméletben szereplô
paramétereknek így adhatunk fizikai jelentést;

• másrészt, a regularizáció csupán ahhoz szüksé-
ges, hogy fizikai jelentéssel nem rendelkezô, végte-
lennek adódó számolási részeredményeket követke-
zetes módon értelmessé (végessé) tegyük.

Perturbatív renormálás

A perturbatív renormálás alapgondolatát nagyon egy-
szerû példán szemléltetjük. Tekintsük egy m tömegû
lineáris és köbös erôtörvény hatásának kitett részecs-
ke egydimenziós mozgását, azaz egy anharmonikus
oszcillátort! A mozgásegyenlet közismert:

(1)m ẍ m ω 2
0 x

1
3!

g x 3 = 0.

Bár a további megfontolásainkhoz a mozgásegyenlet ele-
gendô, a kvantumtérelmélettel történô kapcsolat hang-
súlyozása érdekében felírjuk a Lagrange-függvényt is:

a részecske mozgási energiája,

L = Em Ep, ahol Em = 1
2
m ẋ 2

pedig a potenciális energiája, amely láthatóan vonzó po-

(2)Ep (x ) = 1
2
m ω 2

0 x
2 1

4!
g x 4

tenciálgödröt jelent (feltételezzük, hogy g > 0), az egyen-
súlyi hely x = 0-ban van. Amennyiben a részecske E tel-
jes energiája nullánál nagyobb, akkor az az x = ±A(E)
fordulópontok által kijelölt tartományon belül rezgômoz-
gást végez. A fordulópontokban Em = 0, tehát helyük az
Ep(A) = E egyenletbôl könnyen meghatározható.

Használjunk most g szerinti perturbációszámítást a
mozgásegyenlet megoldásához, ami azt jelenti, hogy
az x (t ) megoldást az

sorfejtés alakjában keressük. Példánkban feltételez-

x (t ) =
∞

i = 0

g i x (i ) (t )

zük, hogy g << mω0
2, ezért a vezetô rendû tag, x(0) (t ),

mellett csak az elsô perturbatív korrekciót vesszük
figyelembe,

Az elhagyott további tagok legalább g2 rendûek.

(3)x (t ) x (0) (t ) g x (1) (t ).

A perturbatív megoldást a mozgásegyenletbe he-
lyettesítve, g különbözô hatványai együtthatóinak
külön-külön nullának kell lenni. Ez g -ben elsô rendig
az alábbi két egyenletet szolgáltatja

ẍ (0) ω 2
0 x

(0) = 0, (4)

ẍ (1) ω 2
0 x

(1) = 1
6m

x (0) 3
(5)

amelyekbôl x(0)(t ) és x(1)(t ) meghatározható. A határo-
zottság kedvéért tekintsük azt a kezdeti feltételt, ami-
kor t = 0-ban fordulópontban van a részecske, x (0) =
A, (0) = 0! A vezetô rendû megoldás a harmonikusẋ
oszcillátor jól ismert mozgásegyenletét elégíti ki és a
megadott kezdeti feltétel esetén

(6)x (0)(t ) = A cos(ω 0 t ).

Ennek ismeretében meghatározhatjuk az elsô perturba-
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tív korrekciót, x(1)(t )-t, ami az (5) egyenlet x(1)(t ) = 0,
(t ) = 0 kezdeti feltétel melletti megoldását jelenti,ẋ (1)

(7)
x (1)(t ) = A 3

192m ω 2
0

×

× cos(ω 0 t ) cos(3ω 0 t ) 12ω 0 t sin(ω 0 t ) .

A (6–7) egyenletek matematikai értelemben helyes meg-
oldásai a (4–5) mozgásegyenleteknek, fizikailag azon-
ban mégsem lehetnek helyesek, ugyanis x(1)(t )-ben a
szinuszos tag együtthatója az idôvel arányosan nô. Így
egyszercsak x (t) nagyobbá válik a fordulópontbeli A
értéknél, a mozgás nem korlátos. Vajon hol hibázhat-
tunk? A felületes válasz az lehetne, hogy a perturbáció-
számítás idôvel leromlik, csupán kis t -re használható.

Érdemes azonban jobban megvizsgálni a megoldást.
A perturbálatlan (g = 0) potenciálban szereplô ω0 para-
méter természetesen a négyzetes potenciálban létrejö-
vô harmonikus rezgés fizikai körfrekvenciája, azaz a
rezgés tényleges periódusideje T = 2π/ω0. Ezzel szem-
ben az anharmonikus esetben a perturbáció módosítja
az oszcilláció tényleges periódusidejét, amely így vala-
mely T ′ ≠ T, vagyis a perturbált esetben ω0 nem a fizi-
kai körfrekvencia. Ezt nem vettük figyelembe a fenti
megoldás során! (Arról van szó, hogy nem jó periódus
szerint akartuk Fourier-sorba fejteni a megoldást.) A
tanulság, hogy a végeredményt nem az eredeti Lag-
range-függvényben szereplô paraméterekkel célszerû
kifejezni, hanem a probléma fizikai paramétereivel. Ez
a renormálás alapgondolata. Látjuk, hogy a renormá-
lásnak alapvetôen semmi köze ahhoz, hogy megjelen-
nek-e divergens integrálok a számolás során.

Most lássuk, hogyan lehet a renormálás programját
ténylegesen végrehajtani az anharmonikus oszcillátor
esetén! Definiáljuk a renormált körfrekvenciát, ωR-t, az

egyenlettel, ahol Z (g )-t renormálási állandónak ne-

ω 2
0 = Z (g ) ω 2

R, Z (g ) = 1 g Z1 O(g 2)

vezzük, amelynek perturbációs sora eggyel kezdôdik,
hiszen a perturbálatlan esetben ω0 a fizikai körfrek-
vencia. Az eredeti (2) potenciális energiát a renormált
körfrekvenciával kifejezve

adódik. Látható, hogy visszakaptuk a kiindulási po-

Ep = 1
2
m Z ω 2

R x
2 1

4!
g x 4

= 1
2
m ω 2

R x
2 1

4!
g x 4 1

2
m (Z 1) ω 2

R x
2

tenciális energiát egy ω0 → ωR csere erejéig, de ezen
kívül megjelent egy új tag is, amelyet renormálási
ellentagnak nevezünk. Ez a tag (Z−1)-gyel, tehát
g -vel arányos, ezért perturbációnak kell tekinteni! Ezt
észben tartva, ismételjük meg a perturbatív számolást
a renormált potenciális energiával. Az új mozgás-
egyenlet:

m ẍ m ω 2
R x

1
3!

g x 3 m (Z 1) ω 2
R x = 0.

Behelyettesítve a (3) perturbatív megoldást, az

egyenleteket kapjuk, míg a kezdeti feltétel változat-

ẍ (0) ω 2
R x

(0) = 0,

ẍ (1) ω 2
R x

(1) = 1
6m

x (0) 3
Z1 ω 2

R x
(0)

lan. A renormált vezetô rendû megoldás pontosan
megegyezik az eredeti vezetô rendû megoldással egy
ω0 → ωR csere után:

A renormálás az elsô perturbatív korrekcióban két

(8)x (0)(t ) = A cos(ωR t ).

változást eredményez az eredeti (7) kifejezéshez ké-
pest: egyrészt ω0 helyett mindenhol ωR szerepel, más-
részt az új, Z1-gyel arányos perturbáció miatt új tag
jelenik meg,

Látjuk, hogy az ellentag pontosan megfelelô alakú

x (1) (t ) = A 3

192m ω 2
R

×

× cos(ωR t ) cos(3 ωR t ) 12 ωR t sin(ωR t )

A
2
Z1 ωR t sin(ωR t ).

ahhoz, hogy a renormálási állandó, Z1, helyes megvá-
lasztásával a megoldás nem fizikai, idôvel növekvô
részét kiejtsük! Ezzel a feltétellel a renormálási állan-
dóra

adódik, amivel a renormált megoldás,

Z1 = – A 2

8m ω 2
R

már nem csak matematikai értelemben, hanem fizikai-

(9)x (1)(t ) = A 3

192m ω 2
R

cos(ωR t ) cos(3 ωR t)

lag is helyes (a perturbációszámítás adott rendjében).
Összefoglalva, a perturbációszámítás naiv alkalma-

zása nem fizikai tagok megjelenéséhez vezetett a per-
turbatív megoldásban, mert a végeredményt nem a
probléma fizikai paramétereinek függvényében kap-
tuk meg, hanem közvetlenül az eredeti Lagrange-
függvényben szereplô „csupasz”, nem fizikai paramé-
terek függvényében. A renormálás fizikai tartalma
pontosan az, hogy ezeket a csupasz paramétereket
fizikai paraméterekre cserélve a végeredménybôl el-
tûnnek a nem fizikai tagok.

Regularizáció

Nem csak a kvantumtérelméletben fordul elô, hogy a
számolás során fizikai tartalommal nem bíró részered-
ményként matematikailag értelmetlen (végtelen)
eredményt kapunk integrálok kiszámításakor. A to-
vábbiakban erre mutatunk klasszikus fizikai példát.
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Határozzuk meg egy végtelen hosszú vonal menti

1. ábra. Az ábra az (1) egyenlet x(0) = 1, ẋ(0) = 0 kezdeti feltétellel történô pontos (numerikus) x (t) megoldását, illetve a perturbációszámí-
tással kapott x0(t) = x(0)(t) vezetô rendû, és az elsô korrekciót tartalmazó x1(t) = x(0)(t) + gx(1)(t) megoldását szemlélteti. A paraméterek értékeit
m = 1, ω0 = π/2 és g = 1-nek választottuk. A bal oldali ábrán a perturbációszámítás naiv alkalmazásával kapott (6–7) megoldást, míg a jobb
oldali ábrán a renormált (8–9) megoldást ábrázoltuk. Mindkét esetben feltüntettük az pontos és a perturbatív megoldások δi(t) = |x(t)−xi(t)|
különbségét is.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

x t( ) x t( )x t0( ) x t0,R( )x t1( ) x t1,R( )

d0( )t d0,R( )td1( )t d1,R( )t

x 2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0

–1,5

d 1,00

0,75

0,05

0,25

0,00

–0,25

x 2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0

–1,5

d 0,0020

0,015

0,010

0,005

0,000

–0,005

egyenletes ρ lineáris sûrûségû töltéseloszlás körül kiala-
kuló elektromos mezôt! A szokásos megoldás a Gauss-
tételt, továbbá „szimmetriamegfontolásokat” használ. Az
utóbbiakat nem szokás részletezni, és bár valóban telje-
sül, hogy az elektromos mezô hengerszimmetrikus és a
töltésvonaltól sugárirányban kifelé mutat a vonalra me-
rôleges síkban, a levezetés pontos végiggondolása nem
egyszerû, továbbá megköveteli az elektrosztatikus tér
örvénymentességének felhasználását is. Mindezek he-
lyett lehet a „nyers erôt” használni: határozzuk meg
elôbb egy vonal menti integrálással az elektrosztatikus
potenciált, majd ebbôl deriválással a mezôt.

Legyen a koordinátarendszerünk z -tengelye a töl-
tésvonal mentén, és keressük a potenciált az r =
(r,φ =0,z=0) hengerkoordinátákkal jellemzett pont-
ban. Ez a választás a hengerszimmetria és a vonal
menti eltolási szimmetria miatt nem jelent megszorí-
tást. A (0,0,z ) helyen található dQ = ρdz infinitezimá-
lis töltés potenciálja r -ben

A teljes töltéseloszlás potenciálja

dV = 1
4 π ε0

dQ

r 2 z 2
.

A potenciálnak közvetlen fizikai jelentése nincs, csu-

(10)V (r ) = ρ
4 π ε0

⌡
⌠
∞

∞

dz

r 2 z 2
= ∞.

pán a feszültségnek, azaz két pont közötti potenciál-

különbségnek. Az utóbbit megszorozva a töltés nagy-
ságával megkapjuk azt a munkát, amelyet ez elekt-
rosztatikus mezô végezne a töltésen a két pont kö-
zött. Elvileg tehát nem baj, hogy végtelent kaptunk
eredményül. Gyakorlatilag azonban igen, ugyanis
végtelenek különbségét, [V (r1)−V (r2)]-t nem értel-
mezzük, hiszen bármennyi lehet. Nem nehéz ellen-
ôrizni, hogy a (10) integrál skálainvariáns, V (kr ) =
V (r ), ami végképp zavarbaejtô, hiszen arra a követ-
keztetésre juthatunk, hogy a potenciál mindenütt
ugyanakkora, ezért az elektromos mezô nulla.

Mi a kiút? A végtelen integrált elôbb regularizálni
kell. Ennek egyszerû módja, hogy végtelen töltésvo-
nal helyett ±L távolságra elnyúló, véges 2L hosszúságú
töltésvonalat tekintünk. Ekkor az integrál értéke

(11)

V (r, L ) = ρ
4 π ε0

⌡
⌠
L

L

dz

r 2 z 2
=

= ρ
4 π ε0

L 2 r 2 L

L 2 r 2 L
.

Ez az eredmény (i) véges, (ii) a fizikai r távolságon
kívül az L regulátortól is függ (iii) és végtelenné válik,
ha eltávolítjuk a regularizációt, L → ∞. Ha a regularizált
V (r, L ) függvénybôl a szokásos módon kiszámítjuk az
elektromos mezôt, nagyságára

(12)E (r, L ) = ∂V
∂r

= ρ
2 π ε0 r

L

L 2 r 2
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adódik, és sugárirányban kifelé mutat a z -tengelyre
merôlegesen. A (12) egyenletben már nyugodtan eltá-
volíthatjuk a regularizációt, a végeredmény véges,

Kiszámítható a feszültség is:

(13)E (r ) = lim
L →∞

ρ
2 π ε0 r

L

L 2 r 2
= ρ

2 π ε0 r
.

A (11) egyenletnek van még egy tulajdonsága: (iv)

(14)

V (r2) V (r1) = lim
L →∞

V (r2, L ) V (r1, L ) =

= ρ
4 π ε0

ln
r 2
1

r 2
2

.

elveszett az eredeti z -menti eltolással szembeni szim-
metria. Természetesen a fizikai tartalommal bíró
mennyiségek már újra rendelkeznek az eredeti szim-
metriával. Bár a vizsgált egyszerû problémában nincs
nagy jelentôsége, hogy a részeredmény nem volt elto-
lás-szimmetrikus, a részecskék kölcsönhatásait leíró
mértékelméletek esetén a mértékszimmetria elveszté-
se még a részletszámolásokban is igen kellemetlen.
Bonyolult számítások esetén ugyanis lényeges, hogy
minél több ellenôrzési lehetôségünk legyen a közben-
sô lépések esetén. A mértékszimmetria ellenôrzése
igen erôs kapaszkodót nyújt. Vajon létezik-e olyan
regularizáció, amely megôrzi a szimmetriát?

A múlt század utolsó fizikai Nobel-díját Gerard ’t
Hooft és Martinus Veltman kapta a „részecskefizikai
elektrogyenge folyamatok kvantumfizikai alapjainak
tisztázásáért”. Munkájukban döntô jelentôségû volt a
dimenzionális regularizáció (DR) használata, ugyanis
ez a fajta regularizáció – más fajtákkal ellentétben –
meghagyja a szimmetriákat (részecskefizikai elmélet
esetén például a Lorentz- és mértékszimmetriát). A
DR lényege, hogy a téridô dimenziószámát szabadon
választható paraméterként kezeljük, azaz négy (há-
rom tér és egy idô) dimenzió helyett a számolásokat
tetszôleges d dimenzióban végezzük. Lássuk, hogyan
alkalmazható a DR az elektrosztatikai példánkban!

A (10) integrál egydimenziós; d dimenzióra történô
általánosításához az integrálási mértéket d dimenzió-
ban kell felírni,

Itt az egyenlôség jobb oldalán polárkoordinátákban

dz →d dz = zd 1 dz dΩd .

írtuk fel a mértéket (tehát itt 0 ≤ z ≤ ∞), és dΩd a szög-
integrálok mértéke d dimenzióban. Például dΩ2 = dφ,
dΩ3 = sinθdθdφ. Elvégezve az integrálást a teljes tér-
szög felett megkapjuk a d -dimenziós hiperfelület
nagyságát,

Az Euler-féle gamma-függvény értékét táblázatból

(15)
Ωd = ⌡

⌠ dΩd = 2 π d/2

Γ 







d
2

.

kiolvasva (például Γ(1) = Γ(2) = 1, Γ(3/2) = ), Ω2π /2

= 2π az egységsugarú kör kerülete, Ω3 = 4π az egy-
ségsugarú gömb felülete, Ω4 = 2π2 az egységsugarú
négy-dimenziós gömb felülete, és így tovább. A (15)
képlet azonban akár valós tört dimenzióban is ér-
vényes.

Visszatérve a potenciált meghatározó (10) integrál-
hoz, ennek d dimenziós általánosítása:

Itt felfigyelhetünk a DR egy sajátosságára: az integran-

(16)V (r, d ) = ρ
4 π ε0

⌡
⌠
∞

0

dΩd









z
µ

d 1
dz

r 2 z 2
.

dusba beírtunk egy hosszúságdimenziójú µ tényezôt
(megfelelô hatványon), hogy az integrál fizikai di-
menziója változatlan maradjon. Az integrál kiszámí-
tásához felhasználva a szögintegrálra vonatkozó (15)
eredményt (az integrandus nem függ a polárszögek-
tôl), a maradék egydimenziós integrál könnyen elvé-
gezhetô. A dimenziószámot célszerûen (és szokáso-
san) d = 1−2ε-ként paraméterezzük, így a regularizá-
ció megszüntetését az ε → 0 határátmenet jelenti. Az
eredmény,

a következô tulajdonságokkal rendelkezik: (i) véges,

(17)

V (r, d ) = ρ
4 π ε0

Γ







1 d
2









π r
µ

d 1

=

= ρ
4 π ε0

π ε Γ(ε) 







µ2

r 2

ε

(ii) függ a dimenzió nélküli regularizációs paraméter-
tôl, ε-tól, (iii) függ a hosszúságdimenziójú segédpara-
métertôl, µ-tôl, (iv) értelmetlenné válik akár az ε → 0,
akár a µ → 0 határesetben (a gamma-függvény a nullá-
ban nincs értelmezve), (v) a levágásos regularizáció-
val ellentétben, a DR megôrzi az eltolási szimmetriát,
hiszen a (16) integrál értékét a z → z+c változótransz-
formáció nem változtatja meg.

A potenciál ismeretében a szokásos módon ki tud-
juk számolni az elektromos mezôt,

és a feszültséget ε-szerinti sorfejtés alakjában. Ehhez

E (r, d ) = ρ
4 π ε0 r

2ε π ε Γ(ε) 







µ2

r 2

ε

,

felhasználjuk a gamma-függvény sorfejtését:

tehát limε → 0εΓ(ε) = 1. Az elektromos mezô négydi-

Γ(ε) = 1
ε

γ E O(ε),

menziós értékére a (13) egyenletben kapott véges
eredmény, míg a feszültségre a (14) egyenletben ka-
pott eredmény adódik. Megnyugtató, hogy a fizikai
mennyiségek függetlenek az alkalmazott regularizá-
ciótól. Továbbá az is látszik, hogy a bevezetett µ se-
gédskálától sem függnek, amit egyenlet nyelvén is
megfogalmazhatunk:

µ ∂E (r )
∂µ

= 0, µ ∂∆V (r )
∂µ

= 0.
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E két egyenletet renormálási csoport egyenleteknek
nevezik. Nagy jelentôségük van, de ennek bemutatá-
sa már túlmutat e cikk keretein.
A potenciál köztudott módon csak egy additív ál-

landó erejéig van meghatározva. A d -dimenziós (17)
eredmény

sorfejtéséhez szabadon hozzáadhatunk r -tôl függet-

V (r, ε) = ρ
4 π ε0









1
ε

γ E lnπ ln µ2

r 2
O(ε)

len mennyiséget. E szabadságot kihasználva a poten-
ciál végessé tehetô bármely dimenzióban, amihez a
minimális levonás

de levonhatjuk akár a

ρ
4 π ε0

1
ε
,

mennyiséget is (módosított minimális levonás).

ρ
4 π ε0









1
ε

γ E lnπ

A maradékból nyugodtan eltávolíthatjuk a regulari-
zációt az eredmény véges marad:

A renormálható kvantumtérelméletekben az ilyen levo-

V (r ) = ρ
4 π ε0

ln µ2

r 2
.

nás megfogalmazható az elmélet paramétereinek az an-
harmonikus oszcillátor példáján megmutatott renormá-
lásával. A különbség mindössze annyi, hogy a Z (g,ε)
renormálási állandó függ ε-tól is, mégpedig 1/ε pólust
is tartalmaz. Azonban a renormált Lagrange-függvény-
bôl számolt fizikai eredmények már végesek az ε → 0
határesetben (a perturbációszámítás adott rendjében).
Éppen negyedszázada hallottam (T.Z. ) elôször a

perturbatív renormálásról az egyetemi kvantum-elekt-
rodinamika elôadáson. Az érthetetlennek tûnô gondo-
latsor késztetett arra, hogy hosszú és kemény erôfe-
szítéssel megpróbáljam alaposabban megismerni a
kvantumtérelméletet. Úgy gondoljuk, hogy az itt mu-
tatott példák tankönyvekbe illenek, és a mai egyetemi
hallgatók számára könnyen érthetôvé teszik a valójá-
ban egyszerû alapgondolatot.
Kutatásunkat az OTKA (K-60432) támogatta.

SZÖVEVÉNYES RAJZOLATOK… BME Gyártástudomány és -technológia Tanszék
Laczik Bálint

A megismerés módszere a megfigyelés – alaposan
pedig csak az ismétlôdô jelenségek figyelhetôk meg.
Az egymást követô világos és sötét napszakok, a
holdfázisok, az évszakok, a csillagvilág éjszakánként
újra és újra felsejlô csodái ösztönözhették régvolt em-
berôseinket a világról alkotott elsô elképzeléseik ki-
alakítására.
A tudomány immár az atomfizika elenyészôen rö-

vid idejû részecske élettartamaitól a Világegyetem
tízmilliárd években mért idôparamétereiig a legkülön-
bözôbb ismétlôdési idejû jelenségeket vizsgálja.
A 19. század kutatói különösen sokat foglalkoztak

a mechanikus és villamos rendszerekben fellépô, pe-
riodikus mozgásokkal, lengésekkel, rezgésekkel. A
mûszaki alkalmazásokban már jóval korábban megje-
lentek az úgynevezett alternáló szerkezetek. Az Or-
szágos Mûszaki Múzeum könyvtárának értékes relik-
viái Jacob Leupold (1674–1727) Theatrum Machina-
rium címû, 1720–39 között kiadott könyvsorozatának
kötetei. A korabeli mûszaki ismereteket összefoglaló,
hatalmas, gazdagon illusztrált fóliánsok megannyi
ötletes szerkezetet mutatnak be. Például az 1. ábra-
csoport hiányos fogazatú pálcás fogaskerekeit folya-
matosan egy irányba forgatva, a velük kapcsolódó
fogaslécek vagy pörgôpárok szakaszosan egyik, majd
az ellentétes értelemben mozognak attól függôen,
hogy a meghajtó kerék fogai melyik oldalon lévô

elem fogaival kapcsolódnak. A késôbbi századok so-
rán a periodikus mûködésû szerkezetek megannyi,
érdekes változata készült el.
A legegyszerûbb harmonikus mozgás elemi trigo-

nometrikus függvényekkel írható le. Az egységnyi
sugarú kör polárvektorát egységnyi fordulatszámmal
forgatva a sugár függôleges és vízszintes vetületei a
közismert szinusz és koszinusz függvényt állítják elô
(lásd 2. ábra ).
A csillapítatlan, ideális fonálinga kis φ szögkitérésû

lengései jól közelíthetôk a T periódusidejû harmoni-
kus lengô mozgással (lásd 3.a ábra ).
Az S jelû súlypontján kívül rögzített, a felfüggeszté-

si pont körül lengô merev test a fizikai inga (3.b áb-
ra ). Kis φ határkitérésekhez tartozó T lengésidejének
közelítô formulája a fonálingáéhoz hasonló, egyszerû
összefüggés.
Lényegesen bonyolultabb a kettôs fonálinga (3.c

ábra ), még inkább a kettôs fizikai inga, például a
meghúzott harang és a benne lévô harangnyelv visel-
kedése. A kölni dóm legendás nagyharangjánál egy
egészen különös jelenség lépett fel: a mozgásba ho-
zott harang néma maradt – a véletlenül adódott, rop-
pant különleges méret- és tömegviszonyok okán
ugyanis a harangtest és a nyelv lengéseinek periódus-
ideje megegyezett, a haranggal együtt mozgó nyelv
tehát nem verôdött a harangtesthez (lásd 3.d ábra ).
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