REGULARIZACIO ES RENORMALAS: PELDAK

A KLASSZIKUS FIZIKABOL

A részecskefizika Standard Modellje mértékelmélet. A
tomoren megfogalmazhato elv azonban hamar megle-
hetSsen bonyolult matematikai kifejezésekké dagad,
amint a mértékelmélet mozgasegyenleteit megprobal-
juk kifejteni és fizikailag mérhet6 mennyiségeket pro-
balunk kiszamitani. Riadasul a mozgisegyenleteket
csak a részecskék kozotti kdlesonhatdsok elhagyasa-
val tudjuk egzaktul megoldani. A kolcsonhatasok fi-
gyelembevétele csak kozelitSleg lehetséges. A nehéz-
ségeket fokozza, hogy a szamitisok soran egyszer
csak divergens integrilok jelennek meg, és az egész
eljaras hirtelen értelmetlennek tinik. Miel6tt tovabb-
lépnénk, a divergens integralokat regularizdlni kell,
azaz végessé kell Gket tenni. Ezutan a divergens in-
tegraloktol meg kell szabadulni, amit renormdldsnak
nevezunk. Végll a regularizacio6 eltavolithato, és visz-
szamarad a fizikai eredmény.

Az elmondott 1épések matematikai bivészkedés-
nek tlnhetnek, olyan érzést keltenek, mintha a regu-
larizacoé és a renormalds csupan arra lenne jo, hogy
azt az eredményt kapjuk, amit szeretnénk. Sokak sza-
mara az egész eljards matematikai szempontbol elfo-
gadhatatlannak latszik, aminek részben talan az az
oka, hogy a kvantumtérelmélet bonyolult matematikai
formalizmusa mogott nehéz kibogaraszni, hogy mi a
perturbativ renormalds lényege.' Alabb két klasszikus
fizikai példa segitségével szeretnénk megmutatni,
hogy

e egyrészt a renormalasra nem a végtelenek eltavo-
litasa miatt van sziikség, hanem azért, mert a Lagrange-
fuggvény nyelvén megfogalmazott elméletben szerepld
paramétereknek igy adhatunk fizikai jelentést;

e masrészt, a regularizacié csupan ahhoz sziiksé-
ges, hogy fizikai jelentéssel nem rendelkezd, végte-
lennek ad6do szamolasi részeredményeket kovetke-
zetes modon értelmessé (végessé) tegyuk.

Perturbativ renormalas

A perturbativ renormalas alapgondolatat nagyon egy-
szerl példin szemléltetjik. Tekintsiik egy m tomegi
linedris és kobos erGtorvény hatiasanak kitett részecs-
ke egydimenzids mozgasat, azaz egy anharmonikus
oszcillatort! A mozgasegyenlet kozismert:

maé+m0);’)x+%gx3=0. (D

' A renormdldsnak tobb fajtdja van, e cikkben csak a perturbativ

renormalasrol irunk. Példink egyben a perturbacioszamitas lénye-
gét is bemutatja.
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Bar a tovabbi megfontolasainkhoz a mozgasegyenlet ele-
gendd, a kvantumtérelmélettel torténd kapcsolat hang-
stlyozasa érdekében felirjuk a Lagrange-fliggvényt is:

L=E -E, ahol E,=lmx2
m P’ m 2
a részecske mozgasi energiaja,
E() = S mo2a®+ - g @)
AT

pedig a potencidlis energidja, amely lathatéan vonzoé po-
tencialgddrot jelent (feltételezziik, hogy g > 0), az egyen-
stulyi hely x = 0-ban van. Amennyiben a részecske E tel-
jes energidja nullanal nagyobb, akkor az az x = £A(E)
fordulopontok altal kijelolt tartomanyon beliil rezgémoz-
gast végez. A fordulopontokban E,, = 0, tehat helytik az
E,(A) = E egyenletbdl kbnnyen meghatarozhato.

Hasznaljunk most g szerinti perturbacidoszamitast a
mozgasegyenlet megoldasahoz, ami azt jelenti, hogy
az x(t) megoldast az

x(t) = i g x(b)
i=0

sorfejtés alakjaban keressiik. Példankban feltételez-
ziik, hogy g < m?, ezért a vezetd rendd tag, ¥V (1),
mellett csak az elsé perturbativ korrekciot vessziik
figyelembe,

x(0) = xO0) + gxP(p). 3

Az elhagyott tovabbi tagok legalabb g* rendtek.

A perturbativ megoldast a mozgasegyenletbe he-
lyettesitve, g kulonbozé hatvanyai egyttthatoinak
kilon-kiilon nullanak kell lenni. Ez g-ben elsé rendig
az alabbi két egyenletet szolgaltatja

KO 4 0)(2) x© =0, (4)

D 4 0)(2) D = _61m( <0)>3 )

amelyekbdl ¥(1) és V(1) meghatdrozhat6. A hatiro-
zottsag kedvéeért tekintsliik azt a kezdeti feltételt, ami-
kor ¢ = 0-ban fordul6pontban van a részecske, x(0) =
A, x(0) = 0! A vezetS rendd megoldas a harmonikus
oszcillator jol ismert mozgasegyenletét elégiti ki és a
megadott kezdeti feltétel esetén

x() = Acos(w, ). ©

Ennek ismeretében meghatarozhatjuk az elsé perturba-
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tiv korrekciot, AP(H)-t, ami az (5) egyenlet xV(#) = 0,
XV (D) = 0 kezdeti feltétel melletti megoldasat jelenti,

A5

() = - X
192 mo; 7)

X [Cos((;)O D -cosBw, 1) +120,1sin(w, t)}.

A (6-7) egyenletek matematikai értelemben helyes meg-
oldasai a (4-5) mozgasegyenleteknek, fizikailag azon-
ban mégsem lehetnek helyesek, ugyanis x"(1)-ben a
szinuszos tag egyiitthat6ja az idével ardnyosan né. Igy
egyszercsak x(4) nagyobba vilik a fordulopontbeli A
értéknél, a mozgas nem korlatos. Vajon hol hibazhat-
tunk? A feliiletes valasz az lehetne, hogy a perturbacio-
szamitas id6vel leromlik, csupan kis #-re hasznalhato.

Erdemes azonban jobban megvizsgilni a megoldast.
A perturbalatlan (g = 0) potencidlban szereplS ®, para-
méter természetesen a négyzetes potencialban létrejo-
v6 harmonikus rezgés fizikai korfrekvenciaja, azaz a
rezgés tényleges periddusideje T'= 2m/®,. Ezzel szem-
ben az anharmonikus esetben a perturbacioé médositja
az oszcillacio tényleges periodusidejét, amely igy vala-
mely 7" # T, vagyis a perturbialt esetben ®, nem a fizi-
kai korfrekvencia. Ezt nem vettik figyelembe a fenti
megoldis soran! (Arrol van sz6, hogy nem jo peridodus
szerint akartuk Fourier-sorba fejteni a megoldast.) A
tanulsag, hogy a végeredményt nem az eredeti Lag-
range-figgvényben szerepl paraméterekkel célszerd
kifejezni, hanem a probléma fizikai paramétereivel. Ez
a renormdlas alapgondolata. Latjuk, hogy a renorma-
lasnak alapvetSen semmi koze ahhoz, hogy megjelen-
nek-e divergens integralok a szamolas soran.

Most lassuk, hogyan lehet a renormalas programjat
ténylegesen végrehajtani az anharmonikus oszcillator
esetén! Definidljuk a renormalt korfrekvenciat, ,t, az

0. = Z(g) o;, Z(g) = 1+gZ +0(g»)
egyenlettel, ahol Z(g)-t renormalasi allandénak ne-
vezzlik, amelynek perturbacios sora eggyel kezdédik,
hiszen a perturbalatlan esetben ®, a fizikai korfrek-
vencia. Az eredeti (2) potencialis energiat a renormalt
korfrekvenciaval kifejezve

— 1 2 2 1 4

Ep—szu)Rx +ng
_ 1 2 42 1 i, 1 _ 2 .2
> mwy,x +—4!gx +—2 m(Z-1 w,x

adodik. Lathat6, hogy visszakaptuk a kiindulasi po-
tencialis energiat egy ®, — ®, csere erejéig, de ezen
kivil megjelent egy 0j tag is, amelyet renormdldsi
ellentagnak neveziink. Ez a tag (Z—1)-gyel, tehat
g-vel aranyos, ezért perturbacionak kell tekinteni! Ezt
észben tartva, ismételjik meg a perturbativ szimolast
a renormalt potencidlis energidval. Az Gj mozgas-
egyenlet:

" 2 1 ,
mx + ma);ex+§ng+ m(Z-1 w;,x = 0.

Behelyettesitve a (3) perturbativ megoldast, az

O +u)f(x‘°) -0,

, 1
D+ @2 x® = -

5
S (x(m) _ Z1 w;x«n

egyenleteket kapjuk, mig a kezdeti feltétel valtozat-
lan. A renormalt vezeté rendd megoldds pontosan
megegyezik az eredeti vezetSd rendd megoldassal egy
®, = O, csere utan:

X0 = Acos(m, ). ®

A renormalas az elsé perturbativ korrekcioban két
valtozast eredményez az eredeti (7) kifejezéshez ké-
pest: egyrészt @, helyett mindenhol ®, szerepel, mas-
részt az Gj, Z-gyel aranyos perturbacié miatt Gj tag
jelenik meg,

3
X = - A
192 mw?
X [cos(®, 1) = cos(3®, 1) + 12, tsin(w, D] -

- ng o, tsin(w, ).

Latjuk, hogy az ellentag pontosan megfeleld alaka
ahhoz, hogy a renormalasi allando, Z,, helyes megva-
lasztasaval a megoldas nem fizikai, idével novekvs
részét kiejtstik! Ezzel a feltétellel a renormalasi allan-
dora

adodik, amivel a renormalt megoldas,

3
ﬁ [COS((DR 1) -cos(3m, t)} )
m R

xO(p) = -

mar nem csak matematikai értelemben, hanem fizikai-
lag is helyes (a perturbacidszamitas adott rendjében).

Osszefoglalva, a perturbici6szamitds naiv alkalma-
zasa nem fizikai tagok megjelenéséhez vezetett a per-
turbativ megoldasban, mert a végeredményt nem a
probléma fizikai paramétereinek fliggvényében kap-
tuk meg, hanem kozvetlentl az eredeti Lagrange-
figgvényben szereplS ,csupasz”, nem fizikai paramé-
terek fliggvényében. A renormadlas fizikai tartalma
pontosan az, hogy ezeket a csupasz paramétereket
fizikai paraméterekre cserélve a végeredménybdl el-
tlinnek a nem fizikai tagok.

Regularizicid

Nem csak a kvantumtérelméletben fordul els, hogy a
szamolas sordn fizikai tartalommal nem bird részered-
ményként matematikailag értelmetlen (végtelen)
eredményt kapunk integrialok kiszamitasakor. A to-
vabbiakban erre mutatunk klasszikus fizikai példat.
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1. abra. Az dbra az (1) egyenlet x(0) = 1, %(0) = 0 kezdeti feltétellel torténs pontos (numerikus) x(#) megoldasit, illetve a perturbdcioszami-
tassal kapott x,(9) = () vezets rendd, és az elsé korrekciot tartalmazo x,(1) = ¥°(1) + gxV(1) megoldasit szemlélteti. A paraméterek értékeit
m=1, w, =7n/2 és g = 1-nek valasztottuk. A bal oldali dbran a perturbicidszamitas naiv alkalmazasaval kapott (6-7) megoldast, mig a jobb
oldali 4bran a renormalt (8-9) megoldast abrazoltuk. Mindkét esetben feltiintettiik az pontos és a perturbativ megoldasok 8,(1) = | x(1) —x,(1) |

ktlonbségeét is.

Hatarozzuk meg egy végtelen hosszi vonal menti
egyenletes p linedris srdségd toltéseloszlas kortl kiala-
kul6 elektromos mezdt! A szokdsos megoldds a Gauss-
tételt, tovabba ,szimmetriamegfontolasokat” hasznal. Az
utobbiakat nem szokas részletezni, és bar valoban telje-
sil, hogy az elektromos mezG hengerszimmetrikus €s a
toltésvonaltol sugiririnyban kifelé mutat a vonalra me-
réleges sikban, a levezetés pontos végiggondolasa nem
egyszerl, tovabba megkoveteli az elektrosztatikus tér
orvénymentességének felhasznalasat is. Mindezek he-
lyett lehet a ,nyers er6t” hasznalni: hatirozzuk meg
elébb egy vonal menti integralassal az elektrosztatikus
potencialt, majd ebbdl derivalassal a mezét.

Legyen a koordinatarendszeriink z-tengelye a tol-
tésvonal mentén, és keressitk a potencidlt az » =
(r,0=0,2z=0) hengerkoordinatikkal jellemzett pont-
ban. Ez a valasztis a hengerszimmetria és a vonal
menti eltoldsi szimmetria miatt nem jelent megszori-
tast. A (0,0,2) helyen talalhatd dQ = p dz infinitezima-
lis toltés potencidlja #-ben

1 do
4me, P+

A teljes toltéseloszlas potencialja

dv =

oo

p f dz _
41 €, 2./ 72+ 22
A potencidlnak kozvetlen fizikai jelentése nincs, csu-
pan a fesziiltségnek, azaz két pont kozotti potencial-

V(r) = oo, (10$)
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kulonbségnek. Az utdobbit megszorozva a toltés nagy-
sagaval megkapjuk azt a munkat, amelyet ez elekt-
rosztatikus mezé végezne a toltésen a két pont ko-
zott. Elvileg tehat nem baj, hogy végtelent kaptunk
eredményil. Gyakorlatilag azonban igen, ugyanis
végtelenek kiilonbségét, [V(r)— V(r)]-t nem értel-
mezzik, hiszen barmennyi lehet. Nem nehéz ellen-
Orizni, hogy a (10) integral skalainvarians, V(kr) =
V(r), ami végképp zavarbaejt6, hiszen arra a kovet-
keztetésre juthatunk, hogy a potencidl mindentitt
ugyanakkora, ezért az elektromos mezd nulla.

Mi a kiat? A végtelen integralt el6bb regularizalni
kell. Ennek egyszerd modja, hogy végtelen toltésvo-
nal helyett £ tivolsigra elnyulo, véges 21 hosszusaga
toltésvonalat tekintiink. Ekkor az integral értéke

L

p dz

4me, f“/m

V(r, L)
(1D

_p P+l
47[:80 L2+72_L

Ez az eredmény (i) véges, (i) a fizikai r tavolsagon
kiviil az L regulatortol is fligg (iii) és végtelenné valik,
ha eltavolitjuk a regularizaciot, L — e. Ha a regularizalt
V(r, L) fuggvénybdl a szokdsos modon kiszamitjuk az
elektromos mezét, nagysagara

B = -9V o P 2

ar 2meE, 7 12+ 2

(12)
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adodik, és sugariranyban kifelé mutat a z-tengelyre
merdlegesen. A (12) egyenletben mar nyugodtan elta-
volithatjuk a regularizaciot, a végeredmény véges,

E(r) = lim —P L _._°

Low 2TE T 722 2me,r (13
Kiszamithat6 a feszultség is:
V(r) - V(r) = lim [V(rz, L) - V(r, L)} =
L —oo
2 (14
- _P 1n£.
dme; g2

A (11) egyenletnek van még egy tulajdonsaga: (iv)
elveszett az eredeti z-menti eltolassal szembeni szim-
metria. Természetesen a fizikai tartalommal bird
mennyiségek mar Gjra rendelkeznek az eredeti szim-
metridval. Bar a vizsgalt egyszerd problémaban nincs
nagy jelentGsége, hogy a részeredmény nem volt elto-
las-szimmetrikus, a részecskék kolcsonhatasait leird
mértékelméletek esetén a mértékszimmetria elveszté-
se még a részletszamolasokban is igen kellemetlen.
Bonyolult szimitisok esetén ugyanis lényeges, hogy
minél tobb ellendrzési lehetGséglink legyen a kdzben-
s6 lépések esetén. A mértékszimmetria ellendrzése
igen erGs kapaszkodot nyujt. Vajon létezik-e olyan
regularizacio, amely megdrzi a szimmetriat?

A mult szazad utolso fizikai Nobel-dijat Gerard 't
Hooft és Martinus Veltman kapta a ,részecskefizikai
elektrogyenge folyamatok kvantumfizikai alapjainak
tisztazasaért”. Munkajukban dontd jelentSségd volt a
dimenzionilis regularizicié (DR) hasznilata, ugyanis
ez a fajta regularizaci6 — mas fajtakkal ellentétben —
meghagyja a szimmetriakat (részecskefizikai elmélet
esetén példaul a Lorentz- és mértékszimmetriat). A
DR lényege, hogy a térid6 dimenzidszamat szabadon
valaszthatdé paraméterként kezeljik, azaz négy (ha-
rom tér és egy id6) dimenzié helyett a szimolasokat
tetszbleges d dimenzioban végezziik. Lassuk, hogyan
alkalmazhato a DR az elektrosztatikai példankban!

A (10) integral egydimenzi6s; d dimenziora torténd
altalanositasihoz az integralasi mértéket d dimenzio-
ban kell felirni,

dz —»d’z = 2" 'dzdQ,,.

Itt az egyenl6ség jobb oldalan polarkoordinatikban
irtuk fel a mértéket (tehat itt 0 < z< e0), és dQ ,a sz0g-
integralok mértéke d dimenzidban. Példaul dQ, = do,
dQ; = sin0dBd¢. Elvégezve az integrilast a teljes tér-
sz0g felett megkapjuk a d-dimenziés hiperfelilet
nagysagat,

Q, - fdgf 2me

d/2
' 1
r ( d] 15)
2

Az Euler-féle gamma-fiiggvény értékét tablazatbol
kiolvasva (példaul T(1) = T(2) = 1, T(3/2) = {1 /2), Q,

= 21 az egységsugart kor kertilete, Q; = 4 az egy-
ségsugart gomb felilete, Q, = 2n? az egységsugara
négy-dimenzids gdmb feliilete, és igy tovabb. A (15)
képlet azonban akar valos tért dimenzidban is ér-
vényes.

Visszatérve a potencialt meghatarozo (10) integral-
hoz, ennek d dimenzids altalanositasa:

p JdQ (Z]d 1 L .
dme ) ‘u N
Itt felfigyelhetiink a DR egy sajatossagara: az integran-
dusba beirtunk egy hossztusagdimenzi6ju U tényezst
(megfelels hatvanyon), hogy az integral fizikai di-
menzioja valtozatlan maradjon. Az integral kiszami-
tasihoz felhasznalva a szogintegralra vonatkozo (15)
eredményt (az integrandus nem fiigg a polarszogek-
t6D), a maradék egydimenzios integral konnyen elvé-
gezhetS. A dimenzidszamot célszerlien (és szokaso-
san) d = 1-2¢e-ként paraméterezzik, igy a regulariza-
ci6 megsziintetését az € = 0 hatdritmenet jelenti. Az
eredmény,

Vir, d) = P r(l - “’](\/E r]dl _
’ 4T e 2 u
an

V(r,d) = (16)

0

2\e
- P oaeme (M)
41 £, 72

a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik: (i) véges,
(i) fugg a dimenzi6 nélkili regularizacios paraméter-
tol, e-tol, (iii) figg a hosszisigdimenzioja segédpara-
métertdl, u-tél, (iv) értelmetlenné valik akaraz € — 0,
akara 1 — 0 hataresetben (a gamma-fiiggvény a nulla-
ban nincs értelmezve), (v) a levigasos regularizacio-
val ellentétben, a DR megérzi az eltoldsi szimmetriat,
hiszen a (16) integral értékét a z — z+ ¢ valtozotransz-
formacié nem valtoztatja meg.

A potencial ismeretében a szokasos modon ki tud-
juk szadmolni az elektromos mezdt,

2

P ey (2]
4n80728n F(E)[rz]’

E(r,d) =

és a fesziltséget e-szerinti sorfejtés alakjiban. Ehhez
felhasznaljuk a gamma-fliggvény sorfejtését:

T(e) - %—YEJfO(S),

tehat lim, ,,eI'(e) = 1. Az elektromos mezd négydi-
menzids értékére a (13) egyenletben kapott véges
eredmény, mig a fesziiltségre a (14) egyenletben ka-
pott eredmény adodik. Megnyugtatd, hogy a fizikai
mennyiségek fliggetlenek az alkalmazott regulariza-
ciotol. Tovabba az is latszik, hogy a bevezetett U se-
gédskalatol sem figgnek, amit egyenlet nyelvén is
megfogalmazhatunk:

J0E(r) _
Jau 0

A V(1) _

o 0.

u

’
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E két egyenletet renormaldsi csoport egyenleteknek
nevezik. Nagy jelentGséglik van, de ennek bemutata-
sa mar talmutat e cikk keretein.

A potencial koztudott moédon csak egy additiv al-
lando6 erejéig van meghatarozva. A d-dimenzios (17)
eredmény

Pl ilam ™ L0
4me Ypr it it ©

V(r,e) = .

0
sorfejtéséhez szabadon hozzdadhatunk r-tél fugget-
len mennyiséget. E szabadsagot kihasznalva a poten-
cial végessé tehet6 barmely dimenziéban, amihez a
minimalis levonas

p

1
4mte ¢’

0

de levonhatjuk akar a

p|1_ |
41580[8 Tet nn}

mennyiséget is (modositott minimalis levonas).

SZOVEVENYES RAJZOLATOK...

A megismerés modszere a megfigyelés — alaposan
pedig csak az ismétldds jelenségek figyelhetGk meg.
Az egymast kovetd viligos és sotét napszakok, a
holdfazisok, az évszakok, a csillagvilag éjszakanként
Gjra és Gjra felsejld csodai 0sztonozhették régvolt em-
berdseinket a vilagrol alkotott elsé elképzeléseik ki-
alakitasara.

A tudomany immar az atomfizika elenyészéen ro-
vid ideji részecske élettartamaitdl a Vilagegyetem
tizmilliard években mért id6paramétereiig a legktlon-
boz&bb ismétlédési idejl jelenségeket vizsgalja.

A 19. szazad kutat6i kiilonosen sokat foglalkoztak
a mechanikus és villamos rendszerekben fellépd, pe-
riodikus mozgasokkal, lengésekkel, rezgésekkel. A
muszaki alkalmazasokban mar joval korabban megje-
lentek az tgynevezett alternalé szerkezetek. Az Or-
szagos Muszaki Mizeum konyvtaranak értékes relik-
vidi Jacob Leupold (1674-1727) Theatrum Machina-
rium cimd, 1720-39 kozott kiadott konyvsorozatanak
kotetei. A korabeli miszaki ismereteket 6sszefoglalo,
hatalmas, gazdagon illusztralt félidnsok megannyi
otletes szerkezetet mutatnak be. Példaul az 1. dbra-
csoport hidnyos fogazata pdlcas fogaskerekeit folya-
matosan egy iranyba forgatva, a velik kapcsolodo
fogaslécek vagy porgéparok szakaszosan egyik, majd
az ellentétes értelemben mozognak attol fiiggSen,
hogy a meghajt6 kerék fogai melyik oldalon lévs
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A maradékbol nyugodtan eltavolithatjuk a regulari-
zaciot az eredmény véges marad:

I BT Uy
Vir) = In=—.
) dme, nrz

A renormilhato kvantumtérelméletekben az ilyen levo-
nas megfogalmazhat6 az elmélet paramétereinek az an-
harmonikus oszcillitor példajan megmutatott renorma-
lasaval. A killonbség mindossze annyi, hogy a Z(g, &)
renormalasi allando figg e-tdl is, mégpedig 1/ polust
is tartalmaz. Azonban a renormalt Lagrange-fliggvény-
bdl szamolt fizikai eredmények mar végesek az € — 0
hataresetben (a perturbacidszamitas adott rendjében).

Eppen negyedszazada hallottam (7.Z.) elGszor a
perturbativ renormalasrol az egyetemi kvantum-elekt-
rodinamika el6adason. Az érthetetlennek tiiné gondo-
latsor késztetett arra, hogy hosszi és kemény erdfe-
szitéssel megprobdljam alaposabban megismerni a
kvantumtérelméletet. Ugy gondoljuk, hogy az itt mu-
tatott példak tankonyvekbe illenek, és a mai egyetemi
hallgatok szdmara konnyen érthetévé teszik a valoja-
ban egyszerd alapgondolatot.
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elem fogaival kapcsolodnak. A késébbi szizadok so-
ran a periodikus mikodésd szerkezetek megannyi,
érdekes valtozata készilt el.

A legegyszeribb harmonikus mozgis elemi trigo-
nometrikus fuiggvényekkel irhatd le. Az egységnyi
sugarQ kor polarvektorat egységnyi fordulatszammal
forgatva a sugir figgdleges és vizszintes vetlletei a
kozismert szinusz és koszinusz fliggvényt allitjak el6
(lasd 2. abra).

A csillapitatlan, idedlis fonalinga kis ¢ szogkitérésd
lengései jol kozelithetSk a T periddusidejd harmoni-
kus leng6 mozgassal (lasd 3.a dbra).

Az Sjeld sulypontjan kivil rogzitett, a felfliggeszté-
si pont koril lengd merev test a fizikai inga (3.0 db-
ra). Kis ¢ hatarkitérésekhez tartoz6 7T 'lengésidejének
kozelité formulaja a fonalingaéhoz hasonlo, egyszerd
Osszeflggés.

Lényegesen bonyolultabb a kettés fonalinga (3.c
abra), még inkibb a kettSs fizikai inga, példaul a
meghuzott harang és a benne lévé harangnyelv visel-
kedése. A kolni dom legendas nagyharangjanal egy
egészen kulonos jelenség lépett fel: a mozgasba ho-
zott harang néma maradt — a véletlentl adodott, rop-
pant kulonleges méret- és tOomegviszonyok okan
ugyanis a harangtest és a nyelv lengéseinek peridodus-
ideje megegyezett, a haranggal egyttt mozgd nyelv
tehat nem verddott a harangtesthez (lasd 3.d dbra).
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