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VALOSZINUSEG

A val6szinlség a hétkoznapi életben és a tudomany-
ban egyarant nagy szerepet jatszik, azonban vitatott
kérdés, hogy hol huzodik a hatar a fogalom pontos
tudomanyos értelme és laza diszkurziv hasznalata
kozott. A problémat egy kitalalt, de azért elég realisz-
tikus részecskefizikai példan mutatom be.

Tegylk fel, hogy egy elméleti fizikus arra a kovet-
keztetésre jut, hogy a neutron tartalmaz még hirom
eleddig ismeretlen tipust kvarkot, amelynek két le-
hetséges valtozata van. A két valtozatot fizikusunk
Jfehér” és fekete” kvarknak nevezte el, de nem tudta
megmondani, hogy a harom ujfajta kvark kozott hany
fehér és hany fekete van: Az elmélet mind a négy
lehet&séget (0, 1, 2 vagy 3 fehér kvark) egyforman
megengedte.

Sikertilt azonban megmutatnia, hogy a fehér-fekete
szinmegoszlas kisérletileg vizsgalhat6. Amikor ugyan-
is elektronokkal bombidzzuk a neutronokat, az Uj
kvarkok egyike nagyon ritkan, véletlenszerden, vir-
tudlis részecske formajaban rovid idére kilép a neut-
ronbdl, és az elektron sz6rddni tud rajta. A folyamatot
az 1. abra (természetesen fiktiv) Feynman-grafjai
szimboliziljik. Az ,elmélet” szerint a fehér és a fekete
kvark kilonb6z6 modon szoérja az elektronokat (az
egyik mondjuk ,jobbra”, a masik ,balra”), ezért ebbdl
a kisérletb6l meg lehet tudni, hany fehér és hany fe-
kete kvark van a neutronokban.

A kisérletnek ezt az aspektusit egy egyszerd urna-
modell szemlélteti. Egy urniban van hiarom golyo,
amelyek csak a sziniikben kiilonbdznek egymastol:
lehetnek fehérek vagy feketék. Tobbszor egymas utan
véletlenszerGen kivesziink egy golyot tgy, hogy mi-
utin a golyo szinét feljegyeztik, rogton vissza is
tessziik az urnaba (és az urnat természetesen minden
huzas elé6tt jol megrazzuk).

Mi a valoszinlsége annak, hogy n probalkozas
soran k fehér golyot hazunk? A valasz nyilvan attol
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fugg, milyen a golyok szinmegoszlasa. Jeloljik a fehér
golyok szamat M-mel (M = 0, 1, 2 vagy 3). A fekete
golyok szama ekkor (3—-M). Annak valoszintsége,
hogy egy fehér golyot hazzunk ki, M/3-mal, annak
valoszinlsége pedig, hogy feketét, (1-M/3)-mal
egyenld. A kérdéslinkre — milyen val6szintséggel lesz
n kihazott goly6 kozott k fehér — a binomidlis elosz-
las adja meg a valaszt:

k n-k
val(k| M, F) = (’;]({fj (1 —];4) RNEY

Ebben a képletben és a tovabbiakban is minden
valoszintséget jelentS fliggvényt val(.l...) alakban
irunk. A valQ figgvény argumentumat a | jel két rész-
re osztja. A vonaltdl balra taldljuk azt a valtozot,
amelynek a valoszinlségérdl sz6 van. A fuggdleges
vonaltol jobbra talalhaté szimbolumok azokra a felté-
telekre utalnak, amelyek mellett a valoszinlségi elosz-
las érvényes. Az (1) képlet példaul akkor igaz, amikor
az urnidban M fehér golyo van és dsszesen n-szer ha-
zunk. A biztonsag kedvéért szerepel még egy Fjel is,
amely figyelmeztet ra, hogy mindig vannak speciali-
zalatlan feltételek, amelyek koziil késébb egyet vagy
tobbet esetleg expliciten is meg kell majd adnunk.
Mivel minden valbszinlségre egyontetien a valQ
jelet hasznaljuk, az argumentumbdl kell kidertlnie,
minek a valoszintségérdl van szo.

1. dbra. A fiktiv szoras ,Feynman-grafjai”

fehér kvark fekete kvark

neutron elektron neutron elektron
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2. dbra. Binomialis eloszlas
Az (1) mindhdrom tényezgjének vilagos matematikai
jelentése van. Az (M/3)* annak kodvetkezménye, hogy —
feltételezésiink szerint — k-szor htizunk fehér golyot, az
(1-M/3)" *-ra pedig azért van sziikség, mert a maradék
(n—k) alkalommal fekete golyot hizunk ki. Az

[

binomiilis egytitthato veszi figyelembe, hany kulon-
b6z6 sorrendben kovetkezhetnek egymas utan a fe-
hér és a fekete golyok. Ez az eloszlas helyesen van
normalva, mert a binomidlis tétel alapjan

Y val(k| M, n,F) = [M+ 1-M ] -1
k=0 3 3

A 2. abrdn példaként a val(k|12,12 F) eloszlast abra-
zoltuk.

Az (1) arra jo, hogy ha M-et ismerjik, kiszamithas-
suk, milyen valoszintséggel hizunk n probalkozas-
bol k-szor fehéret. Azonban nem ez az a valoszint-
ség, amelyre szikségink van. Az M-et szeretnénk
megtudni, azt, hogy hany fehér kvark van a neutron-
ban (hany fehér golyot tartalmaz az urna). Mar emli-
tettiik, hogy az 1. dbrdn felrajzolt folyamatok, ame-
lyek errdl informalnak, nagyon ritkak, ezért a kisérlet
nagyon draga (a sziikkséges gyorsito-id6 hossza). Ezt
figyelembe véve a koltségvetésiinket — elég rugalma-
san — Ggy allapitottdk meg, hogy a kisérletet addig
folytathatjuk, ameddig — mondjuk — 5 benniinket ér-
dekl6 folyamatot nem talalunk, ami az urnamodellben
n =5 huzasnak felel meg.

Tegylk fel, hogy a kisérlet megtortént és az S fo-
lyamatbdl 2 tartozott fehér, 3 pedig fekete kvarkhoz.
Az urnamodell nyelvén ebben a helyzetben a kovet-
kez6 kérdésre kell valaszt taldlnunk: Ha n = 5 huzas-
bol k = 2 fehéret kaptunk, akkor hany fehér goly6 van
az urnaban (mekkora az M)?

Biztosat nyilvin nem mondhatunk, de esetleg kapha-
tunk M-re egy valoszintlségi eloszlast, val(M | k, n, F)-t,
amely val(k | M, n, F)-t6l csak abban kiilonbozik, hogy
a kés az M helyet cserélt egymassal. Ez azonban egy-
altalan nem lényegtelen kiilonbség, mert a két jel a
fuggdleges valasztovonal kiilonbozé oldalan all. A ka-
lonbség illusztralasara forduljunk a kockadobidshoz.
Annak val(6 | ps) valoszintsége, hogy 6-ost dobjunk fel-
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téve, hogy a dobasunk paros, 1/3-dal egyenlS, mert a
kockan 3 paros érték talalhato, és ezek egyenlGen valo-
szinGek. A val(ps|6) valoszinlség viszont nyilvan 1,
hiszen ha 6-ost dobunk, azzal automatikusan a doba-
sunk paros is.

A valoszinlségszamits ismer egy képletet, a Bayes-
Sformuldt, amely kapcsolatot teremt a val(X 1Y, F) és a
val(Y'| X, F) val6szintségek kozott. A képlet levezetésé-
hez azt kell felhasznalnunk, hogy a val(X| Y, F) feltéte-
les val6szinlséget a

val(X és Y| F)
val(Y| F)
ahol val(Y|F) # 0

val(X| Y, F) =

)

(2)

képlet segitségével szamithatjuk ki, amelyben val(X
és YIF) az X és az Y egylittes bekovetkezésének va-
16szintsége.

A (2) igaz marad, ha az X-et és az Y-t felcseréljik
egymassal:

val(Y és X|F)
val(X| F)
ahol val(X|F) # 0.

)

val(Y| X, F) =

Az (X és Y) kijelentés (vagy esemény) természetesen
azonos az (Y és X) kijelentéssel (eseménnyel). A két
képletbdl ennek a kijelentésnek a valdszintségét ki-
kiiszobolve jutunk el a

val(X| Y, F) val(Y| F)
val(X| F) ’ 3

ahol val(X|F) # 0

val(Y| X, F) =

Bayes-formulahoz (Bayes-tételbez).

Mint latjuk, ez a képlet valdéban kapcsolatot 1étesit
aval(YI X F) és a val(X | Y, F) val6szintség kozott. A
kockadobdsos feladatban példaul Y— 6 és X — psazo-
nositassal ez a relacid természetesen teljesil, mert —
mint lattuk — val(61ps, F) = 1/3, val(ps|6,F) = 1, és
val(61 F) = 1/6, val(ps | F) = 1/2.

Térjlink most vissza a részecskefizikai példahoz (és
a neki megfelel6 urnamodellhez), és a Bayes-tétel
segitségével fejezzik ki val(M |k, n, F)-t az (1) bino-
mialis eloszlason keresztul:

val(k| M, n, F) val(M | n, F)
val(k|n, F) .
Foglalkozzunk a jobb oldalon szereplé valoszintsé-

gekkel. A nevezdbeli valdszinlség nem tartalmaz
M-et, ezért a

val(M |k n, F) = 4

,
Y valM|knF) =1 5

M=0
normalasi feltétel segitségével kifejezhets a szamlalo-
ban 4116 valoszintségeken keresztil:

3

val(k|n, F) = E val(k| M, n, F) val(M | n,F). (6)

M=0
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A szamlalo elsé tényezGje formailag azonos az (1)
fuggvénnyel, de — az (1)-tdl eltérGen — itt nem k figg-
vényeként kell érteni (fix M mellett), hanem M fligg-
vényeként rogzitett k-nal. A két fliggvény tehat ugyan-
abban az értelemben kiilonbozik egymastol, mint az x”,
amikor a fuggetlen viltozd6 x (hatvanyfuggvény), és
amikor a figgetlen valtozo n (exponencidlis figgvény).
A val(k| M, n, F)-nek is célszerd a két esetben kiilonbo-
736 elnevezést adni. A (4)-ben, amikor a fuggetlen valto-
z0 M (rogzitett k mellett), likelibood-fiiggvény a neve
(magyarul is!), mig az (1)-ben a kvalodszintségi eloszla-
sanak hivjuk.

A (4) szamlalojanak els6 tényezdje tehat a likeli-
hood-figgvény, amit ismertink. A masodik tényezd
mibenlétét kell még tisztaznunk. Ez a tényezs — a bal
oldalhoz hasonl6an — valoszintségi eloszlas M-ben,
ezért eleget kell tennie a

3
Y val|nF) =1 @)

M=0

normalasi feltételnek. A (4)-ben a bal oldali és a
szamlalobeli M-eloszlas kozott az a kilonbség, hogy
az el6bbiben mar figyelembe vettik a megfigyelés
(szoraskisérlet, urnakisérlet) eredményét (poszterior
valésziniiség), mig az utobbi csak azokat az ismerete-
ket tartalmazza, amelyekkel a kisérlet elvégzése elstt
is rendelkeztink (prior valoszintiség). A Bayes-for-
mula tehat a kisérletezés lényegét fejezi ki tomor ma-
tematikai formaban: egy kisérlet értelme ugyanis az,
bogy a meglévd ismereteinket korrigdlja.

Mint mar mondottuk, az elképzelt kisérletiinkben 5
probalkozasbol 2 golyd bizonyult fehérnek. A likeli-
hood-fuggvénytink ekkor

val(2| M5, F) = 1(2]1‘42(3 - M.

>

Mi lesz a prior? A kisérlet el6tt fogalmunk sincs rola,
milyen a szineloszlas. Ezt a teljes tudatlansagot valo-
szintleg akkor fejezzik ki megfelel6 moédon, ha kez-
detben mind a négy lehetséges M-et egyenlGen valo-
szintnek tekintjuk:

val(M| n, F) = %

(ez a val6szinlség semmiképpen sem fligghet attol,
hogy a késébb elvégzendd kisérletben mekkora lesz
az n).

Mindezeket (4)-be helyettesitve a keresett valdszi-

niségre a
val(M12,5,F) = K-M?*(3 - M) )
képletet kapjuk. A K-ra az (5) normalasi feltételbdl a

1 1

12.23+22.13 12
érték adodik. Igy végiil
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0,6
0,5
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1/3
0,3

val(M|12,5,F)

0,2 -
0,1
0 0

0 1 2 3
M
3. dbra. Az M ,tapasztalati” valoszintségi eloszlasa

val(M|]2,5,F) = 1—12M2 3 - M3 )

Ezt a valoszinlségi eloszlast a 3. dbran lathatjuk. Mi-
vel fehér golyot is, feketét is htztunk, ezért bizonyos,
hogy M nem lehet egyenl se nullaval, se harommal,
és a kisérlet szerint az urna kétszer olyan valoszint-
séggel tartalmaz egy fehér goly6t, mint kett6t. Ez
ugyan tavol van a bizonyossagtol, de részecskefiziku-
sunk szamara értékes informaciot jelenthet.
O

Ez az a pont, ahol visszatérhetiink a legelsé bekez-
désben felvetett problémahoz. A helyzet ugyanis az,
hogy a valészintségszamitis mivelGinek 6ridsi tobb-
sége szerint a (9) képlet tékéletesen értelmetlen, mert
annak, hogy a neutronban hany fehér kvark van,
nincs valoésziniisége, hiszen ez a szam nem a véletle-
nen mulik, hanem hatarozottan nulla, vagy egy, vagy
ketts, vagy hirom. Ugyanez a helyzet természetesen
az urnaval is. Bizonytalansagrol és valoszinlségrdl itt
csak a szineloszlasra vonatkozd tuddsunk kapcsin
lehet sz6, ami azonban esetleges, szubjektiv dolog
(szubjektiv valosziniiség). Az effajta szubjektiv elva-
rast szigortan véve nem is lenne jogos valoszintség-
nek hivni, mert egyaltalin nem lehetiink biztosak
benne, hogy alkalmazhatok ra a valoszintségszamitas
tételei, konkréten példaul a Bayes-formula.

A (9)-cel ellentétben — folytatodik az érvelés —az (1)
binomiilis eloszlas a véletlenen muld objektiv valoszi-
nlséget fejez ki, hiszen ugyanazt a kisérletet sokszor
megismételve ellendrizhets a helyessége. A legegysze-
ribb esetben példaul, amikor csak egyszer probalko-
zunk (n=1), a képlet szerint val(1 |1 M, 1, F) = M/3 valo-
szinlséggel hizunk fehér golyot. Az M itt természete-
sen tokéletesen hatiarozott szam, ha az urnidban mond-
juk csak 1 fehér goly6 van, akkor 1/3. A kisérletet akar-
hanyszor megismételhetjik és empirikusan meghata-
rozhatjuk a fehér golyok elSfordulasanak relativ gyako-
risagat. Azt fogjuk talalni, hogy a huzasok szamanak a
novelésekor a relativ gyakorisag 1/3-hoz tart, ahogy ezt
a valoszintlség intuitiv jelentése alapjan varjuk is, és ez
teljesen flggetlen attél, mit tudunk vagy gondolunk a
szinmegoszlasrol az urnaban.

A relativ gyakorisigként értelmezett valoszintsé-
gekrdl (objektiv valosziniiség) nagyon konnyud belat-
ni, hogy eleget tesznek a val6szinlségszamitis axio-
mainak, és ennek kovetkeztében természetesen a
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Bayes-formulanak is. Annak val(ps | F) valoszintlsége
példaul, hogy egy kockaval parost dobunk, vagy az a
val(61 F), hogy 6-ost dobunk vele, nyilvinval6an ob-
jektiv valoszintségek. Ezért nem meglepd, hogy a
Bayes-formula érvényes rajuk. A val(k| M, n, F)-fel és
a val(M | k, n, F)-fel azonban nem ez a helyzet, mert
kozuluk csak az elsd objektiv.

Lehet-e barmit is felhozni ezzel az objektiv (, frekven-
tista”) nézSponttal szemben a szubjektiv (,bayesi”) fel-
fogas védelmében? Meg lehet példaul jegyezni, hogy a
relativ frekvenciat csak végtelen hosszu kisérletsorozat-
ban lehet pontosan azonositani a valészinGséggel. Ilyen
sorozatok azonban csak a képzeletiinkben léteznek,
ezért a frekventista felfogas is tartalmaz szubjektiv ele-
met. ElképzelhetS azonban ennél konstruktivabb ellen-
vetés is: az, ha sikeriilne megmutatni, hogy a szubjektiv
valosziniiség is rendelkezik azokkal a tulajdonsdgok-
kal, amelyek elégségesek a Bayes-tétel igazoldsdahoz.

Tobb olyan gondolatmenet is ismeretes, amelyek
elég meggy6zGen demonstraljak, hogy valéban ez a
helyzet. Az alabbiakban — befejezésul — roviden kité-
rek az egyikre (azért csak roviden €s vazlatosan, mert
a gondolatmenet nehéz, és részletes ismertetése
messze meghaladna ennek az irasnak a kereteit).
EI6bb azonban tisztazni szeretnék egy lehetséges
félreértést. Az, hogy valami igazi valoszinlség-e vagy
csupan ,amorf elvaras”, nem azon miulik, hogy érvé-
nyes-e vagy sem. Ha példaul egy kockarol feltétele-
zem, hogy egyenlS valoszintlséggel esik mind a hat
oldalara, utobb pedig kidertl, hogy ez nem igaz, mert
a kocka cinkelt, az eredeti hibas viarakozasom ettdl
még val6szinlségi természetd marad. Csak az érvé-
nyessége az, ami elvész. Ugyanigy, a val(M | n, F) =
1/4 szubjektiv prior az urnapélddban biztosan nem
érvényes (nem igaz), de nem ezen mulik, hogy tekint-
het6-e igazi valoszintiségnek, vagy sem.

1946-ban Richard Cox igényes bizonyitast adott
arra, hogy a Bayes-tétel a szubjektiv valoszintségekre
is alkalmazhat6.! A bizonyitds a kovetkezS harom
feltevésen alapult:

1) A szubjektiv elvarasok® a mértékiik szerint sorba
rendezhetSk: Ha X teljestilésére inkdbb szamitunk,
mint Y-éra, Y teljestlésében pedig jobban bizunk,
mint Z megvaldsuldsaban, akkor X teljestilésére in-
kabb szamitunk, mint Z-ére. Ezt a feltevést matemati-
kusabb formaban is megfogalmazhatjuk, ha az X, az
Y, a Z stb. kijelentésekhez Gigy rendeliink (egyébként
onkényesen) elv(X|F), elv(YIF), elv(Z|F) valos
szamokat, hogy teljestiljenek az

elv(X|F) > elv(Y|F) > elv(Z| F)

egyenlStlenségek. Az elv(. | F) fuggvény természetesen
az elvaras mértékére utal az Fnem specifikalt feltételek

Y Am. J. Phys. 14 (1946) 1-13.

> Az angol belief sz6 pontosabban fejezi ki, hogy mire kell gon-

dolni. A belief magyar jelentései azonban (hit, meggy6z&dés, biza-
lom) olyan érzelmi toltettel rendelkeznek, amelyek alkalmatlanna
teszik Sket egy tisztan valoszindségszamitasi fogalom megnevezésé-
re. Ezért valasztottam — jobb hijan — az elvdras nevet.
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teljestilése mellett. Az F-re valo utalds biztositja, hogy a
jelentGs mértékben eltérd kontextushoz tartozo elvara-
soknak ne kelljen egymdssal Osszehasonlithatoknak
lennitik. Nehéz elképzelni olyan korilményeket, ame-
lyek kozott ossze kellene hasonlitanunk mondjuk
annak az elvardsat, hogy holnap foldrengés lesz Lissza-
bonban azzal, hogy a Voyager-2 Urszonda radidadoja
holnap végleg felmondja a szolgalatot.

2) Ha X bekovetkeztére van elvarasunk, akkor X el-
maradasara is automatikusan rendelkeziink elvarassal.

3) Ha van elvarasunk Y teljestilésérdl, valamint ar-
rol, hogy X teljestl feltéve, hogy Y teljestl, akkor ar-
rol is van elvarasunk, hogy X és Yegylittesen teljesul.

A gondolatmenetében Cox még azt is megkovetelte,
hogy ha egy adott informaciot tobb kilonbozé moédon
tudunk felhasznalni, mindig ugyanazokhoz a kovet-
keztetésekhez jussunk el, akarmelyik lehetséges elja-
rast valasszuk is az analizishez. Azt bizonyitotta be,
hogy ha a hiarom feltétel teljesil, akkor az elv(X| F)
elvarasok eleget tesznek a val6szinliségszamitas axio-
mainak, specidlisan az

elv(X|F) +elv(X|F) = 1, (Xa ,nem X jele),
elv(X és Y|F) = elv(X| Y, F) -elv(Y| F)

osszefuggéseknek, €és ha I bizonyosan igaz, H pedig
bizonyosan hamis, akkor

elv(I|F) = 1,
elv(H|F) = 0.

Ezek az Osszefiiggések a valosziniiségek legalapvetSbb
tulajdonsagait fejezik ki, kozottik azt is, amelyik a
Bayes-tétel igazolasahoz sziikséges, ezért az elvQ fligg-
vényeket helyettesithetjiik benniik valO fuggvényekkel.
Cox bizonyitasa alapjan ezért konzisztens elvarasainkat
valoban tekinthetjik valoszintségeknek.
O

A bayesi modszerrel” egyre gyakrabban lehet talalkoz-
ni az olyan publikaciokban, amelyek mérések tervezé-
sével és az eredmények kiértékelésével foglalkoznak.
Ez a modszer ugyanis jelentGs mértékben kitagitja az
analizis lehet&ségeit, mert a problémik sokkal széle-
sebb korében teszi lehetévé a valoszinlségszamitas
részletesen kidolgozott, hatékony fogalmi és matemati-
kai apparatusanak alkalmazasat. Ez az ismertetés azért
sziiletett meg, mert szubjektiven nagyon valosziniinek
tartom, hogy a szubjektiv valoszintségek Bayes-tételen
alapuld bevezetését egyre szélesebb korben fogjak
megengedett eljarasnak tekinteni és alkalmazni.

Figgelék

A val(M | k, n, F) poszterior valoszinlség — mint lattuk —
szubjektiv, de matematikailag teljesen hatarozott kifeje-
zés, amelynek a tulajdonsagait meg lehet vizsgilni. A
fuggelékben két olyan fontos matematikai tulajdonsaga-
ra mutatok 14, amelyek megerGsitenek abban, hogy
nincs okunk idegenkedni a szubjektiv valoszintségektol.
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A val(M | k, n, F) elsé argumentuma, az M valtozo, a
0, 1, 2, 3 értékeket veheti fel, és a figgvény értéke alta-
laban egyik M-nél sem nulla. Ezek koziil csak az egyik
egyezik meg a fehér golyok valésagos szamaval az ur-
naban. Jeloljik ezt a szamot M-mel. A val(M | k, n, F)
fuggvény els6 tulajdonsiga, amelyet igazolni is fogunk
az, hogy amikor a probalkozasok n szama egyre na-
gyobb és nagyobb, a val(M | k, n, F) értéke M = M-nél
1-hez, a tobbi M értéknél pedig nullahoz tart. Tomoren
ezt igy fejezhetjik ki:

1, ha M= M,

lim val(M|k n,F) = (10)
" 0, ha M# M.
Ennek a tulajdonsidgnak az ismeretében vilaszolni
tudunk a kovetkezé kérdésre: n elSzetes huzds ered-
ményének (a k-nak) az ismeretében mi a valdszintsé-
ge annak, hogy a kovetkezs, (n+1)-edik, probalko-
zasnal fehér golyot htzunk. A valaszt az

3
y %/[val(MHe, ", F)

M=0

an

Osszeg adja meg. A fehér golyo valoszintsége ugyanis
M/3-mal egyenld, ezt kell stlyozni a lehetséges M-ek
valoszintségével. A (10) figyelembevételével nagy
n-nél ez az Osszeg az M/3 értékhez tart. Egy hossza
sorozatban tehat a fehér golyok gyakorisigara a
val(M | k, n, F) szubjektiv poszterior valoszinlség
ugyanazt az objektiv értéket szolgaltatja, mint a frek-
ventista felfogas — teljesen elmosodik a kiilonbség a
két megkozelités kozott.?

A (11) képlet azonban tetszéleges szim probalko-
zasra érvényes, s6t, ha a val(M | k, n, F)-t a prior valo-
szinlséggel helyettesitjiik benne, azt a valoszintséget
adja meg, amellyel a legelsé probalkozasnal hazunk
fehér golyot. Mivel a prior valoszintségi eloszlds 1/4-
del egyenld, erre a valoszintségre — ahogy varhat6 — az
1/2 értéket kapjuk. Ha pedig az elsé huzas fehér golyot
eredményezett, akkor — mivel ezen az egy tényen kiviil
semmiféle mas informacionk sincs a golyok szinelosz-
lasarél — a masodik hazasban 1/2-nél nagyobb valoszi-
niséggel varhatjuk (szubjektiv valoszintségl, hogy
gjra fehéret hizzunk. A (11) képlet erre a megnove-

3 llyen természet(i problémaval Laplace foglalkozott elGszor. Azt a

kérdést vizsgilta, hogy ha egy ismeretlen tulajdonsigi pénzérmét
n-szer feldobunk és a sorozatban k fejet talalunk, akkor mi lesz a fej
valoszinlsége az (n+1)-edik dobasban. A pénzfeldobast is az (1) bi-
nomialis eloszlas irja le, ha benne M/3-at az érmét jellemzé p para-
méterrel helyettesitjiik, amely a (0, 1) intervallumban barmilyen érte-
ket felvehet. Ha ezt a p-t ismerjik, a kérdés konnyen megvilaszolha-
tO: A fej valoszintsége minden egyes dobdsban p-vel egyenls. A p-t
azonban dltalaban nem ismerjiik, erre a nagyon is valosigos esetre
vonatkozott Laplace kérdése. Azt talalta, hogy a keresett valoszinG-
ség (k+1)/(n+2)-vel egyenld. Ez a képlet tetszdleges n-nél (1= 0-nal
is) érvényes. Ebbdl vonhato le az a kovetkeztetés, hogy az ismeretlen
pegy hossza sorozat relativ frekvencidjaval egyenld.

Laplace ismerte a Bayes-tételt és a jelentGségével is tisztdban
volt, de ebben a bizonyitaisban nem hasznalta fel. A Bayes-tétel ki-
hasznalasaval a bizonyitas nagyon leegyszertsodik és kevesebb fel-
tevést igényel, mint amennyire Laplace-nak sziiksége volt.

HRASKO PETER: VALOSZINUSEG

kedett valoszintségre a 7/9 értéket szolgiltatja, mert
benne val(M11,1,F) = M/6-tal egyenls. Persze ha is-
mernénk M-et (a fehér kvarkok szamat a neutronban),
akkor mindkét val6szinlGség ugyanazzal az M/3-mal
lenne egyenlS. De most még csak a kezdeti 1épéseket
tessziik M megismerése felé: Ezért valtozik egyik 1€pés-
r6l a masikra a fehér golyo tallati valoszintsége.

A (10) bizonyitasara ratérve mindenekel6tt azt kell
tisztazni, hogyan viselkedik %, amikor 7 a végtelenhez
tart. Az M = 0 esetben a k végig zérus, mert ekkor az
urniban egyiltalin nincs fehér goly6d. Amikor pedig
M = 3, az urna csak fehér golyot tartalmaz, ezért &
folyamatosan n-nel egyenlS. A két kozbilsS esetben
k viselkedését a Nagy Szamok Torvénye hatarozza
meg, amely szerint hosszG huzissorozatban a k/n
arany ahhoz a valészinGséghez tart, amellyel egyszeri
probalkozasnal fehér golyot huzunk: M = 1-nél ez a
valoszintség 1/3-dal, M = 2-nél 2/3-dal egyenld.

A (8)-ra vezetS gondolatmenet alapjan a poszterior
val6szintségre tetszéleges k, n parnal a

val(M|k,n,F) = K, M* (3 -M)""* (12)
képletet kapjuk, amelyben a normalasi tényezd
Kym —5—— (13)
E m}e (3 -m n-k

m =0

értékkel egyenlS (a szumma alatti M-et azért valtoz-
tattuk m-re, hogy nehezebb legyen Osszetéveszteni az
M valtozoval).

Targyaljuk el6szor a & = 0 esetet, amikor az »n pro-
balkozas egyikében sem huzunk ki fehér golyot. Ha
M = 0, akkor ez biztosan igy van, de M = 1-nél és M =
2-nél is eléfordulhat. A Nagy Szamok Torvénye alap-
jan azonban ez utobbi két esetben egy k= 0-s sorozat
valoszintsége 1 — eo-nél nulla. Amikor 2= 0, a (12)-
ben M = 0-nal a 0° kifejezés jelenik meg, amely hata-
rozatlan: lim,_,, 4" = 1, mig lim,_,,0*=0. A (12)-ben ezt
a kifejezést 1-nek kell tekinteni, mert a

val(k[0,n,F) = [Z]'Ok'(l -0k

likelihood-figgvénybdl szarmazik, amely — mint a &
valoszinlségi eloszlasa — 1-re van normalva:

y (Z]Ok -0t =fora-0l" =1
£=0

Az 6sszeg k> 0 tagjai azonban mind nullak, ezért a k=

0-s tag az, ami 1-gyel egyenlS. EbbdI lathato, hogy az

ebben a tagban szerepld 0° kifejezés 1-nek tekintendd.
Ennek ismeretében a (12)-bdl nyilvanval6, hogy

G-m"
17 + 2" + 3"

Amikor 7 — oo, a nevezs elsé két tagja elhanyagolhatd
a 3" mellett, ezért ebben a hataresetben az M = 0-hoz

val(M|0,n, F) =
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tartoz6 valoszinlség 1-hez, a tobbi nullahoz tart. A
most vizsgalt esetben (M = 0) a (10) szerint valoban
ennek kell torténnie. Teljesen hasonldéan igazolhato
(10) helyessége akkor is, amikor &= n.

A kozbensé tartomanyban, amikor 0 < k& < 7, (12)
szerint

2;1*/@
——  haM=1,
Zisz_‘_zle
- 3
val(M| k,n, F) 2 ha M- 2, (14)
Zrzf/eJrzle
0 ha M =0 vagy M= 3.

Most, amikor & nem egyenlS se 0-val, se n-nel, az n
kihazott golyd kozott fehérek és feketék is vannak,
ezért M nem lehet se 0, se 3. A (14) harmadik sora
mutatja, hogy ebben a tekintetben ¢sszhangban va-
gyunk (10)-zel. Véges n-nél a (14)-beli két tort egyike
se nulla, de az n — o hataresetben, a (10)-zel ugyan-
csak Osszhangban, az elsS tort 1-hez, a masodik nulla-
hoz tart, M = 2-nél pedig pont megforditva. Ez annak

a kovetkezménye, hogy a Nagy Szamok Torvénye
szerint M = 1-nél k helyébe n/3-t, M = 2-nél pedig
2n/3-t kell irnunk. A (10) érvényességét ezzel minden
lehetséges esetre igazoltuk.

A val(M | k n, F) masik kedvez6 matematikai tulajdon-
siga, amelyre a fliggelék elején utaltunk az, hogy a (10)
képlet érvényes marad akkor is, amikor val(M | n, F) =
1/4 helyett masik prior valészinGséget valasztunk. Ez a
prior lényegében tetszGleges lehet. Az egyetlen kikotés
az, hogy egyik M-nél se legyen pontosan nulla. Ez a
tulajdonsag, amelyet numerikus szimuldcio segitségével
lehet demonstralni, azért nagyon fontos, mert a szubjek-
tiv valoszinlség kritikusainak gyakori érve, hogy a prior
valoszintiség megadasinak a sziikkségessége elfogadha-
tatlan 6nkényességet visz bele a szimitisokba. Amikor
azonban 7 elég nagy, a fliggés a prior valoszintiségtol —
mint latjuk — gyenge. Abban a nagyon gyakori esetben
pedig, amikor az n értéke korlatozott, a poszterior valo-
szinlséget javithatjuk azzal, hogy a prior megvalasztasa-
nal maximalisan kihasznaljuk az el6zetes ismereteinket
és a megalapozott elvirasainkat. Igy példaul egy kisérlet
megismétlésénél a korabbi kisérlet poszterior valoszi-
niségét valaszthatjuk priornak.

A RESZECSKEFIZIKA ANYAGELMELETE:

A STANDARD MODELL

A CERN nagy hadroniitkoztetd (LHC) gyorsitojat
2008-ban inditjak, négy hatalmas észlelGrendszere
kozul kettében jelentGs magyar részvétellel. Az LHC
egyik f6 feladata a részecskefizika elméletének, a
Standard modellnek kisérleti ellenérzése. Mivel ma-
napsag igen sokszor emlegetjik, a szerkeszt6k kéré-
sére megirtam ezt a bevezetd jellegl 6sszefoglalot a
Standard modell elméleti alapjair6l és legelemibb
kisérleti bizonyitékairdl. Ehhez persze jelentés mér-
tékben felhasznaltam korabbi hasonlo cikkeimet —
foként a Természet Vildga Mikrokozmosz kilonsza-
maban (szerk. Lévai Péter €s Hegyi Sandor, 2000) és a
Handbook of Nuclear Chemistry (szerk. Vertes Attila
és tarsai, 2003) 1. kotetében megjelenteket — Ggy-
hogy, ha bizonyos dolgok visszacsengenek egy-egy
hiséges és j6 emlékezb-tehetségl olvasonak, az nem
a véletlen mtve.

Allando vita targya, hogyan irjuk a Standard modellt
magyarul. Angolul Standard Model, magyarul szokas
csupa kis betivel irni. Szerintem ez nem egy szabva-
nyos modell, hanem Standard a neve, hasonl6an a pesti
Vici utcahoz, szemben Vic egyik vaci utcajaval.

A tovdbbiakban tehdt megprobilom osszefoglalni a
részecskefizika alapismereteit. Mivel a fizika egzakt
tudomany, csak szavak hasznalata sziikségszerten
zavar érzetét kelti. Ha cikkem 0sszezavarja az olvasot,
az a szerz$ hibdja, nem a mogotte levd fizikai elméle-
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té, amely pontos matematikai formalizmuson alapul
és eldrejelzései gyonyorien egyeznek a kisérleti ered-
ményekkel, amint azt a késébbiekben latni fogjuk.

Elemi (és még elemibb) részecskék

A természet megismerésének egyik irdnya egyre mé-
lyebbre hatolni az anyag szerkezetében. Ennek soran,
minden nagyobb 1épés eredményeképpen uGjabb,
oszthatatlannak hitt részecskék jelentek meg: Démok-
ritosz 4 atomja (a-tom = oszthatatlan), Dalton és Men-
gyelejev elemeinek atomjai, Rutherford atommagja,
majd az Ggynevezett elemi részecskék, amelyek kozil
a legismertebb az elektron, a proton és a neutron, lat-
hato vilagunk f6 alkatrészei. Az elektron valéban ele-
mi, de a proton €s a neutron egyaltalin nem azok,
komoly belsé szerkezettel rendelkeznek.

Az elemi részecskéket kiilonféle szempontok sze-
rint osztalyozzuk. A legfontosabb a spin (sajat perdi-
let) szerinti osztilyozds: a feles spind (S = 1/2; 3/2;

! Egy R sugara korpilyan V sebességgel mozgd, M tdémegl test

perdilete MVR. A spin nem kapcsolhato a részecskék forgasihoz,
de hozzidadodik mas eredetd perdiiletekhez, az atomokban példaul
a palyamomentumhoz. Nagysiganak természetes egysége a redu-
kalt Planck-dllando, » = b/(2m).
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