8. dbra. Szappanhartya alakja, ha a mozgathat6, harmadik pont
120°-nal nagyobb szog alatt latszik

ven ismernek: ha adott harom falu, hogyan lehet Sket
egy uthalozattal 6sszekotni, hogy ez a legrovidebb le-
gyen? R. Courrant € H. Robbins Mi a matematika?
cimd konyvében taldlhato a feladat megoldasa, mely
szerint kivdlasztunk két falut. Ha a harmadik falu a
két falut Osszekots szakasz folé irt 120°-os 1atdoszog-
koriv alatt van, akkor a legrovidebb Gthalozat ugy ala-
kul ki, hogy a falvakat egy uttal 6sszekotjik. Ha a har-
madik falu a 120°-os latoszogkoriv felett talalhato, ak-
kor az Gthaldzatban lesz egy csomopont, amely min-
dig a koriven nyugszik.

Ha megnézzik a 8. és 9. dbrdkat, épp ezt lathat-
juk, a jobb lathatosdg kedvéért be is jeloltik a lato-
szogkorivet. Ha a minimalis feliiletek tételére gondo-
lunk, nem meglepd, hogy a szappanhirtya is tudja a
Steiner-probléma megoldasat.

9. dbra. Szappanhartya alakja, ha a mozgathat6, harmadik pont
120°-nal kisebb szog alatt latszik

Ha minden jol megy, a kovetkezd tanévben nyolca-
dik alkalommal tarthatjuk meg az alakulé foglalkoza-
sunkat. Remélem, sokaig fennall még a gimnazium fi-
zikaszakkore.
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VASMAGOS TEKERCS ONINDUKCIOS EGYUTTHATOJA

Szamos fizikatankdnyvben és képletgyUjteményben [1]
szerepel alapvets Osszefliggésként, hogy egy ,hosszu,
egyenes tekercs” Oonindukcids egyttthatojat a kovetke-
z6 képlet adja meg:

2
L=u0uerA. (D
Itt Na menetek szama, /a tekercs hossza, A a kereszt-
metszetének tertilete, W, pedig a tekercset kitolt
anyag relativ magneses permeabilitisa. Légmagos
esetben ennek értéke 1 koruli, mig a gyakorlatban
hasznalt lagyvasmagok esetén 100 és 1000 kozotti
szam. Fontos kihangstlyozni, hogy egy anyag per-

A szerzG fizikus hallgato.
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meabilitdsa csak akkor tekinthet$ allandénak, ha a
magneses térerdsség (H) fliggvényében a magneses
indukcio (B) linedrisan valtozik. A tovabbiakban lagy-
magneses anyagokkal foglalkozom, melyekben ele-
gend@en kis térerGsség esetén teljestl ez a feltétel,
tehat a nemlinearis hatasok (telités, hiszterézis) jogo-
san elhanyagolhatoak.

Az (1) 0Osszefliggés igazolasa légmagos esetben
(u, = 1) igen egyszerd, szinte minden fizikatan-
konyvben megtalalhat6. A tekercsen kivili szort tér
elhanyagoldsa utin az Ampere-féle gerjesztési tor-
vénybdl azonnal adodik a tekercs belsejében kiala-
kuld homogén magneses tér nagysiaga, abbol pedig
az Onindukcios egyutthatd. Ezutin kovetkezik a
képlet altalanositasa, miszerint a vasmag behelyezé-
sével ,B értéke megnd a vikuumbelihez képest”, igy
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1. abra. Egyszerd RLC-aramkor az L induktivitds mérésére

,2az eddigi Osszefliggés a U, — YU, helyettesitéssel
érvényes” [1].

Az utolso6 lépés akkor volna jogos, ha az egész teret
homogén modon toltené ki a W, relativ permeabilitasa
anyag. Elsére logikus érvelésnek tlinhet, hogy csak a
tekercs belseje szamit, hiszen a kulsS szort tér hatasa
ugyis elhanyagolhat6, de — jobban megvizsgalva — ez
a gondolatmenet teljesen hibas. Mivel a levegs és a
vasmag hatarian az indukci6 (B) normalis komponen-
se folytonosan viselkedik, a térergsségnek (H) itt ug-
rast kell szenvednie. A vasmagbodl kilépve a térerés-
ség normalis OsszetevSje U ,-szeresére novekszik, igy a
gerjesztési torvény felirasakor a kilsé magneses tér
jelentSs szerephez is juthat.

Az (1) Osszefliggés érvényességét kisérletileg is
megvizsgaltam az 1. abran lathato egyszerd elrende-
z&s segitségével. Az RLC-korben foly6 aram erdsségét
mértem a fesziltséggenerator frekvencidjanak figgvé-
nyében, és megkerestem a legerésebb aramhoz tarto-
z6 rezonanciafrekvenciat. Ismert, hogy ennek értéke
soros RLC-kor esetén:

A (2)

_ 1
ZTE\/E

A kondenzitor kapacitisanak (C = 4,21 uF) ismereté-
ben tehat a rezonanciafrekvencia mérésével kiszamit-
hat6 a tekercs L 6nindukcios egytitthatdja.

ElsGként egy légmagos tekercset kotottem az 1.
dbrdn lathat6 RLC-korbe, ekkor a rezonanciafrekven-
cia és az onindukcids egytitthato rendre:

[ = (1420 + 20) Hz,

1 3
L= _——— _ =(29810,08) mH.
42 P C

Az N = 600 menetszimu tekercsbe tokéletesen illesz-
ked&, négyzet keresztmetszetl vasmag hosszasaga /=
(391 1) mm, szélessége pedig d = (131+0,5) mm; az (1)
képlet alkalmazasakor ezek jo kozelitéssel tekinthe-
tGek a tekercs megfeleld méreteinek is:

2 2
Nld = (240,2) mH. 4

L=y,

A (3) mért és a (4) szamolt érték kozotti eltérés f6-
ként annak tulajdonithato, hogy a tekercs a szoros
csévélés ellenére is jelentGsen szélesebb a vasmag-
nal. EttSl fuggetlentil egyértelmd azonban, hogy az
(1) osszefiiggés légmagos esetben megfelels becslést
ad a hossza, egyenes tekercs ¢nindukcios egytittha-
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tojara — ami teljes 6sszhangban all az elméleti meg-
fontoldsokkal.

A tekercset tokéletesen kitoltd vasmag behelyezése
utan Gjabb méréseket végeztem, ekkor a rezonancia-
frekvencia és az 6nindukcios egyttthato értéke:

f=(595%5) Hz,

&)
- 7403 mH.
4mifrC

Az alkalmazott vasmag permeabilitdsat zart vasmagos
tekercs Onindukcios egytitthatdjanak mérésével hatiroz-
tam meg (2], relativ értéke W, = 670£70. A mar ismert
méretekkel egytitt behelyettesitve az (1) képletbe:

N d?

I (1300 + 300) mH. (6)

L = “’Our

Az (1) Osszefliggés alapjan szamolt oOnindukcios
egyutthatd két nagysagrenddel nagyobb az (5) kisér-
leti értéknél; tgy tdnik, a szokdsos képlet nagy per-
meabilitisi vasmag hasznilata esetén teljesen hibas
eredményre vezet.

Erdemes megvizsgilni, hogyan viltozik az 6nin-
dukcios egytitthat6, ha két azonos vasmagos tekercset
kapcsolunk be sorosan az RLC-korbe. Lényeges a
tekercsek egymashoz képesti helyzete is, hiszen az
egyikben valtoz6 fluxus fesziiltséget indukalhat a
masikban. Ennek elkertilése végett elGszor gondosan
eltavolitottam Sket egymastol, ekkor:

= (420£5) Hz,
.
L= ' - (341408 mH. @
42 fPC

A tekercsek kozti magneses kapcsolat hidnyaban az
induktivitdsok egyszerlen 0sszeadodnak, igy érthetd,
hogy az 6nindukcids egytitthatd kétszeresére novek-
szik az (5) értékhez képest. Egészen mas helyzet all
el6, ha a két tekercset a benniik levé vasmagokkal
egyutt szorosan Osszeillesztjik — vigydzva a bennik
foly6 aramok azonos iranyitasara. Ekkor pontosan
agy viselkednek, mint egy nagyobb tekercs, melynek
menetszama €s hosszusiga is kétszerese az eredetié-
nek. Az (1) Osszefiiggés alapjan egy ilyen tekercs ese-
tében is az (5) érték kétszeresét kellene kapnunk,
ehelyett egészen mas eredmény adodik:

S =(285%5) Hz,

1= 1 - @4+3) mn ®
4T [P C

A (7) és (8) eredmények jelentSs eltérése azt bizonyit-
ja, hogy az (1) Osszefliggés altal jol leirt légmagos
esettel ellentétben nagy permeabilitdst vasmag alkal-
mazasakor fontossa vilhat a tekercsek kozti induktiv
kapcsolat. A vasmag az egyik tekercs fluxusat szinte
teljes egészében atvezeti a masikba. Ennek koszonhe-
t6, hogy az Onindukcios egyttthato (8) értéke koril-
beltl négyszerese az (5) induktivitasnak.
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2. dbra. a) Vasmagos tekercs kiilsG magneses terének vazlata. b) Két,
ellentétesen toltott fémlap elektrosztatikus tere a szaggatott vonalak-
kal hatérolt teriileten kivil.

Emlitettem mar, hogy a tekercsen kivili szort
magneses tér elhanyagolisa vasmagos esetben nem
feltétleniil teheté meg. Ha a vasmag elég nagy per-
meabilitassal rendelkezik, el6fordulhat, hogy éppen
ez a kuils6 tér valik meghatarozova, és a belsét lehet
figyelmen kivil hagyni. Az el6bbi mérési eredmé-
nyek alapjan jogosnak tlnik a feltevés, hogy a mag-
neses tér lényegében csak a tekercs végein 1ép ki a
vasmagbol, igy a fluxus a tekercs teljes hosszaban
allandonak tekinthetS. Ekkor a 2. dabrdn vazolt elekt-
rosztatikus analogia alapjan levezethetS egy kozelité
képlet a vasmagos tekercs dnindukcios egytitthato-
jara.

Tekintsiik a 2.a dbrdn lathatd, N-menetes teker-
cset, melynek hosszasiga [, keresztmetszete pedig
egy R sugar( kor. A belsé tér elhanyagoldsa miatt a
gerjesztési torvény felirdsakor csak a kilsS tér jarulé-
ka szamit, igy a magneses térerdsség (H) integralja a
tekercs végeit 0sszekots Osszes erGvonal mentén N1,
ahol 7 a tekercsben foly6 aram eréssége. Ha az elekt-
rosztatikus minta alapjan bevezetiink egy ,magneses
potencialt”, akkor a tekercs végeit alkoté6 mindkét
korlapnak egy jol meghatiarozott potencidlja lesz a
masik laphoz és a végtelen tavoli ponthoz képest is.
Pontosan ugyanez a helyzet a 2.b abran lathato elekt-
rosztatikus elrendezés esetén is, itt ellentétes toltésd,
R sugara fémlapok taldlhatoak egymastol / tavolsag-
ban. Megmutathatd, hogy egy Q toltést hordozo, R
sugaru fémkorong elektromos potencialja [3]:

1 Q
8e R’

U=

©))

0

Ugyanakkor a Gauss-tétel értelmében a korongbol
kilépd teljes elektromos fluxus:

v - 9 (10)

80
A (9) és (10) egyenletekbdl viszont Q kikliszobolésé-
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vel egy igen egyszerl Osszefliggés adodik a fluxus és
a potencial kozott:
v
U SR an
Az ellentétes toltést fémlap megjelenése (2.6 dbra)
természetesen Gjabb nehézségeket okoz, a korongok
kozott mérhetS AU fesziiltség kisebb lesz, mint a (11)
érték kétszerese. Ugyanakkor a fémlapok kozelitése
esetén nagyjabol ezzel a fesziiltséggel aranyosan
csokken a 2.b dabra szaggatott vonalai altal hatarolt
tertletrdl kiléps W’ fluxus. Ha a fémlapokat nagyon
messzire tavolitjuk egymastol, akkor W' — ¥ és AU —
2U, ezért a (11) képlet csak igy modosulhat:
/
AU = i (12)
4R
Nyilvanvalo6an nem allithatunk pontos egyenlGséget,
kozelitésnek azonban a (12) 6sszefliggés helytallo, és
rendkivil hasznosnak bizonyul, amikor az analbgia
alapjan a 2.a dbra tekercsére alkalmazzuk. Ekkor P’
helyére éppen a magneses térerésség (H) tekercsbe
belépd fluxusa kertil. Ennek p-szorosa az indukcio
(B) belépd fluxusa, mely viszont a hatarfeltételek
miatt az indukci6 tekercsen beltili ® fluxusaval egyen-
16. A korlapok kozti ;,magneses potencidlkiilonbség”
pedig a gerjesztési torvény értelmében Ni-vel egyezik
meg, ezert:

(13)

Ebbdl pedig az 6nindukcios egytitthato értéke rendki-
vil egyszerten adodik:

L=4p NR 4
Figyelemre méltd, hogy (14) alapjan az Onindukcids
egyutthat6 fliggetlen a vasmag relativ permeabilitasa-
tol — feltéve, hogy az elég nagy a belsé tér elhanyago-
lasdhoz. Pontosabban ez azt jelenti, hogy a tekercsen
belili tér jaruléka a gerjesztési torvény felirasakor
legyen joval kisebb, mint a (13) jobb oldalan lidthato
érték, tehat:

1 (o} 1 @

< —- (15)
KoM, RPm 4u, R

Az 1 koruli szamfaktorok — példaul 4, m — ilyen eset-
ben nyugodtan elhagyhatok, ezért a keresett feltétel a
relativ permeabilitasra vonatkozoan:

l
>
K, R

(16)
Az altalam mért vasmagos tekercsek permeabilitisa
a (16) feltételt kielégiti, igy érthetd, hogy az (1) dsz-
szefliggés miért vezet teljesen rossz eredményre.
Annak levezetésekor ugyanis éppen a tekercsen ki-
vili tér jarulékat hanyagoljuk el, ez pedig csak ak-
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3. dbra. A vasmagban marado fluxus mérésére szolgalod elrendezés
—az n =10 menetes kis tekercs x tavolsagra talalhaté az / hosszisa-
gu nagy tekercs végétdl.

kor jogos, ha a (16) feltételben forditott a relacio
iranya. Probaljunk ezért (1) helyett inkdbb a (14)
képlettel szamolni. Ekkor a négyzet keresztmetszetd
tekercsnek valamilyen effektiv sugarat kell tulajdoni-
tani, hiszen a (14) dsszefiiggés eredetileg hengeres
tekercsre vonatkozik. Valaszthatjuk példaul a négy-
zettel megegyezs terlletd kor sugarit, melynek
nagysiga R = d/n"? = (7,3£0,5) mm, az N = 600 me-
netszamu tekercs Onindukcids egyiitthatdja pedig
ekkor:

L= 4p,N°R = (13,240,9) mH. a7

Az igy kapott eredmény az alkalmazott becslések
durvasigahoz mérten igen jO egyezést mutat az (5)
kisérleti értékkel. Ugy tiinik, a (14) dsszefiiggés alkal-
mas a hosszi vasmagos tekercs onindukcios egyutt-
hatéjanak kozelité szamitasara. Visszaadja a két te-
kercs Osszeillesztésekor tapasztaltakat is, mert a me-
netszam és a hosszusag kétszerezésével (14) szerint
négyszeresére novekszik a tekercs induktivitisa —
teljes 6sszhangban a kisérletekkel.

A (14) osszefuggéshez vezetd gondolatmenetben
alapfeltevés, hogy a vasmag a tekercs egyik része altal
keltett fluxust szinte teljes egészében atvezeti a masik
részbe, igy a magneses tér az egész tekercsben
ugyanakkoranak tekinthets. Ennek ellenérzéseként a
3. abran lathatd modon mértem a tekercsbdl kilogd
vasmagban bennmarad6 fluxust a tekercs végétdl
val6 xtavolsag fliggvényében. Lakkozott drothol egy-
szerd hurkolassal készitettem egy 7 = 10 menetes kis
tekercset; az ebben indukalodo Ufesziiltség arinyos a
@ fluxus helyi értékével:

Ux) = 27 fD(x). (18)
A fesziltséggenerator frekvenciajat a mérések soran
gondosan az allando f= 1000 Hz értéken tartottam, az
ampermérével pedig az atfolyd aram vialtozatlansagat
ellenériztem. A kis tekercs mozgatasa a vartnak meg-
felel6en nem befolyasolja az dram erGsségét, ezért a
kilonboz6  helyeken mért  fluxusok kozvetlentl
osszehasonlithatoak (1. tabldzat).

A mérési eredmények szerint a fluxus a tekercsbél
kilogd vasmag végéig kezdeti értékének toredékére
csokken, hosszabb tekercsek esetében tehat nem
lehet feltenni a belsé magneses tér allandosagat. Fel-
merul a kérdés, hogy mennyire hosszi tekercs esetén

242

1. tabldzat
A vasmagban maradoé fluxus a tekercs végétol mért
x tavolsag figgvényében
x (mm) UCx) (mV) ®(x) (107 Vs)
0 4742 0,75%0,03
20 3442 0,54%0,03
39 25%2 0,40£0,03
52 1942 0,30+0,03
65 1242 0,19+0,03
78 6£1 0,10£0,02

valik fontossa a fluxus kiszorodasa, hiszen az altalam
vizsgalt tekercsek lefrasara a fluxus alland6sagabol
levezetett (14) Osszefliggés egészen jol mukodik.
Ennek megvilaszolisihoz az dnindukcios egytitthato
pontositasara van sziikség — annak tudatdban, hogy a
belsé magneses tér mégsem allando.

Tekintstik a 4. abrdn lathatd R sugarq, [ hosszisa-
g0, N-menetes hengeres tekercset. Kozépen a fluxus
nyilvan nagyobb lesz, mint a tekercs végeinél, ezért
az Onindukcids egyttthatd a (14) értékhez képest
megnovekszik. Vegytink egy kicsiny dx szakaszt, ahol
a vasmagbol d® fluxus 1ép ki; szamfaktoroktol elte-
kintve ez egy xdx nagysagrendu feltleten oszlik el (4.
abra), igy a magneses térerGsség (H) integraljanak
nagysagrendje a tekercs masik feléig halado, x-szel
OsszemérhetS hosszisiaga erévonal mentén:

des~i d® X =

W, xdx

1 do
FTO A a9
A (19) aranyossag egyenlGséggé alakitasahoz még
egy 1 kortli szamfaktor bevezetésére van sziikség,
melynek konkrét értéke a magneses tér pontos geo-

feltételezve példaul:

n/2
A=2 f ;,d(p = 1ln(cot|:RD. (20)
2T sin@ T 2x

R/x

Lathato, hogy a szamfaktor értéke akar figghet is az
x tavolsagtol, de annyira gyengén, hogy ettsl nyu-

4. dabra. Vasmagos tekercs kilsG terének redlisabb vazlata — x a
tekercs kozepétsl mért elgjeles tavolsagot jeloli.

W/

ES
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godtan eltekinthetiink. A (20) képlet alkalmazasival
x = 10R esetén A = 0,95, mig az x = 100 R értéket
behelyettesitve A = 1,7, a tovdabbiakban sziamoljunk
a A = 1 dllandéval. Trjuk fel a gerjesztési torvényt a
4. abran lathat6 ABCDA zart gorbére, ekkor (19)
alapjan:

1 do 1 do

— —— (x) - — — (x+dx).
, dx u, dx

N12cllx _

2D
Itt felhasznaltuk, hogy a belsé magneses tér jaruléka a
ktils6 téréhez képest elhanyagolhat6. A (21) 6sszeflig-

gés egyszer( atrendezés utin egy masodrendd diffe-
rencidlegyenletre vezet:

d*o NI

O (22

Jo kozelitéssel feltehetjik, hogy a fluxus értéke a te-
kercs végeinél tovabbra is a (13) képletbdl kovetkezd
érték:

®(-1/2) = ®(1/2) = 4u, NIR. (23)

A (22) differenciilegyenletnek a (23) feltételeket ki-
elégité megoldasa:

D (x) = 4u0N1R+%N]l—uON—llxz. (24)

A fluxusnak a tekercs hosszara vett atlagabol pedig az

onindukcids egyttthato kozelits értéke:

L:HMWFR+éq‘ (25)

A (14) induktivitashoz tehat egy masik tag adodik
hozza, mely az altalam vizsgalt tekercsek esetében
még nem igazan jelentds; igy érthets, hogy miért al-
kalmazhato rijuk a (14) képlet. Ugyanakkor viszont
az attol valo eltérést magyarazhatja a (25) 6sszeflig-
gésben megjelend 0j tag, hiszen az (5) kisérleti érték
valamennyivel nagyobb a (14) altal josoltnal. Igazan
hosszu tekercseket vizsgalva pedig éppen a (25) kép-
let elsS tagja valik jelentéktelenné a masodikhoz ké-
pest, ekkor az Onindukcios egyttthatdé gyakorlatilag
egyenesen aranyos a tekercs hosszaval.

Hatra van még annak vizsgdlata, hogy a (21) ger-
jesztési torvény felirasakor milyen feltételek teljestilé-
se esetén hanyagolhato el a belsé magneses tér sze-
repe. Jarulékanak még a (24) fluxus legnagyobb érté-
ke mellett is sokkal kisebbnek kell lennie (21) bal
oldalanal:

1 2dx Mo vy v

: (26)
oW, RPm 4

2dx
—

Nagy permeabilitisi vasmag hasznalata esetén még
igen hossza tekercsre is érvényes a (25) Osszefliggés,
ezért lehet itt a (24) fluxus elsS tagjat figyelmen kivil
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hagyni. A (26) feltételbdl az 1 koriili szamfaktorok el-
hagyasa és atrendezés utan:

ZZ

< 27)

w, >

Vegytk észre, hogy ez jelentdsen kilonbozik a fluxus
allandosigabol adodo (16) feltételtdl, annal csak ki-
sebb hosszusagig engedi a belsd tér elhanyagolasat.
Ha a (27) feltételben forditott a relacid irdnya, akkor a
(21) gerjesztési torvénybdl éppen a kiilsS tér jaruléka
hagyhato el, igy az (1) 6sszeftiggés lép életbe. Mind-
ezeket Osszefoglalva az R sugar(, [ hosszisagt, N
menetes hengeres tekercs onindukcids egytitthatoja
altalanosan:

L= P-UNZ{ZfR*éZ} ha 1 < 7{ <\,

, R°m [
L=pu,u N 7 ha \ju, <« 7

A képletekben szereplS u, a tekercs belsejét kitolts
anyag relativ permeabilitisa, mely levegés (U, = 1)
vagy erésen ferromagneses tulajdonsagt vasmag (U,
> 1) is lehet. Az utébbi esetben fontos, hogy a mag-
neses anyag pontosan a tekercs belsé részének hata-
raig terjedjen. A (28) Osszefliggések érvényességi ko-
re tehat elég er6sen behatarolt, azon belil viszont el-
méletileg és kisérletileg is igazolt modon hasznalhat6-
ak az Onindukcids egyttthatd becslésére.
a
Végiil koszonetemet fejezem ki Vanko Péternek (BME Kisérleti

Fizika Tanszék), aki a kisérleti eszk6zok biztositdsa mellett hasznos
tandcsaival is hozzajarult a cikkben leirt eredmények létrejottéhez.

(28)
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A szerkeszt6bizottsag
fizika tanitasaért
felelds tagjai kérik
mindazokat, akik a
fizika vonzébba
tétele, a tanitas
eredményességének

fokozasa érdekében
Uj modszerekkel,
elképzelésekkel
prébalkoznak, hogy
ezeket osszak meg a
Szemle hasabjain az
olvasékkal.
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