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Egy klasszikus geometriai optikai probléma
helytelen megoldásairól

Mind a középfokú, mind pedig a felsôfokú oktatásban,
éppen úgy a múltban, mint a jelenben állandóan fölütöt-
te, illetve fölüti a fejét az a klasszikus geometriai optikai
probléma, hogy hol látja a vízbeli halat egy levegôbeli
megfigyelô. A régmúltból például Bolyai Farkas 1846/47.
tanévi, Szász Károlynak föltett, 13. optikai vizsgakérdése
említhetô [1]: „Mi történik, ha az átlátszó gátollya a vilá-
gosságot, és mi a refractio törvénye? … A pisztrángot ott
irányozza-e a szigonnyal a mokány, ahol látszik?” E
kérdésben az „átlátszó” üveget, a „refractio” fénytörést, a
„világosság” fényt, a „mokány” pedig hegyvidéki román
embert jelent. Az már a régmúlt homályába veszett, hogy
mit is fogadott el helyes válasznak Bolyai Farkas, illetve
hogy mit válaszolt a tanuló.

Az iskolában megtanultuk, hogy az emberi látórend-
szer mélységérzékelésének az az alapja, hogy a tárgyakat
egyik szemünkkel kicsit eltérô irányból és máshogyan
észleljük, mint a másikkal. Ha egy végtelen távoli tárgyat

két szemmel (binokulárisan) nézünk, akkor szemeink
optikai tengelyei párhuzamosak, a tárgy fokozatos köze-
ledtével pedig e tengelyek közti szög egyre nô. Agyunk a
tárgyról a két retinánkon kialakuló képek közti apró elté-
résekbôl, a szemtengelyeink egymáshoz képesti szögé-
bôl, valamint a szemlencséink akkomodációjából követ-
keztet a tárgy távolságára.

Az iskolai fizikaórákról emlékezhetünk még arra az
egyszerû optikai kísérletre, melyben egy vízzel teli po-
hárba egy rudat merítettünk. Ha megfelelô irányból néz-
tünk a pohárba, úgy tûnt, mintha a rúd a víz felszínénél
megtört volna, és így két részbôl állt volna, melyek vala-
milyen szöget zártak be egymással (1.a ábra ). Ha azon-
ban kihúztuk a vízbôl a rudat, megbizonyosodhattunk
arról, hogy az sértetlen maradt. E közismert látvány ma-
gyarázatát az az optikai jelenség adja, hogy különbözô
optikai törésmutatójú átlátszó közegek határán áthaladva
a fény útja megtörik a jól ismert Snellius–Descartes-féle
fénytörési törvényt követve. Szokásos fejtartás mellett a
rúd bármely, víz alatti pontjának képe ott keletkezik,
ahol a pontból kiinduló és a két szembe érkezô fénysu-
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garak víz fölötti megtört szakaszainak visszafelé meg-

1. ábra. Levegôbôl nézett víz alatti tárgyak (a: [7], b: [9]), illetve vízbôl
nézett levegôbeli tárgyak (c: [11]) binokuláris képeinek helytelen ábrá-
zolásai.
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hosszabbított egyenesei metszik egymást. E metszéspont
helye eltér a tárgypont helyétôl, s ez okozza azt a látsza-
tot, mintha a rúdban törés lenne a vízfelszínnél.

De vajon hogyan torzul a fénytöréstôl egy levegôbeli
megfigyelô víz alatti látóterének szerkezete, ha a két sze-
met összekötô szakasz nem párhuzamos a víz felszínével,
mint általában, szokásos fejtartás mellett? Miként látja egy
víz alá merülô búvár vagy állat a víz fölötti világot, ha tet-
szôleges irányban elfordítja a fejét? E kérdéseket geomet-
riai optikai számításokkal válaszolhatjuk meg, sokszor
csak számítógép segítségével. A mindennapi életben ha-
sonló jelenséggel találkozhatunk, mikor például csónaká-
zás közben a tó fenekét nézzük, vagy egy úszómedencé-
ben a víz alól figyeljük az úszócsarnok mennyezetét, illet-
ve mikor egy akvárium vízi világában gyönyörködünk
[2]. A levegôbôl halakra lecsapó madarak (például gé-

mek), valamint a vízbôl levegôbeli rovarokra vadászó ha-
lak (például lövôhalak), ugyanezzel az optikai problémá-
val állnak szemben, s bizony hamar éhen halnának, ha
nem vennék figyelembe a binokuláris látóterük vízfel-
színi fénytörés miatti torzulását.

Érdekes módon az optikai irodalomban mind ez ideig
senki sem vette a fáradságot, hogy kiderítse, miként is
fest a vízfelszínen túli, fénytöréstôl torzult világ szerkeze-
te általános esetben, mikor a szemek a vízfelülethez ké-
pest ferdén helyezkednek el. Mi pótoltuk e hiányosságot
[3, 4]. A címbeli ferde pillantás tehát nem átvitt értelem-
ben, hanem szó szerint értendô. A szakirodalom tanul-
mányozása során meglepve tapasztaltuk, hogy többnyire
még a legszínvonalasabb optikai/fizikai tankönyvekben
is [5–10] helytelenül vagy hiányosan oldották meg azt a
klasszikus optikai problémát, hogy hol látja egy levegô-
beli megfigyelô a víz alatti tárgyat, illetve hol látszik egy
levegôbeli tárgy a víz alól nézve. Cikkünk végén röviden
kitérünk a leggyakoribb hibákra és azok kijavítására is.

Ha sokszor még a szakma sem ismeri a szóban forgó
probléma helyes megoldását [5–11], akkor nem csodál-
kozhatunk azon, hogy a fizikus egyetemi hallgatók is
hibás válaszokat adnak arra a kérdésre, hogy hol látszik
egy víz alatti tárgy a levegôbôl két szemmel nézve. Nem-
rég akkor tapasztalhattuk ezt, mikor kijavítottuk az ELTE
TTK Fizikus Diákköre, a Magyar Fizikus Hallgatók Egye-
sülete és az Eötvös Loránd Fizikai Társulat 2003-ban 34-ik
alkalommal meghirdetett (ezúttal immár hatodszor nem-
zetközi) Ortvay Rudolf Fizikai Feladatmegoldó Verseny
42. feladatát.1 E versenyen minden hazai és külföldi egye-

1 A 2003. évi 42. Ortvay-feladat: A koncentrikus korallzátony-gyû-
rûkkel övezett, kókuszpálmáiról nevezetes Focus-sziget közelében, a
kristálytiszta víz fenekén hever fényes pályafutása után bekövetkezett
legendás hajótörése óta Félfejû Joe, a rettegett kalózkapitány háromár-
bocos hajója, a Szent Snellius. A messewani egyetem híres kutatója,
J.B. Curcas, az atlantiszi csillagvizsgáló közismert felfedezôje (lásd az
1991. évi Ortvay-verseny 25. feladatát) és asszisztense, Lee ben Canal
szeretné felkutatni a kapitány kincsét. Repülôgépük állandó magas-
ságban, egyenes vonalban halad a tenger felett. A két kincskeresô ki-
dülledt szemekkel fürkészi a tükörsima vízfelszín alatt velük szembe
száguldó tengerfeneket. Egyszer csak messze maguk elôtt megpillant-
ják az elsüllyedt hajót. De az elsô öröm után Lee ben Canal halálra vál-
tan felsikolt: „Uram Isten, megmozdult!” És valóban: az elképedt kuta-
tók szeme láttára a kalózhajó furcsa mozgásba kezd … Legalábbis így
olvastuk a történteket a messewani egyetemrôl érkezett, kissé gyûrött,
és ezért nehezen kisilabizálható e-mailben. Hát ezért maradt el a kincs
kiemelése, és ezért nem ajánlhatják fel a pihent agyú szervezôk Félfejû
Joe legszebb aranykeretes kontaktlencséit az Ortvay-verseny gyôzte-
seinek. Már csak az a kérdés van hátra: milyen pályán látták mozogni
a messewani kutatók a Szent Snellius t? (A Cserti József, Dávid Gyula
és Piróth Attila szervezésében közölt feladatok magyar és angol nyel-
ven letölthetôk az Ortvay-verseny honlapjáról: http://ortvay.elte.hu,
http://www.saas.hu/ortvay).

temi hallgató indulhatott. A beadott megoldások közül
kettô kivételével (melyek szerzôi, B.A. és B.K. egyben a
jelen dolgozat, továbbá a [3] és [4] cikkeink társszerzôi is)
sajnos mind rossz volt. Mindez jól mutatja, hogy e
klasszikus geometriai optikai probléma nem is annyira
egyszerû, mint elsô pillantásra látszik. Számításainkkal
tisztáztuk a probléma általános elméletét, cikkünkben
fôbb eredményeinket foglaljuk össze. Akiket a geometriai
optikai és számítástechnikai részletek is érdekelnek, azok
elmélyülhetnek a [3, 4, 12–14] közleményeinkben.
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Érdemes megjegyezni, hogy a témában az egyik leg-

2. ábra. Ha a víz alatti O tárgypontból kiinduló és a levegôbeli E1, E2

szempárba jutó fénynyalábok e1 és e2 egyenesei az O -n átmenô függô-
leges tengelyû egyazon kúp palástja mentén futnak, akkor e1 és e2 az
O -n átmenô függôleges egyenes mentén, az I1 = I2 = I pontban metszi
egymást. Így O binokuláris képe az I pontban alakul ki.
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3. ábra. Ha a levegôbeli E1, E2 szempár, valamint az O víz alatti tárgy-
pont ugyanazon függôleges síkban helyezkednek el, akkor az O bino-
kuláris képe a megtört nyalábok e1 és e2 egyeneseinek Dmetszéspontja.
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4. ábra. Ha a levegôbeli E1 és E2 szemekbe jutó megtört fénynyalábok
e1 és e2 egyenesei térben kitérnek egymás elôl (azaz nem metszik egy-
mást), akkor ezen egyenesek egymáshoz legközelebb esô pontjai K1 és
K2. Ekkor az O víz alatti tárgypont binokuláris képe a K1-et és K2-t
összekötô szakaszt felezô K pont, amennyiben a szemek optikai tenge-
lyei egybeesnek e1-gyel és e2-vel.
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alaposabb és a legkevesebb félreértést okozó korábbi
munka magyar nyelven jelent meg Kedves Miklós tollából
a Fizikai Szemlében [15]. De ez a dolgozat is csak a víz-
szintes elhelyezkedésû, levegôbeli szempár víz alatti bi-
nokuláris képalkotásának speciális esetét tárgyalta. A
magyar nyelvû optikai témájú tankönyvek azóta sem vet-
ték át a szóban forgó részprobléma helyes megoldását
Kedves 1956-ban közölt cikkébôl.

A Fizikai Szemle 2004. évi 7. számában bukkantunk
Vankó Péter írására [16], akinek az egyik megállapítása
igen aktuálissá teszi jelen cikkünket: Vankó Péter számta-
lan szakmai hibát fedezett föl a 2004. május 26-án az or-
szágban számos helyen megírt próbaérettségi középszin-
tû és emelt szintû fizika feladatainak szövegében és/vagy
megoldásában. Többek között hibás volt a 16. feleletvá-
lasztós („teszt”) kérdés megoldása is, mely feladat szöve-
ge így szólt:

16. feladat: Hova kell nyúlnia a folyóban lazacra ha-
lászó medvének, ha sikeres akar lenni?
A – Lejjebb és távolabb, mint ahol látja a halat.
B – Lejjebb és közelebb, mint ahol látja a halat.
C – Feljebb és távolabb, mint ahol látja a halat.
D – Feljebb és közelebb, mint ahol látja a halat.

Amint Vankó Péter rámutatott, e feladat hivatalosan jó-
nak ítélt B válasza rossz, mint ahogyan a feladat maga is,
hiszen a megoldás attól függ, hogy a medve miként tartja
a fejét, vagyis hogyan helyezkednek el a szemei a vízfel-
színhez képest, amirôl viszont nem található felvilágosí-
tás a feladat szövegében. A nem eléggé körültekintô fel-
adatkitûzô nyilván egy hibás ábrát használt föl. Mint fönt
már említettük, sajnos még az optikai szakirodalomban is
ilyen hibás ábrák tömkelegével találkozhatunk, melyek
közül három tipikusat mutat az 1. ábra. Cikkünk tárgya
éppen az, hogy a szóban forgó klasszikus geometriai op-
tikai probléma helyes megoldását mutassuk be a legálta-
lánosabb esetben, továbbá korrigáljuk a szakirodalom-
ban hemzsegô, idevonatkozó hibás ábrák néhány tipikus
példányát. Reményeink szerint dolgozatunk segít a prob-
lémakörrel kapcsolatos tévedéseknek a magyar nyelvû
tankönyv- és szakirodalomból történô végleges kiirtásá-
ban, mely tévedések immáron a kétszintû érettségi fizika-
feladataiba is befészkelték magukat.

Binokuláris képalkotás a vízfelszínen át

A továbbiakban vízfelszínen túli világ alatt egyrészt a
levegôbôl nézett vízi világot értjük, másrészt pedig a víz-
bôl figyelt levegôbeli világot. Egy megfigyelô vízfelszínen
túli binokuláris látóterének fénytöréstôl torzult szerkeze-
tét meghatározandó, ki kell számítani a tárgytér minden
egyes pontjának látszólagos helyét, azaz binokuláris kép-
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pontját a fénytörés törvényének felhasználásával. Vegyük

5. ábra. Függôleges síkban lévô, víz alatti tárgypontokról alkotott binokuláris kép a sima vízfel-
szín fölötti szemek helyzetének függvényében. a) Az Y–Z függôleges síkban lévô, víz alatti
négyzetrács mint tárgytér, melynek jobb felét pepitára színeztük. A levegôben, az egységgömb
középpontjában rögzített E1 szem koordinátái X = 0, Y = 0, Z = 2. A kis gömb az egységgömböt
szimbolizálja, melynek felületén helyezkedik el az E2 szem, a gömb sugarát pedig egységnyinek
vesszük. b) Az E2 szem egységgömbön elfoglalt különbözô helyei. A–L: az a) ábra négyzetrácsá-
nak binokuláris képe az E2 szem egységgömbön elfoglalt (θ, ϕ) helye függvényében.
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fel a koordináta-rendszert úgy, hogy a víz felszíne az X–Y
síkban legyen, az egyik, E1 szem essen a függôleges Z
tengelyre a vízfelszíntôl adott távolságra, a másik, E2

szem pedig helyezkedjen el egy olyan gömbfelületen,
melynek középpontja az E1 szem, sugara pedig a két
szem közti távolság, amelyet egységnyinek tekintünk a
továbbiakban. Tekintsük elôször azt az esetet, mikor a
levegôbôl a vízbe nézünk. A víz alatti O tárgypont, vala-
mint a víz fölötti E1 és E2 szemek egymáshoz viszonyított

helyzetétôl függôen a binokuláris
képalkotás három alapvetôen eltérô
esete különböztethetô meg:

1. Ha a víz alatti O tárgypontból in-
duló és a levegôbeli E1, E2 szempárba
jutó megtört fénynyalábok visszafelé
meghosszabbított e1 és e2 egyenesei az
O -n átmenô függôleges tengelyû egy-
azon kúp palástja mentén futnak, ak-
kor e1 és e2 az O -n átmenô függôleges
egyenes mentén, a 2. ábra szerinti I1 =
I2 = I pontban metszik egymást. Ekkor
mindkét szemnek az I pontra kell fó-
kuszálnia, és O binokuláris képe is az
I pontban alakul ki. Az e1 és e2 egye-
nesek a D1 és D2 pontban érintik az
úgynevezett kausztikus felületet (rövi-
den kausztikát), amely az O pontból
kiinduló és a vízfelszínen megtört
fénysugarak alsó burkolófelülete.

2. Ha a levegôbeli E1, E2 szempár,
valamint az O víz alatti tárgypont azo-
nos függôleges síkban vannak, akkor
az O -ból induló és a szemekbe jutó
megtört fénynyalábok visszafelé meg-
hosszabbított e1 és e2 egyenesei a 3.
ábra szerinti D pontban metszik egy-
mást. Ekkor az E1, illetve E2 szemnek
az O -n átmenô függôleges egyenesen
lévô I1, illetve I2 pontra kell fókuszál-
nia, és O binokuláris képe a D pont-
ban keletkezik.

3. A szemekbe jutó megtört fény-
nyalábok visszafelé meghosszabbított
e1 és e2 egyenesei az elôzô két pont-
ban említett eseteken kívül egyetlen
más esetben sem metszik egymást, az-
az térben kitérô egyenesek. Ekkor a
szemekbe jutó megtört fénynyalábok
visszafelé meghosszabbított e1, illetve
e2 egyeneseinek létezik olyan K1, illet-
ve K2 pontja, melyek egymástól mért
K1K2 távolsága minimális, és az O
tárgypont binokuláris képe a K1K2 sza-
kasz K felezôpontjában alakul ki a 4.
ábrán látható módon. Ekkor az E1, il-
letve E2 szemnek az O -n átmenô füg-
gôleges egyenesen lévô I1, illetve I2
pontra kell fókuszálnia, és O a K pont-
ban látszik. Ahhoz, hogy valóban lét-

rejöjjön a K binokuláris kép, mindkét szem optikai ten-
gelyének (azaz a pupilla közepén és a retina éleslátási
tartományán, a foveán vagy más néven sárgafolton át-
menô egyenesnek) egybe kell esnie a szembe jutó meg-
tört sugarak e1 és e2 egyeneseivel, hogy a két szem által
külön-külön élesen látott képpont az agy látókérgében
egyetlen képponttá egyesüljön. Ez azt jelenti, hogy az
E1 és E2 szemek, valamint a K pont által meghatározott
síkban a szemek optikai tengelyeinek össze kell tartani-
uk, míg az erre merôleges és a két szemet összekötô
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szakasz felezôpontján, valamint a K ponton

6. ábra. Vízszintes síkban lévô víz alatti tárgypontokról alkotott binokuláris kép a sima
vízfelszín fölötti szemek helyzetének függvényében. a) Az E2 szem egységgömbön el-
foglalt különbözô helyei. A levegôben, az egységgömb középpontjában rögzített E1

szem koordinátái X = 0, Y = 0, Z = 2. A–E: bal oszlop: Az X–Y síkbeli vízfelület alatt Z =
−4 mélységben lévô vízszintes négyzetrács binokuláris képe az E2 szem egységgöm-
bön elfoglalt θ szöge függvényében ϕ = 0 esetén. A szemek helyét pontok jelzik. A–E:
jobb oszlop: A vízfelszínen megtört és a szemekbe jutó fénysugarak egyeneseinek K1

és K2 legközelebbi pontjai közti K1K2 minimális távolság a víz alatti vízszintes
négyzetrács pontjainak X és Y koordinátái függvényében.
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átmenô síkban szét kell tartaniuk. A szem-
tengelyeknek a szemeken és a K -n átmenô
síkban történô összetartása nem okoz nagy
problémát az emberi látórendszernek, azon-
ban az erre merôleges síkbeli széttartást csak
kismértékben tudja megvalósítani. Csak
akkor látjuk az O tárgypontot valóban a K
pontban, ha szemeink mindkét szükséges
szemmozgást megfelelôképpen el tudják vé-
gezni, és így létrejön a képegyesítés. Ellen-
kezô esetben két egymástól elkülönült kép-
pontot látunk határozatlan távolságban, hi-
szen egyetlen szemmel képtelenek vagyunk
meghatározni a képtávolságot.

Egy víz alól nézett levegôbeli tárgypont bi-
nokuláris képének helye a fentiekhez hasonló-
an határozható meg [3, 14]. A leglényegesebb
eltérés az elôzô esethez képest az, hogy ekkor
a vízfelületen megtört fénysugarak alsó burko-
lófelületének, a kausztikának más az alakja, s
az nem a víz alatt, hanem a levegôben van.
Hogy az E1, illetve E2 szemnek miért mindig az
I1, illetve I2 pontra kell fókuszálnia, annak rész-
letes indoklása meghaladja e cikk kereteit,
amelynek fô célja a vízfelszínen át történô bi-
nokuláris képalkotás tárgyalása. A részletes
magyarázat megtalálható [12–14]-ben, ahol egy
levegôbeli (ill. víz alatti) szem víz alatti (ill. le-
vegôbeli) monokuláris (egyetlen szemmel tör-
ténô) képalkotását és annak a pupilla alakjától
való függését is tárgyaltuk. Itt rövid magyará-
zatként csak a következôt jegyezzük meg:

Egy víz alatti O tárgypontból eredô és a le-
vegôbeli emberi szem pupilláján függôleges
síkú ívek mentén belépô megtört fénysugár-
párok visszafelé való meghosszabbításainak
metszéspontjai a kausztikus felület fölötti tér
különbözô, de egymáshoz igen közeli pontja-
iban helyezkednek el. Mivel minden ilyen
metszésponthoz csak két geometriai sugár
tartozik, ezért a függôleges sugárpárok valójá-
ban nem is alkotnak fizikai képpontot.
Ugyanakkor a pupillán egy vízszintes síkban
fekvô ív mentén belépô összes fénysugár az
O -n átmenô függôleges egyenes ugyanazon
pontjában metszi egymást és hoz létre így egy
fizikai képpontot, amelynek a fényerôssége
annál nagyobb, minél hosszabb a vízszintes
pupillaív. Az egyetlen szemmel észlelhetô
képpont, vagyis ahova a szemlencsének kell
fókuszálnia, tehát nem más, mint a kör alakú
emberi pupilla közepén átmenô (leghosz-
szabb) vízszintes pupillaívhez tartozó kép-
pont. Az O levegôbôl látható monokuláris ké-
pe valójában egy igen rövid függôleges pálci-
ka, melynek fényerôssége a közepétôl a szé-
lek felé rohamosan csökken. Emiatt lehetet-
len tökéletesen éles képalkotást megvalósí-
tani a levegôbôl a vízfelszínen át.
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A vízfelszínen túli világ fénytöréstôl torzult

7. ábra. Függôleges síkban lévô levegôbeli tárgypontokról alkotott binokuláris kép a sima víz-
felszín alatti szemek helyzetének függvényében. a) az Y–Z függôleges síkban lévô levegôbeli
négyzetrács mint tárgytér, melynek jobb felét pepitára színeztük. A víz alatt, az egységgömb kö-
zéppontjában rögzített E1 szem koordinátái X = 0, Y = 0, Z = −2. A kis kör az egységgömböt
szimbolizálja, melynek felületén helyezkedik el az E2 szem. b) az E2 szem egységgömbön elfog-
lalt különbözô helyei. A–L: az a) ábra négyzetrácsának binokuláris képe az E2 szem egység-
gömbön elfoglalt (θ, ϕ) helye függvényében.
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Az 5–9. ábrák azt mutatják, hogy milyen erôsen torzul a
megfigyelô által látott vízfelszínen túli világ szerkezete a
vízfelszíni fénytörés következtében a két szem közötti
szakasz irányát jellemzô θ és ϕ szögek függvényében.
Általános jelenség, hogy a vízfelszínen át megfigyelt
tárgypont a valódi helyénél magasabban látszik, és ez a
látszólagos emelkedés annál nagyobb, minél nagyobb a
tárgypont megfigyelôtôl mért vízszintes távolsága, vagyis
minél nagyobb szögben törnek meg a képalkotásban
résztvevô sugarak a vízfelületen.

Az 5. ábrán egy víz alatti függôle-
ges négyzetrács fénytöréstôl torzult bi-
nokuláris képe látható a levegôbeli
szempár különbözô helyzeteire. A füg-
gôleges és vízszintes egyenesek bino-
kuláris képei a szemek alatti függôle-
ges irány közelében csak viszonylag
kis látszólagos torzulást szenvednek,
ha azonban a nézés iránya a vízszin-
teshez közelít, a torzulás mértéke egy-
re nô. A levegôbeli szemek egymás-
hoz képesti helyzetének függvényé-
ben a víz alatti vízszintes vonalak bi-
nokuláris képe általában jellegzetes,
közel tükörszimmetrikus, fordított ha-
rang alakú görbe (5.A, B, D, E, F, G,
K, L ábra ). Bizonyos szempozícióknál
azonban ez az alakzat aszimmetrikus-
sá válik nagy helyi görbületekkel (5.C,
H, I, J ábra ). A víz alatti függôleges
egyenesek binokuláris képei megma-
radnak közel függôleges egyenesek-
nek kisebb-nagyobb görbületekkel,
vagy jellegzetes kettôs S alakúvá gör-
bülnek. Látható, hogy a négyzet alakú
cellák hogyan torzulnak elnyújtott
vagy lapított deltoidokká, illetve rom-
buszokká a nézés irányától és a sze-
mek helyzetétôl függôen.

A 6. ábra bal oszlopában egy víz
alatti vízszintes négyzetrács, például
egy úszómedence vagy tó fenekének
fénytörés miatt torzult binokuláris ké-
pe látható a szemek helyzetétôl függô-
en. A négyzetrács bizonyos szemállá-
soknál sekélyebb, másoknál mélyebb
bugyornak, illetve kád alakúnak lát-
szik. A 6. ábra jobb oszlopa az E1 és
E2 szemekbe lépô megtört fénysuga-
rak e1 és e2 egyeneseinek legkisebb
K1K2 távolságát mutatja a szemek hely-
zetének függvényében. Az O tárgy-
pont K binokuláris képe a K1K2 sza-
kasz felezôpontjában jön létre (4. áb-
ra ). Minél nagyobb a K1K2 távolság,
annál nagyobb szemmozgásokra van

szükség a binokuláris képegyesítéshez. Vízszintes és füg-
gôleges szemállások mellett K1K2 = 0 (6.A, E ábra ), ilyen-
kor a szemek optikai tengelyeinek csak az optikai közép-
pontjukon és a K-n átmenô síkban kell összetartaniuk.
Ha viszont K1K2 ≠ 0 (6.B–D ábra ), akkor a szemek opti-
kai tengelyeinek az erre merôleges síkban is megfelelôen
szét kell tartaniuk a képegyesítéshez, ami nem mindig si-
kerül. Ilyenkor két különbözô képpontot látunk határo-
zatlan távolságokban.

A 7. ábrán egy víz fölötti függôleges négyzetrács
fénytöréstôl torzult binokuláris képe látható a víz alatti
szemek különbözô helyzetei mellett. A 8. ábra bal oszlo-
pa egy levegôbeli vízszintes négyzetrács (például egy
úszócsarnok mennyezetének) fénytörés miatt torzult bi-

HORVÁTH GÁBOR, BARTA ANDRÁS, BUCHTA KRISZTIÁN, VARJÚ DEZSŐ: BINOKULÁRIS FERDE PILLANTÁS A VÍZFELSZÍNEN ÁT 177



nokuláris képét mutatja a víz alatti szemek

8. ábra. Vízszintes síkban lévô levegôbeli tárgypontokról alkotott binokuláris kép a si-
ma vízfelszín alatti szemek helyzetének függvényében. a) az E2 szem egységgömbön
elfoglalt különbözô helyei. A víz alatt, az egységgömb középpontjában rögzített E1

szem koordinátái X = 0, Y = 0, Z = 2. A–E: bal oszlop: Az X–Y síkbeli vízfelület fölött Z
= 4 magasságban lévô vízszintes négyzetrács binokuláris képe az E2 szem egységgöm-
bön elfoglalt θ szöge függvényében, ϕ = 0 esetén. A szemek helyét pontok jelzik. A–E:
jobb oszlop: A vízfelszínen megtört és a szemekbe jutó fénysugarak egyeneseinek K1

és K2 legközelebbi pontjai közti K1K2 minimális távolság a levegôbeli vízszintes négy-
zetrács pontjainak X és Y koordinátái függvényében.
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helyzetének függvényében. A négyzetrács
bizonyos szemállásoknál érdekes módon
lapát alakúvá torzul (8.D ábra ). A 8. ábra
jobb oszlopa a víz alatti E1 és E2 szemekbe
jutó megtört fénysugarak e1 és e2 egyenesei-
nek minimális K1K2 távolságát szemlélteti a
szemek helyzetének függvényében.

A 9. ábra azt szemlélteti, hogy miként tor-
zul a fénytörés miatt a víz alatti optikai kör-
nyezet egy függôleges metszete (hallal és
vízinövényzettel), ha azt egy kócsag nézi a
levegôbôl, illetve miként látja a levegôbeli
világ egy függôleges metszetét (egy nádas
elôtt álló kócsaggal) egy hal a szemei helyze-
tétôl függôen. Jól látható, amint a hal kócsag
által észlelt alakja lapítottá vagy S alakúvá
torzul, valamint hogy a kócsagot milyen el-
nyújtottan, illetve ellapultan látja a hal a sze-
mei helyzetének függvényében.

Vízfelszínen át nézett tárgyak
képének hibás ábrázolásai
és azok kijavítása

A vízfelszínen át nézett tárgyakról alkotott
képek helyével és fénytörés miatti látszólagos
torzulásával foglalkozó szakirodalomban már
régóta vita folyik arról, hogy egy tárgy képe
hol helyezkedik el pontosan. A problémát
még a tisztán optikai témájú könyvekben sem
tárgyalják megfelelô részletességgel és pon-
tossággal. Mindig figyelmen kívül hagyják,
hogy a kép pozíciója erôsen függ a szemek
egymáshoz és vízfelszínhez képesti elhelyez-
kedésétôl. A biológiai témájú irodalom pedig
sajnos kritika nélkül átveszi az optikai témájú
irodalom tévedéseit és tisztázatlanságait. Az 1.
ábrán három tipikus példa látható minderre.
A jellemzô hibák a következôk:
• Nem veszik tekintetbe a tárgypontról alko-

tott képpont helyének a szemek vízfelszín-
hez képesti elhelyezkedésétôl való függé-
sét, többnyire csak egyetlen szemet ábrá-
zolnak, és nem adják meg a másik szem
helyét (1.a, b ábra ).

Ugyanakkor nálunk, embereknél csak két
szem biztosíthatja a térlátást, és a binokuláris
kép pozíciója erôsen függ a szemek egymás-
hoz és a vízfelszínhez viszonyított helyzetétôl.
• A levegôbôl nézett víz alatti tárgyak binoku-

láris képe a víz fölötti megfigyelôtôl – hibá-
san – vízszintesen eltávolodik (1.a, b ábra ).

A valóságban a levegôbeli szemek helyzetétôl
függetlenül egy víz alatti tárgy binokuláris
képe függôlegesen mindig a vízfelszín felé
tolódik, vízszintes irányban pedig a szemek
helyzetétôl függôen közeledhet a megfigyelô-
höz, de sohasem távolodhat tôle.
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9. ábra. Mint az 5. és 7. ábra, de most a víz alatti tárgytér egy aranyhalat és vízinövényeket ábrázoló függôleges kép, míg a levegôbeli tárgytér egy
nádas elôtti vízben álló kócsagot mutató függôleges kép. A függôleges Y–Z síkbeli összetett (montázsszerû) tárgytér minden pontjára elvégeztük a
K binokuláris képpontok koordinátáinak számítását. Az A és D ábrákon csak részben, a G ábrán pedig egyáltalán nem látható a fehér kócsag, mivel
a képe csak a víz fölötti világ teljes torzított képének itt nem ábrázolt távoli részén jelenik meg.
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• A vízbôl nézett levegôbeli tárgyak binokuláris képe
vízszintes irányban – helytelenül – a víz alatti megfi-
gyelô felé tolódik el (1.c ábra ).

Valójában a víz alatti szemek helyzetétôl függetlenül egy
levegôbeli tárgy binokuláris képe függôlegesen mindig a
vízfelszíntôl távolodik, vízszintes irányban pedig a sze-
mek helyzetétôl függôen távolodhat a megfigyelôtôl, de
sohasem közeledhet hozzá.
• Általában azt is helytelenül ábrázolják, hogy egyetlen

szemnek hova kell fókuszálnia a vízfelületen túli
tárgypont monokuláris képére.

Fönt már említettük, hogy egy tárgypontnak a vízfelületen
át látott monokuláris képe mindig a tárgyponton átmenô
függôleges egyenesen van. Ha egy víz alatti tárgypontot a
levegôbôl nézünk egyetlen szemmel (ill. ha egy levegôbeli
tárgypontot a vízbôl figyelünk egyetlen szemmel), akkor
annak monokuláris képe a vízfelülettôl mért nézési szögtôl
függô mértékben függôlegesen, a vízfelszín irányába (illet-
ve attól távolodva) tolódik el. Így, ha az 1.a és b ábrák azt
akarnák ábrázolni, hogy egy víz alatti tárgypontot hol lát
egyetlen (emberi) levegôbeli szem, akkor is hibásak lenné-
nek, mivel a monokuláris képpont sohasem távolodhat (és
persze nem is közeledhet) vízszintes irányban a megfigye-
lôhöz képest, amint azt az ábrák helytelenül mutatják.

A próbaérettségi cikkünk elején említett 16. feladata
nemcsak a Vankó Péter cikkében [16] írtak miatt hibás,
hanem biológiailag is. Egy medvének csak akkor van
esélye elfogni egy víz alatti gyors manôverezésekre ké-
pes fürge lazacot, ha a hal nem tud kitérni elôle. A termé-
szetben ez két esetben fordul elô:

1. A medve akkor foghatja el viszonylag könnyen a la-
zacot, mikor az kiugrik a vízbôl, hogy egy vízesést legyôz-
ve úszhasson tovább a folyásiránnyal ellentétesen a folyó
fölsô szakaszán lévô ívási helyére. A levegôben a hal nyil-
ván képtelen már befolyásolni ballisztikus pályáját, ami
megkönnyíti a vízesésnél lesben álló medve helyzetét.

2. Ugyancsak gondot okoz egy lazacnak a medvét
kikerülni, ha a víz áramlása olyan kis keresztmetszeten
történik, amelyet egy medve a mancsaival könnyen át-
foghat és szemeivel átláthat, továbbá mikor a lazacnak a
gyorsan áramló víz ellenállása legyôzésére kell minden
erejét és figyelmét összpontosítania.

Mindkét eset a vízfolyások fölsô szakaszára jellemzô, a
lazacok ívóhelyén, ahol a folyók még csak hegyi pata-
kok. Ezt a medvék tapasztalatból tudják is, ezért mindig
csak ott vadásznak lazacokra vagy pisztrángokra. Ott a
nagy esésû és szakadékokkal szabdalt patakmeder, vala-
mint a kis keresztmetszet miatt a víz olyan gyorsan és
turbulensen áramlik, hogy a felszíne nem sima, nem víz-
szintes, hanem térben és idôben gyorsan változó alakú.
Ilyen körülmények között a medvék képtelenek figye-
lembe venni a fénytörésnek a vízfelszín alakjától függô
hatását a halak látszólagos helyzetére. Ezért a kizárólag a
folyók fölsô szakaszán vadászó medvék nem is tudják
megoldani a próbaérettségi 16. feladatában fölvetett opti-
kai problémát, és így a fénytörés kompenzációja nélkül
kísérelik meg elfogni a lazacokat.

A 16. feladat tehát vizuális ökológiailag is hibás! A fel-
adat kitûzôjének egy lazacra vadászó medve helyett más,
biológiailag korrekt mesébe kellett volna ágyaznia a szó-

ban forgó optikai feladatot. Olyan állatot kellett volna vá-
lasztania, amelyrôl kísérletileg már bebizonyosodott,
hogy miközben a levegôbôl víz alatti zsákmányra vadá-
szik, tényleg tekintetbe veszi a zsákmány valódi és látszó-
lagos helye közti eltérést, amit a fénytörés okoz. Ilyen ál-
lat például a medvékkel ellentétben hazánkban is honos
kiskócsag (Egretta gularis schistacea ) [17] vagy a jégma-
dár (Ceryle rudis ) [18].

Csak egyet tudunk érteni Vankó Péter azon vélemé-
nyével [16], hogy a próbaérettségi 16. feladata túl nehéz
volt egy középiskolásoknak szánt feleletválasztós érettsé-
gi kérdéssorban. Gondoljuk csak meg, szerencsétlen kö-
zépiskolásainknak a cikkünkben írtak zömét tudniuk
kellett volna a 16. kérdés helyes válaszának eltalálásához!
Erre nemcsak nekik, de még a feladat kitûzôinek sem
volt esélyük, hiszen sokszor még a fizikai (optikai) és
biológiai (ökológiai) tankönyvek képzett írói sem voltak
mindezek tudatában, és ôk is csak máshonnan átvett
téves információkkal és ábrákkal dolgoztak. Az ELTE
TTK Biológiai Fizika Tanszékén a biológusok és biológia-
tanárok fizikaoktatásának keretében már évek óta oktat-
juk a cikkünkben tárgyalt optikai probléma helyes meg-
oldását [14, 19, 20]. Így talán elôbb-utóbb beszivárog ez
az ismeret a magyar középiskolák tananyagába is.
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MEGEMLÉKEZÉSEK

VERMES TANÁR ÚR – A MI MUKI BÁCSINK

Jelen cikk a csepeli Jedlik Ányos Gimnázium által 2005. április 2-án
rendezett Vermes-emlékülésen a szerzôtôl elhangzott beszéd alapján
íródott.
1 Egyetlen cél lebegett szemem elôtt? – Fizikai Szemle 1985/5

Vermes tanár úr mindenkié, ám Muki bácsi csak azoké,
akiket tanított. Így a miénk is, azon osztályé, itt a Jedlik-
ben, amelynek tagjai a múlt évben ünnepelték meg ma-
túrájuk 50. évfordulóját.

Ezt az osztályt 1952 szeptemberétôl tanította Vermes
tanár úr, tehát „csak” két éven át. A „csak” ellenére mély
nyomokról, melyeket az osztály tagjaiban hagyott, hadd
idézzek – mivel annál jobban most sem tudnám megírni
– egy ôt köszöntô cikkembôl:1

„Egy keveset még várunk, egyre többen leszünk, majd
lassan megindulunk fölfelé, a volt osztálytermünkbe. A
lépcsôk egy kisebb szabad teret ölelnek körül, négy szint
magasságban. »Nézd csak,« – mondja valaki közülünk –
»itt lógott a Foucault-inga.« Ennyi kellett csak, hogy meg-
induljon az emlékek lavinája.

…1952. Új fizikatanárt kaptunk. Szikár, szinte aszkéta
alkat, hátrafésült haj, élénken figyelô szemek, és bô-
rönddel jár, egy közepes méretû, barna, kopott bôrönd-
del. Ezek voltak elsô benyomásaink Vermes Miklós ta-
nár úrról.

És aztán jöttek a fizikaórák. Elôször még arra figyel-
tünk, hogy haját tenyérébe rejtett kis fésûvel az órán
többször is hátrafésüli. Ám egy kis idô múltán ezt már
nem vettük észre, sôt sokszor azt sem, hogy kicsenget-
tek. Megszûntek az órai mással foglalkozások, viszont
megszaporodtak a fizikát követô órákról való késések,
sôt nem csak azokról. Mi történt velünk, mit csinált ve-
lünk – harmincnégy égetnivaló fiúval – Vermes tanár úr,
illetve: Muki bácsi, mert már mi is így hívtuk egymás kö-
zött – elszólásként máskor is –, mióta megláttuk szertára
egyik szekrényének oldalán azt a – egy volt diákja által
készített – karikatúrát e névvel, mely benzolgyûrûket
dobáló zsonglôrként ábrázolta ôt.

Mi történt? »Csak« annyi, hogy vele mindig, mindenhol
a fizikát – pontosabban a természet, az ember csodáit –

tanultuk, úgy, hogy jóformán észre sem vettük. Tanórák,
szakkör, szertárban töltött idô, kirándulások, mind-mind
egybefolytak. Nem tudtuk, mikor tanulunk és mikor szó-
rakozunk.

A szertárban, ahol hetekig tartó térsakk-csatákat vív-
tunk, és míg a partner gondolkodott a következô lépé-
sen, könyveket, folyóiratokat forgattunk, vagy az el-
múlt évek képi és tárgyi emlékeivel ismerkedtünk? A
Normafa lejtôin, ahol együtt síeltünk és közben a súr-
lódásról, a halmazállapotokról és a nyomás alatti olva-
dásról beszélgettünk egy-egy forduló után? Az uszodá-
ban, egy erômérô végén lógva, megtudandó – Archi-
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