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ABSTRACT

A fundamental question of great current interest is how to interpret the global organization of real-
world networks as the coexistence of their structural sub-units (communities) associated with more highly
interconnected parts. The existing methods used for large networks find disjunct communities, while most of
the actual networks are made of highly overlapping and nested cohesive groups of nodes. Here we introduce
the Clique Percolation Method enabling the extraction of overlapping communities on a large scale. We find
that overlaps are indeed very significant, and the distributions we introduce to characterize the statistical
features of community overlaps reveal novel universal features of networks. Finally, we find that the develop-
ment of the modular structure of networks is driven by preferential attachment, in complete analogy with the
growth of the underlying network of nodes.

OSSZEFOGLALO

A halozatkutatas egyik alapvetd fontossdagu uj teriilete a természetben talalhato halozatok csoportosula-
sainak feltardsa. A halozati csoportosulasok dltalaban olyan siiriin kapcsolt szerkezeti alegységnek felelnek
meg, melyben a csucsok erésebben kétodnek egymashoz, mint a halozat tobbi részéhez. A nagyméretii haloza-
tokra jelenleg alkalmazott csoportosuldaskeresé modszerek diszjunkt csoportosuldsokat taldalnak, ezzel szemben
a valodi halozatok tobbsegében a csoportosulasok egymdst dtfedik, és esetenként egymasba is agyazodhatnak.
Az altalunk kifejlesztett Klikk Perkolacios Modszer egy hatékony megoldast nyujt nagymeéretii halozatok datfedo
csoportosulasainak feltarasara. Vizsgalataink szerint a természetben talalhato halozatok esetén a csoportosu-
lasok atfedése valoban szignifikdns, és az atfedések statisztikai tulajdonsdgainak jellemzésére bevezetett elosz-
lasok a hdlozatok wj univerzalis tulajdonsagait tarjak fel. A csoportosulasok iddfejlédésével kapcsolatos
eredményeink szerint a halozatok modularis szerkezetének kialakulasat preferencialis csatoloddasi mechaniz-
musok vezerlik, teljesen analog modon az alapul szolgalo halozatok novekedésével.

Kulcesszavak: Komplex halozatok, atfedé haldzati modulok, csoportosulasok, klikk perkolacio, prefe-
rencialis csatolodas

1. BEVEZETES

1.1. Halézati csoportosulasok

A haldzatok a természet és a tarsadalom leirasanak igen altalanos és gyakran hasznalt eszkozei [1]. A
rajtuk végbemend folyamatok szempontjabdl meghatarozo6 szerepe van a csoportosulasoknak (mas néven mo-
duloknak vagy klasztereknek). A csoportosuldsoknak nincs egy altalanosan elfogadott, egyértelmii definicio-
juk, de altalaban olyan részgrafokat szokas csoportosulasnak elfogadni, amelyeken beliil a csticsok egymashoz
erdsebben (stirtibben) kapcsolodnak, mint a haldzat tobbi részéhez [5]. Egy egyszert példa halozati csoporto-
sulasokra az emberi kapcsolatok halézataban talalhaté csaladok, barati kdrok, munkahelyi kdzosségek altal
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definialt csoportok. Ismert, hogy példaul a hirek egy-egy ilyen csoportosulason beliil (az egymassal személye-
sen vagy akar telefonon gyakran beszélé emberek kdzott) gyorsan terjednek, a csoportosulasok kdzott viszont
joval lassabban, ezért az emberi kapcsolatok halézatan torténd informacidaramlas szempontjabol alapvetd
szerepiik van a csoportosulasoknak. A csoportosuldsoknak egy masik példaja a vilaghald oldalainak hal6zata-
ban talalhato olyan weboldalak, amelyek egymas kozt sok mutatoval rendelkeznek. Ezek az oldalak gyakran
foldrajzilag egymashoz kozel talalhatoak vagy hasonld témajuak, és a kereséprogramok szamara hasznos lehet
a feltérképezésiik. A sejtjeink molekulai is stirli csoportokba rendezddnek, ezek a csoportok szamos érdekes
felismerést és gydgyaszati lehetdséget rejtenck. Ha a molekulak kdlcsonhatasi halézataban (a csucsok moleku-
lak, az élek kolcsonhatasok) talalunk egy siirii csoportot, akkor gyakran el6fordul, hogy ennek a csoportnak
egy korabban nem ismert, jol leirhatd 6nall6 funkcidja van az €16 sejtben.

1.2. Csoportosulaskeresés élek eltavolitasaval

A csoportosulasok (klaszterek) kozponti szerepe miatt a keresésiikre kidolgozott modszerek szamos tu-
domanyteriileten és alkalmazasban hasznalatosak. A jelenleg elterjedt klaszterezési eljarasok donto része egy-
mastol elszigetelt, atfedéseket nem tartalmazé modulokat keres. Egyszerli (iranyitatlan, sulyozatlan) grafok
esetén a klaszterezés leggyakoribb modja a graf szétdarabolésa izolalt csoportosulasokra. Ilyenkor egy rogzi-
tett szabaly szerint az éleket elkezdjiik egyesével eltavolitani, majd egy ponton megallunk, és a megmaradt
¢lek altal osszetartott graf-komponenseket tekintjiik az eredeti halozat csoportosulasainak. Eltavolitandé élnek
érdemes mindig a leggyengébb lancszemet valasztani, vagyis azt a kapcsolatot, amely a legnagyobb terhelés-
nek van kitéve, ha példaul az éleket drotoknak képzeljiik, és véletlenszeriien valasztott pont parok kozott
elektromos aramot folyatunk at a rendszeren. A terhelés ugyanis varhatéan a siiri tartomanyokat 6sszekoto
¢éleken lesz a legnagyobb, igy ezek eltavolitasa sordn a strli tartomanyok tobbnyire érintetleniil maradnak.
Kérdés azonban, hogy az élek eltavolitasaval mikor érdemes megallni. Szeretnénk azt az allapotot megtalalni,
amikor az eredeti grafban meglévo ,,stirisodések™" (csoportosulasok) kozé eso élek mar eltintek, de maguk a
csoportosulasok még épek. Ennek a problémanak a megoldasara vezette be Girvan és Newman a modularitas
fogalmat [6]. Ez a mennyiség jellemzi, hogy a graf pillanatnyi felosztasa mellett hogyan viszonyul egymashoz
a csoportosulasokon beliil ill. kozott futd élek szama az eredeti grafban. A megallas pillanatat ezek utan a
modularitds maximumanak elérésével hatarozhatjuk meg.

1.3. Csoportosulaskeresés atfedésekkel

Ha egy grafot izolalt csoportosulasokra bontottunk fel (példaul élek eltavolitasaval), akkor sziikségsze-
rien kapott csoportosulasok koziil a halézat minden csucsa a legfeljebb egyhez tartozhat, tehat a csoportok
kozott nincsen atfedés. Ezzel szemben a valddi haldézatokban gyakoriak a csoportosulasok kozotti atfedések:
egy elem tobb csoportnak is tagja lehet [13]. Az egyik legismertebb példa erre az ismeretségi kapcsolatok
halézata. Ebben a halozatban mindannyian tobb, egymastol eltérd szerepii csoportosulasnak is tagjai vagyunk.
Példaként emlithet6 csaladunk, iskolatarsaink kore, barati koriink, vagy munkatarsaink. Két csoportnak termé-
szetesen tobb kozos tagja is lehet, példaul a barati koriink és az iskolatarsaink csoportja szamos kozds taggal
rendelkezhet. Szintén érdekes atfedd csoportosulasokat tartalmaz egy nyelv szdasszociacios halozata (1d.
1. dbra). Ebben a halézatban minden cstcs az adott nyelv egy-egy szavat jeloli, és két csucs akkor van 6ssze-
kotve, ha az altaluk jelolt két szot a vizsgalatokban megkérdezett személyek tarsitottak egymashoz.

Erdekes megvizsgalni, hogy mi torténik az ismeretségi halozattal, ha felosztassal probalunk benne cso-
portosulasokat keresni, tehat atfedéseket nem engediink meg. Tudjuk, hogy a legtobb ember j6 néhany csopor-
tosuldshoz tartozik egyszerre, ezért akdrmilyen mddon jeloliink ki a halézatban szamara egyetlen, a tobbivel
nem atfedo klasztert, akkor abban az adott résztvevo tobb csoportosulasanak toredékei egyiitt lesznek jelen.
Példaul, ha az ismeretségi haldzatban a jelen cikk valamelyik szerzéje szamara egyetlen klasztert jel6lnénk ki,
akkor ebbe nagy valoszintiséggel csaladtagok, iskola- €s munkatarsak egyarant belekeriilnének. Ez a megoldas
két fontos hibalehetdséget rejt: a kijelolt egyetlen csoportosulasba belekeriilnének olyanok is, akik nem isme-
rik egymast, példaul a vizsgalt ember valamelyik csaladtagja és munkatarsa (téves pozitiv); szamos csaladtag
viszont ettdl kiilonbozo klaszterbe keriilne (téves negativ).
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1. abra

A University of South Florida Free Association Norms angol nyelvii sz6 asszocidcios halozatban a gold
(arany) szohoz talalt négy csoportosulas magyar nyelvii megfeleldi. A korokkel jelolt csoportosulas fémekkel
kapcsolatos, a haromszogekkel jelolt csoportosulas olimpiai érmekkel, mig a masik két csoportosulds a jolét

illetve az ékszerek koré rendezodik. A vastagitott él és két csucs tobb csoportosulashoz tartozik, azaz csoporto-
sulasok atfedésében talalhatoak. A pontozott vonalak csoportosulasok kézétti kapcsolatokat mutatnak.

A vazolt probléma kikiiszobolésére fejlesztettiink ki egy klikk perkolacion alapuld csoportosulaskereso
modszert, mely természetes modon engedi meg a csoportosulasok kozti atfedéseket. Vizsgalataink szerint
szamos valodi halozatban (példaul tudomanyos egylittmiikodési, szo asszociacids ill. fehérje kolcsonhatasi
grafokban) a csoportosulasok kozott az atfedések valoban jelentdsek és a bevezetett uj statisztikus jellemzok
segitségével nem trivialis skalazasi és korrelacios tulajdonsagok talalhatdak.

2. A KLIKK PERKOLACIOS MODSZER

2.1. A modszer ismertetése

A halozatokban talalhato atfedd csoportosulasok keresésére egy lehetséges eljaras a 2. abran illusztralt
klikk perkolacios médszer (Clique Percolation Method, roviditve CPM) [11]. Ez a moédszer egyenként k darab
csucsbol allo, teljesen 6sszekotott részgrafokat (k-klikkeket) hasznal a csoportosulasok feltérképezéséhez. Két
k-klikket akkor mondunk szomszédosnak, ha csak egyetlen csucsban kiilonboznek egymastdl, azaz k-1 csu-
csuk kozos. Egy, a CPM segitségével kapott csoportosulas azokbol a k-klikkekbdl épiil fel, melyek koziil bar-
melyikbdl eljuthatunk barmely méasikba szomszédos k-klikkeken keresztiil.
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klikk gordites

2. abra
A klikk-perkolacios modszer (CPM) [2] bemutatdsa egy kis halozaton k=4 méreti klikk esetén.
Az dabran sétét szinnel jelolt k-klikk sablon a gérdiilés soran bejarja a hdlozat A-B-C-D-E-F csoportosuldsat.
Minden gorditési lépésben a sablon egyetlen csucsa mozdul el és a tobbi k-1=3 csucs helyben marad:
ez a k-1 csucs a gordités elotti és utani klikk kozos része.

Ez a megkdzelités nagyon kozel all a csoportosulasok eredeti megfogalmazasahoz: a csoportosulasokon
beliil sok kapcsolatot szeretnénk, a csoportosulasok kozott viszont keveset, hiszen k darab cstucs akkor van a
lehetd legstiribben 6sszekotve, ha egy k-klikket alkotnak. A bevezetett k-klikk szomszédsag segitségével
definialhatjuk a k-klikkek halozatat is, ahol az egyes csticsok az eredeti halozat k-klikkjeinek felelnek meg, és
két csucs kozott akkor van €1, ha a megfeleld k-klikkek szomszédosak. A csoportosulasok ebben a képben a k-
klikk halozat Osszefiiggd komponenseinek felelnek meg. Ezeket a statisztikus fizikdban perkolacios klasz-
tereknek szokds nevezni, innen szdrmazik a modszer elnevezése. Mivel az eredeti halozatban egy csticspont
egyszerre tobb k-klikk perkolacios klaszternek (csoportosulasnak) is tagja lehet, ezért a CPM természetes
modon engedi meg a csoportosulasok kozti atfedéseket.

A vazolt csoportosulas definicio jol szemléltethetd k-klikk sablon gorditésén keresztiil (2. abra). A k-
klikk sablon izomorf egy k-klikkel, és railleszthetd a graf barmelyik k-klikkjére, majd onnan egy 1épésben
tovabb gordithet6 egy szomszédos k-klikkre. A csoportosulasok igy olyan részgrafoknak felelnek meg, me-
lyek bejarhatok k-klikk sablon gorditéssel.

2.2. Optimalis paraméter-beallitas

Modszeriink direktben stlyozatlan haldzatokra alkalmazhato, hiszen a fent bemutatott csoportosulas-
definicié sehol sem hasznalta az élek sulyat. Amennyiben stlyozott halozatot kivanunk a CPM segitségével
analizalni, az él-sulyokat oly modon vehetjiik figyelembe, hogy bevezetvén egy w' stlykiiszobot a w -nal
gyengébb éleket nem vessziik figyelembe. A sulykiiszob ndvelésével a csoportosulasok mérete csokken és
csak a leger0sebben 0sszekapcsolt részek maradnak meg. Hasonlo effektust okoz k ndvelése is, a nagyobb k-
hoz tartozo csoportosulasok kisebbek, de ugyanakkor kohézivebbek is. A w' és k paraméterek valtoztatasa
hasonlit egy mikroszkop felbontasanak beallitasahoz.

Ha egy konkrét csticshoz tartozé csoportosulasok érdekelnek minket, akkor azokat érdemes egy széle-
sebb w' ¢és k tartomanyban megvizsgalni. Ilyenkor csticsrol csiicsra mas és mas paraméter-értékeknél fogjuk a
legérdekesebb képet latni. Ugyanakkor a globalis csoportosulas-szerkezet vizsgalatdhoz valamilyen kritérium
szerint fixalni kell a sulykiiszobot és k-t. Az altalunk hasznalt kritériumot a perkolacio ihlette, és azon alap-
szik, hogy lehetbleg a legtobb informaciot hordozo csoportosulds-szerkezetet nyerjiik ki. Amennyiben tul
alacsony w és k paramétereket vélasztunk, a rendszer ,perkolal”, azaz megjelenik egy orids-csoportosulas,
mely magaba foglalja a halozat tilnyomo részét, elfedvén a csoportosulas-szerkezet lokalis részleteit. Ezzel
szemben tul magas paraméter-értékeknél csak elszortan talalunk néhany kisméretli csoportosulast, hiszen csak
a legerésebben dsszekapcsolt, legkohézivebb részek maradnak meg. Az idealis paramétervalasztas valahol a
két véglet kozott talalhato: adott k értékhez w'-t ugy kell beallitani, hogy még éppen ne jelenjen meg egy ori-
as-csoportosulas.
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3. A CPM ALKALMAZASA NAGYMERETU HALOZATOKON

3.1. A vizsgalt rendszerek

A CPM segitségével megvizsgaltuk harom nagyméretii, természetben illetve a tarsadalomban talalhato
halozat atfed6 csoportosulds szerkezetét. A tanulmanyozott rendszerek a kovetkezok voltak:

— A Los Alamos Condensed Matter archivum preprint gytijteményébdl nyert tarsszerz6ségi halozat

[15], melyben minden n szerzés cikk 1/(n-1)-el ndveli a szerzok kozti kapcsolatok erdsségét. (Osz-
szesen 30739 csucs, 136065 él).

— A South Florida Free Association norms list-bol kapott szoéasszocidcios halozat [16], melyben két
sz0 kozt 1évo kapcsolat sulya aranyos azzal a gyakorisaggal, mellyel a megkérdezettek az egyik
sz6rol a masikra asszociltak a tesztek soran. (Osszesen 10617 cstcs, 63788 él).

— A Saccharomyces cerevisiae (sarjadzo élesztd) egysejtii modellszervezet fehérje kdlcsonhatasi ha-
l6zata [17], melyben két fehérje kozott akkor van kapcsolat, ha a kisérletek soran kolcsonhatottak
egymassal. (Osszesen 2609 cstcs, 6355 ¢él).

Mindharom halozat esetében a CPM segitségével kapott csoportosulasokhoz természetes modon lehe-
tett jelentést, funkciot tarsitani. A tarsszerzdségi halozat esetén egy szerzo kiilonbozd csoportosulasai altala-
ban a kiilonféle érdeklddési teriileteinek feleltek meg, hiszen gyakran el6fordul, hogy més-mas témaban ma-
sokkal mikddiink egyiitt. A szdasszociacids haldozatban egy szo csoportosulasai a szo kiillonféle jelentéséhez
kotodtek, ezt illusztralja az 1. dbra. Végiil a fehérje kolesonhatasi halozat esetén a csoportosulasok a sejtmii-
kodés soran ellatott kiilonféle funkcidknak feleltek meg.

A csoportosulasszerkezet globalis vizsgalatanal az optimalis sulykiiszob- és k paramétereknek a kovet-
kezo értékek adodtak: a tarsszerzoségi halozat esetén w'=0.1, k=6, a sz6asszociacios halozat esetén w'=0.015,
k=4, végil a fehérje kdlcsonhatasi halozat esetén k=4 (itt az élek stlyozatlanok voltak).

3.2. Csoportatfedési statisztikak

A csoportok kozti atfedések jellemzéséhez harom statisztikai eloszlast vezettiink be. Az els6 az s°* atfe-
dési méret eloszlasa, ahol két csoport kozti atfedés mérete a k6zos csticsok szamaval egyenld. Vizsgaltuk a
csucsok m tagsagi index eloszlasat is, ahol egy cstlics tagsagi indexe alatt azon csoportosulasok szamat értjik,
melyhez a cstics hozzatartozik. Végiil tanulmanyoztuk a csoportosulasok grafjanak d*°™ fokszameloszlasat is,
ahol a csoportosulasok grafjat az atfedések révén szarmaztattuk. Ebben a grafban egy-egy csucs egy-egy cso-
portosulasnak felel meg, és két cstics akkor van Osszekdtve, ha a megfeleld csoportosulasok atfedik egymas-
sal. Igy egy csoportosulas fokszdma megegyezik azon egyéb csoportosulasok szaméval, melyekkel atfed. E
harom, a csoportatfedéseken alapulo statisztika mellett vizsgaltuk a csoportosulasok s*™ méreteloszlasat is.

A kapott eredményeket a 3. dbra mutatja be. Ismert, hogy a korabbi, atfedéseket tiltd csoportosulas ke-
resOk segitségével kapott csoportosulasok méreteloszlasa hatvanyszerii. A 3a. abran lathatd, hogy a CPM altal
nyujtott teljesebb képben (ahol a csoportok kozti atfedések is megengedettek) ez a tulajdonsdg megmarad, a
csoportosulasok méreteloszlasa egy koriilbeliil 1.6-os hatvanykitevovel csokken a nagy méretek felé.

Ennél 6sszetettebb, nagyon érdekes viselkedést mutat a csoportosulasok fokszameloszlasa (3b. abra).
Ezek az eloszlasok két jol elkiilonithetd részre tagolodnak: kis fokszamoknal exponencialisan indulnak, majd
egy ponton atvaltanak hatvanyfiiggvénybe, €s a nagy fokszamok felé a csoportméret eloszlas hatvanykitevdjé-
vel megegyezd kitevével csengenek le. Mindharom haldzat esetén a csticsok fokszameloszlasa hatvanyszer;
az imént ismertetett eredmény szerint egy magasabb szervezddési szinten, a csoportosulasok szintjén, ehhez
hasonl6 viselkedést tapasztalhatunk, (hiszen nagy fokszamok esetén a csoportosulasok fokszama is hatvany-
fliggvény szerint cseng le). Emellett a csoportosulasok szintjén eltérések is tapasztalhatok a csticsok szintjéhez
viszonyitva, ugyanis a kis fokszamoknal latott exponencialis rész nincs jelen a csiicsok esetén. Az, hogy a
csoportosulas fokszameloszlas farkanak hatvanykitevéje megegyezik a csoportosulasméret eloszlas hatvanyki-
tevojével, azzal magyarazhatd, hogy egy nagyméretii csoportosulas fokszdma jol becsiilhetod ugy, hogy feltesz-
szik, hogy atlagosan minden cstcs egy 6 jarulékkal ndveli a csoportosulas fokszamat, és igy a csoportosulas
fokszam egyszerlien a méret €s d szorzataval egyenld.

A 3c. abra szerint a csoportosulasok atfedési méret eloszlasa kozel van egy nagy kitevojii hatvanyfiigg-
vényhez. Erdekes jelenség, hogy a k-1 méretet meghalado atfedések is eléfordulnak kis szamban. Ez termé-
szetesen csak ugy lehetséges, hogy az atfedéseknek megfeleld részgrafok nem teljes részgrafok, (azaz benniik
nincs mindenki mindenkivel 0sszekdtve). Végezetiil a 3d. abran a csticsok tagsagi index eloszlasat mutatjuk
be, ezek az eloszlasok szintén kozel vannak egy gyorsan csokkend hatvanyfiiggvényhez.

Osszehasonlitasként megvizsgaltuk a csoportosulas-szerkezetet jellemzd eloszlasokat a tanulmanyozott
halézatoknak megfeleld véletlen halozatokban is. Ezeket a véletlen halozatokat az eredeti halozatokbol allitot-
tuk el az élek sorozatos véletlenszeri atkotésével, az egyes csucsok fokszamanak megtartasa mellett. A ka-
pott véletlen halozatok rendkiviil szegényes csoportosulas-szerkezetet mutattak, csak elvétve lehetett benniik
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egy-két aprd csoportosulast taldlni. Ez a jelenség alataimasztja azt, hogy az eredeti haldézatokban talalt gazdag
csoportosulas-szerkezet nem a mddszeriink mesterséges melléktermékeként allt eld, hanem valdban a tanul-
manyozott halozat belsé korrelacioit jeleniti meg egy igen szemléletes €s attekinthetd modon.
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3. abra

A CPM segitsegével a kapott csoportosulasokra jellemzo kumulativ eloszldsok a tarsszerzoségi halozatban
(haromszogek), a szoasszociacios halozatban (négyzetek), valamint a feherje kolcsénhatasi halozatban (ko-
rok). a) a csoportosulasméret-eloszlas, b) a csoportosulasok fokszameloszlasa (a csoportosulashalozat
fokszameloszlasa), c) a csoportatfedések méret-eloszlasa és d) a csucsok tagsagi indexének eloszlasa.
(Az abra atvétel a [12] publikaciobol).

N  <d“> <C> <r>
TarsszerzOségi 2450 12.10 0.44 58%
Szobasszociacios 670 11.33 0.56 72%
Fehérje kolcsonhatasi 82 1.54  0.17 26%

1. tabldzat. A feltart csoportosuldsok tovabbi jellemzdi. N a csoportosuldsok szamdt jeloli, <d™™> a csoporto-
sulasok atlagos fokszamdanak felel meg, <C> a csoporthadlozat datlagos klaszterezettségi mutatoja, mig <r> egy
csoportosulas azon tagjainak atlagos hanyada, melyek még legalabb egy masik csoportosuldsnak is tagjai.

Az 1. tablazatban a csoportosuldsok tovabbi statisztikai jellemzoit tiintettiik fel. Az els6 oszlop a cso-
portosulasok osszesitett N szamat mutatja, mig a masodik oszlop a csoportosulashalozat <d“*™> atlagos fok-
szamanak felel meg. A harmadik oszlop a csoportosulashalozat <C> atlagos klaszterezettségi mutatojat tiinteti
fel. Altalanosan, egy halozat adott csticsanak C klaszterezettségi mutatdja a cstics szomszédjai kozt talalhato
¢élek szama osztva a csucs szomszédjai kozt lehetséges élek szamaval, ezért C mindig nulla és egy kozé esik.
Ezt a mennyiséget a csticsokra atlagolva kapjuk az atlagos klaszterezettségi mutatot, mely a tablazat tanisaga
szerint meglehet6sen magas értékeket vesz fel a csoportosulashalozatok esetén. Ez azt mutatja, hogy ha két
csoportosulas atfed egy kozos harmadikkal, akkor nagy valosziniiséggel egymassal is atfednek. Ez leggyak-
rabban olyan konfiguracidban fordul eld, mikor az érintett harom csoportosulas kdzdsen osztozik az atfedési
tartomanyon.

3.3. A CPM legfontosabb tulajdonsagainak osszegzése

A fent ismertetett eredmények tiikkrében elmondhatjuk, hogy a CPM egyfeldl egy flexibilis eszkoz atfe-
do6 halozati csoportosulasok feltarasara, hiszen lehetéségilink van rafokuszalni egy adott csucs kornyezetére, €s
megvizsgalni a kivalasztott cstics csoportosulasait kiilonféle paraméter-beallitasok mellett. A lokalis csoporto-
sulds-analizissel parhuzamosan a teljes halozat csoportosulas-szerkezetét is tanulmanyozhatjuk, ezen a téren
egy nagyon fontos j megkozelitést kinal modszeriink a csoportosulashalozat 1étrehozasan keresztiil. Az alta-
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lunk tapasztalt skalazas a csoportosulas fokszdmeloszlas esetén egy 1j megvilagitasba helyezi a vizsgalt rend-
szerek hierarchidjanak kérdését. Eredményeink szerint a csticsok szervezddési szintjérdl a csoportok szerve-
z0dési szintjére torténd valtaskor tovabbra is hatvanyszeri marad a fokszameloszlas lecsengése, mindemellett
megjelenik egy karakterisztikus fokszam, ami alatt a fokszameloszlas exponencialis. A tobb szervezodési
szinttel rendelkezé komplex rendszerekrél alkotott képiinkben ez arra vilagit ra, hogy a kiilonb6z6 szervezo-
dési szintek egyfeldl hasonlitanak egymasra (a rendszer bizonyos mértékben 6nhasonld) [18], masfeldl min-
den szintnek van egy kiilon sajatossaga, ami megkiilonbozteti a tobbi szinttol.

4. PREFERENCIALIS CSATOLODAS CSOPORTOSULAS SZINTEN

A csoportosulashalozat fokszameloszlasanak hatvanyszer(i lecsengése felvet egy érdekes kérdést. Is-
mert, hogy szamos, a természetben és tarsadalomban taldlhatdé halézat fokszameloszlasanak hatvanyszerii
lecsengése a preferencialis csatolodasi szaballyal van szoros 0sszefiiggésben [2]. Egy preferencialis csatoloda-
si szabaly szerint novekvo halozatban egy 1j cslics becsatlakozasakor a mar meglévo csiicsok a fokszamukkal
ardnyos valoszintiséggel kapnak élt az 0j csticshoz. Igy a nagy fokszamu régi csticsok nagyobb eséllyel tudjak
tovabbndvelni kapcsolataik szamat mint a kis fokszamtiak. Meg lehet mutatni analitikusan, hogy egy ilyen
mechanizmus szerint fejlodd halozat fokszameloszlasa hatvanyszerii lesz, és torténtek mérések is valos halo-
zatokon, melyek aldtdmasztottak a preferencialis csatolodasi szabaly teljesiilését a vizsgalt halozatok noveke-
dése soran [19]. Ezek alapjan természetesen adodik az a kérdés, hogy vajon beszélhetiink-e preferencialis
csatolodasi szabalyrdl a csoportosulasok szintjén is, hiszen a csoportosulasok fokszameloszlasa is hatvanyfar-
ka.

A tarsszerzoségi haldzat esetében a halozat idéfejlodése is nyomon kovethetd, ugyanis a megjelent cik-
kek havi bontasban taroltak (6sszesen 146 honapon at). Ezen haldzat esetén a kovetkezo két kérdést vizsgaltuk
empirikusan [22]: vajon tapasztalhato-e preferencialis csatolodasi mechanizmus az egyes csucsok csoportosu-
lasokhoz torténd csatlakozasa soran, és tapasztalhato-e preferencialis csatolodasi mechanizmus a csoportosu-
lashalézat novekedése soran?

4.1. A preferencialis csatolodas kimutatasanak modszere

A preferencialis csatolodési szabaly kimutatdsara a kovetkezd altalanos moddszert dolgoztuk ki [22],
mely alkalmas az eloszlasi trend megallapitasara olyan, kis esetszammal rendelkezésre allo adatok esetén is,
ahol a hagyomanyos statisztikai eljarasok [19] nem alkalmazhatok. Legyen p egy tulajdonsag (pl. méret, vagy
fokszam), és tegyiik fel, hogy a vizsgalt csatolodasi mechanizmus szempontjabol p értéke irrelevans. Ilyenkor
a csatolodasok soran nagy atlagban a pontosan p tulajdonsag eloszlasaval fognak a csoportosulasok kivalasz-
todni. Ellenben ha a csatolodas a nagy (vagy kis) p értékeket preferalja, akkor a nagy (vagy kis) p-val rendel-
kez6 csoportosulasok nagyobb valdszintiséggel fognak szerepelni, mint amit a p eloszlasa alapjan kapnank.
Egy ilyen eltérést tigy lehet kimutatni, hogy minden t idépontban meghatarozzuk a p kumulativ eloszlasat,
Py(p)-t, valamint a t és t+1 id6pontok kozt a csatolodasok soran kivalasztott csoportosulasok normalatlan, ku-
mulativ p eloszlasat, wi_u(p)-t. Egy konkrét p~ esetén a w,_.i(p) értéke azon csoportosulasok szaméval
egyenld, melyek kivalasztodtak a t és t+1 kozott a csatolodasok sordn és p értékiik t—ben nagyobb volt, mint
p . A p szerint egyenletes csatolasi preferenciatol valé eltérés kimutatasahoz egyszeriien fel kell 8sszegezni az
id6lépések soran wi_.+1(p) és Pi(p) hanyadosat:

S W)
W(p) — Z Wism
o AV (1)

Ha a csatolodas szempontjabol p értéke irrelevans (p szerint egyenletes csatolasi preferencia), akkor a
W(p) egy konstans fiiggvény lesz. Ellenben ha a nagy (vagy kis) p értékek preferaltak, akkor W(p) ndvekvévé
(vagy csokkendveé) valik. A vazolt modszert ndvekvo modell-haloézatokon teszteltiik, melyeket a fokszammal
linearis preferencialis csatolodassal, fokszamtol fiiggetlen csatoldodassal, valamint fokszam szerint anti-
preferalt csatolodassal ndvesztettiink. Amint azt a 4a. abra mutatja, a tesztek soran rendre visszakaptuk, hogy
a csucsok fokszamanak fiiggvényében W(d) ndvekvo, konstans, illetve csokkend tendenciat mutat az alkalma-
zott preferenciatol fliggden. Emellett megvizsgaltuk maganak a tarsszerzoségi halozatnak a fejlodését is, €s a
4b. abra tantisaga szerint a csucsok preferencialisan csatlakoznak be a halozatba a fokszam szerint.
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A preferencialis csatolast kimutato empirikus modszer tesztelése. a) Eredmények fokszam szerinti linearis
preferencidval névesztett halozat eseten (korok), fokszamtdl fiiggetlen preferenciaval novesztett halozat esetén
(négyzetek) és fokszam szerint anti-preferenciaval novesztett halozat esetén (rombuszok).

b) A tarsszerzéségi halozat névekedésere kapott eredmény szerint a csucsok a fokszammal preferencialisan
kapcsolodnak be a halozatba. (Az abra atvétel a [22] publikaciobil).

4.2. A csoportosulasok idéfejlédésére kapott eredmények

A csoportosulasok id6fejlédése soran a p helyébe az s csoportméretet, illetve a d°™ csoportosulas

fokszamot helyettesithetjiik aszerint, hogy a csoportméret, vagy a csoport fokszam szerinti preferencialis csa-
tolodas létére vagyunk kivancsiak. A csoportosulashalozatba bekapcsolodo 11j csoportosulasok csatolasi me-
chanizmusanak vizsgalata soran igy id6lépésenként a kivalasztott régi csoportosuldsok wi .i(s®™) és
WiLw1(d™™) normalatlan kumulativ méret- illetve fokszameloszlasat kellett a Py(s®™) és Py(d*™) kumulativ
méret- és fokszameloszlassal elosztani és a kapott hanyadosokat az id61épések soran felosszegezni:

W(Scom) — lmil wt%t+1 (Scom)
= B(s™)

(2)
com e (d o )
W(d ) — Z Wi —
t=0 Pz (d ) (3)

Hasonloan, az 4j tagok megjelenésének vizsgalatakor idé1épésenként azon csoportosulasok W' 1(s™)
és W +1(d™) normalatlan kumulativ méret- illetve fokszdmeloszlasat hataroztuk meg, melyek 0j tagokra

tettek szert t és t+1 kozott. Ezt a két eloszlast a Py(s*™™) és P(d*™) kumulativ méret- és fokszameloszlassal
osztottuk el és a kapott hanyadosokat az id61épések soran felosszegeztiik:

W(Scom ) — lnil Wt*—ﬁJrl (‘Swm )
w  B(s™)

4)
7 com Ll Wt};t+ (dwm)
w@y= Y W
< P )
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5. abra
A csoportosuldsok idofejlodésére kapott eredmeények. Jol lathatoan mind a csoportosulasméret, mind a cso-
portosulds fokszam szerint preferencidlisan csatlakoznak az egyes csucsok a csoportokhoz (fehér szimbolu-

mok), valamint preferencialis csatolodasi szabaly szerint novekszik a csoportosulasok halozata is
(fekete szimbolumok). (Az abra atveétel a [22] publikaciobol).

A tarsszerzOségi haldzatra kapott eredmények az 5. abran lathatok. Mind a négy W(p) tipusu gorbe ha-
tarozottan emelkedik, ami alapjan az alabbi két kovetkeztetést vonhatjuk le:

— A csoportosulashalozat ndvekedése soran egy, még kapcsolatok nélkiili csucs (csoportosulés) a
csoportosulasmérettel és csoportosulas fokszdmmal preferencialisan fog a csoportosulashalozatba
bekapcsolodni.

— A halozatban egy csucs, mely még egyetlen egy csoportosulasnak sem tagja, a csoportosulasméret-
tel és csoportosulas fokszammal preferencialisan fog egy csoportosuldshoz csatlakozni.

Ezen a ponton megjegyezziik, hogy amint azt mar az el6z6 fejezetben is emlitettiik, ebben a haldzatban

a csoportosulasok mérete €s a csoportosulasok fokszama a nagy méretek és fokszamok felé erésen korrelalt
egymassal. Ezért ha egy csatolédasi mechanizmus preferencialis akar a csoportméret, akar a csoport-fokszam
szerint, akkor preferencialisnak kell lennie mindketté szerint.

Eredményeink szerint a tarszerzoségi halozat id6fejlédését hasonldé mechanizmusok vezérlik mind a
csucsok, mind a csoportosulasok szintjén. A csoportosulasok hal6zatdnak novekedése a preferencialis csatolo-
dasi szabaly szerint torténik, teljesen analég modon az alapul szolgdlé halézat ndvekedésével. Ez a jelenség
egy tovabbi megerésitése a rendszer kiilonbdz6 szervez6dési szintjei kozt tapasztalhatd hasonlosagnak.

5.A CPM EGYEB ALKALMAZASAI

A http://www.cfinder.org cimrél ingyenesen letdlthetd a szerzok altal kifejlesztett CFinder (Clique and
Community Finder) program [23], amely a Klikk Perkolacidos Mddszer hasznalataval csoportosuldsokat keres
és — tobb mas elemzéssel egyiitt — a talalt csoportosulasok halozatat bemutatja. A program tudomanyteriilett6l
fiiggetleniil alkalmazhatd6 minden olyan adatrendszer elemzésére, amely halozatként abrazolhato. A felhasz-
nalt bemend adatfajl a halozat éleit sorolja fel, minden sorban a haldzat két, egymassal 6sszekotott csucsanak
a nevét kell megadni. A program Windows, Linux €és Macintosh szamitdégépeken egyarant hasznalhato.

Néhany érdekes alkalmazas, amely a [12] publikacio megjelenése 6Ota eltelt masfél év alatt a CFinder
felhasznalasaval sziiletett: a sarjadzo élesztd (egysejtli modellszervezet) fehérje-fehérje kdlcsonhatasi haldza-
taban kordbban nem ismert csoportok és 1j fehérje funkciok azonositasa [23], majmok agyanak latokérgében
az ott talalhatd idegsejt kapcsolatok halozata alapjan az egyes teriiletek szerepének elemzése [24], konnylize-
nei eldadok csoportosuldsainak vizsgalata és szociologiai értelmezése [25], valamint daganatos elvaltozasok-
ban a sejt megvaltozott mitkodéséért felelds fehérjék keresése [26].
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