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Abstract

In this paper we present a relatively new research field: the theory of algorithms for concurrent
machines. We analyze how classical algorithms and programming methods can be transformed into the
concurrent environment, and how the totally new ideas can be applied. Among some interesting exercises
which are included, the motivated reader can study further following the references.

Osszefoglalas

A cikkben egy érdekes és viszonylag 0j kutatasi teriilettel, a parhuzamos gépekre kifejlesztett algorit-
musokkal foglalkozunk, elsdsorban elméleti eredmények bemutatasaval.

Elészor attekintjiik harom kiilonbozo fejlett programozasi modszer (rekurzid, dinamikus programozas,
moho algoritmusok) parhuzamositasi lehet6ségeit. Ezutan néhany klasszikus matematikai probléma megolda-
sanak felgyorsitasat mutatjuk be parhuzamos kémyezetben, majd a cikk végén roviden foglalkozunk a teljesen
uj elveken alapuld parhuzamos algoritmusok megalkotasdhoz hasznalhaté otletekkel.

Az anyag 0nallo gyakorlasat feladatok segitik. A tovabbi tanuldshoz, kutatashoz a cikkben angol és ma-
gyar nyelvi szakirodalmi hivatkozasokat helyeztiink el, itt a bemutatott problémak egy része részletesebben is
attekintheto, ill. tovabbi érdekes anyagrészek és feladatok is talalhatok.

A szerz6 e-mailben szivesen valaszol a felmeriild kérdésekre.

Az algoritmusok hatékonysaganak mérése

Az algoritmus olyan pontosan definialt szamitasi eljaras, amely egy meghatarozott feladatot elvégezve
bemeneti (input) adatokbol kimeneti (output) értékeket allit eld6. Egy algoritmust a feldolgozandé elemek
fliggvényében a 1épésszammal (és igy végeredményben a futasi idovel) jellemezhetiink. Ez a koltségfiiggvény
elméletileg minden algoritmus esetében meghatarozhato.

Az algoritmusok programnyelvtdl fliggetlen megaddsdhoz és elemzéséhez elméleti gépmodelleket
hasznélunk, amelyek egy processzort €s irhatd-olvashatd memoridt tartalmaznak. A processzor 1épésenként
(szekvencialisan) végrehajtja az algoritmust, ekozben hasznalhatja a memoriat. Az algoritmust a gép szamara
valamely altalanos algoritmus-leird nyelvben adjuk meg. Ilyen modellek példaul a Turing-gép €s a RAM gép
(random-access machine).

A Turing-gép a gépi szamitasok legrégibb és legismertebb modellje. Turing angol matematikus még
1936-ban vezette be. Egy korlatos kdzponti részbdl és egy végtelen tarbol all. Elonye, hogy barmely szamitas
elvégezheto rajta, amelyet akar eldtte, akar utdna barmilyen mas gépmodellen el tudtak végezni. Lényeges
hatranya ugyanakkor, hogy a tdvoli memoriablokkokat csak szekvencialisan lehet elérni. Mivel erdsen eltér a
valds gépektdl, igy foleg elméleti vizsgalatokra alkalmas.

A RAM gép a memoria barmely részét egy 1€pésben el tudja érni, ezért inkabb tekinthetd a valddi sza-
mitogépek leegyszertiisitett modelljének, mint a Turing-gép. Ezen gép memodridja szintén korlatlan, és minden
memoriarekeszben tetszélegesen nagy egész szam tarolhato.

Ezeknél a modelleknél a miiveletek koltségét a sziikséges memoria-hozzaférések szama hatarozza meg.

Def.: Azt mondjuk, hogy az f(n) fiiggvény eleme az Ordo(g(n)) halmaznak, ha van olyan c konstans és
n kiiszobérték ugy, hogy valamely n>nj-ra mindig

0 < f(n) < c-g(n).
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Sok esetben az ,,f(n) eleme Ordd(g(n))Ohelyett az ,.f(n) = Ordd(g(n))Ovagy az ,.f(n) Ordd(g(n))Oes
irasmodot is hasznaljuk. Rovidités: O(g(n)).
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f(n) = O{g(n))

Az Ordo(g(n)) f egy felsd korlatja, amely lehet éles, illetve nem éles. A tovabb mar nem finomithato
korlatot éles korlatnak nevezziik.

Példaul n* = Ordo(n?) éles korlat, n* = Ordo(n®) nem éles felsd korlat. A tovabbiakban az Ord6 jeldlést
kiilon emlités nélkiil éles korlatként hasznaljuk.

Megj. Ez a megkotés egyszeriisitéshez vezet, ugyanis igy nem tudjuk megkiilonbdztetni az éles és a
nem éles korlatot. Pontosabb mérést tesz lehetévé a ,, ThétaOjelolés bevezetése (1d. [Co]).

Sok klasszikus probléma, illetve algoritmus esetében mdar régota ismert, hogy a megoldasok koltség-
fliggvénye milyen Ordo(g(n)) fliggvényosztalyba tartozik. Ugyanazon probléma esetén azokat a megoldasukat
tartjuk hatékonynak, amelyek szintén ilyen koltségtiek.

F: Vizsgéljuk meg, hogy milyen éles korlatot tudunk adni a kovetkezd klasszikus algoritmusok mive-
letigényére (n elemli tombdket hasznalunk). Foglalkozzunk kiilon a legrosszabb, a legjobb és az atlagos eset-
tel:

Szekvencialis keresés, logaritmikus keresés; buborékos rendezés, kivalasztasos rendezés, beszirasos
rendezés, gyorsrendezés. (3)

Megj. A feladatok utani szamok az adott feladat nehézségi szintjét adjak meg.

Egy parhuzamos gépmodell

Bér mar az 1940-es években késziilt elsé szamitogépek is rendelkeztek bizonyos parhuzamositasi lehe-
tédséggel (pipeline technika), az igazi tobbprocesszoros szamitdégépek csak 1-2 évtizede kezdtek elterjedni.
Ezzel megnétt az érdeklédés a parhuzamos algoritmusok irant is, amelyekben egyidejiileg tobb miivelet is
futhat. Ma mar sok olyan probléma megoldasara is 1éteznek parhuzamos algoritmusok, amelyeket azel6tt ko-
zOnséges, szekvencialis algoritmussal oldottunk meg.

A parhuzamos algoritmusok megadasara €s jellemzésére hasznalt elméleti modell a parhuzamos vélet-
len hozzaférésti gép (PRAM gép, paralell random-access machine).

A PRAM modellben a processzorok az osztott memoriahoz csatlakoznak. Az osztott memdridban bar-
mely szo6t minden processzor egységnyi id6 alatt ér el. A PRAM gép processzorai egymdssal parhuzamosan
dolgozni képes RAM gépeknek tekinthetok.
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A PRAM modellben az algoritmus hatékonysagat a parhuzamos memoria-hozzaférések szamaval mér-
jik. Ez a kdzonséges RAM modellnél hasznalt azon feltételezés kozvetlen altaldnositasa, miszerint a memo-
ria-hozzaférések szama (aszimptotikusan) jé kozelitést ad a futasi iddre.

Megj. A valosagban a processzorok szamanak ndvekedésével n6 az elérésiik ideje is.

Egy parhuzamos algoritmus futasi ideje az algoritmust végrehajtd processzorok szdmatol is fiigg. Ezért
amikor egy PRAM algoritmust vizsgalunk, a feladat bonyolultsaga mellett a processzorok szamat is figyelem-
be kell venniink, ellentétben a szekvencialis algoritmusokkal. Egy algoritmus futési ideje és az altala hasznalt
processzorok szama kozott altalaban szoros kapcsolat all fenn, amennyiben az egyik paraméter csak a masik
karara javithato.

PRAM gépekre irt egyes algoritmusokkal a cikk végén még részletesen foglalkozunk.

Rendezések és rekurzio

A klasszikus rendezések — buborékos, kivalasztasos, beszurasos — Ord(’)(nz)—es algoritmusok, hiszen a
megoldashoz két egymasba agyazott ciklust hasznalunk fel. Az Ordé-ban ,.elbujtatottO konstansok eredmé-
nyezhetnek ugyan jelentds sebesség-kiilonbséget egyes algoritmusok (példaul a hagyomanyos és a javitott
buborékos rendezés) kozott, de a kiilonbség csak konstansszoros.

A gyorsrendezés

Az Ordé(n’)-es algoritmusoknal ismeriink hatékonyabb rendezé eljarasokat is. A legjobb altalanosan is
hasznalhaté modszer a gyorsrendezés, amelyet C. A. Hoare mutatott be 1961-ben. Az algoritmus rekurziv, a
teljes sorozat rendezését visszavezeti két félsorozat, majd négy negyedsorozat, E , rendezésére. A rendezd
eljaras meghiv egy feloszto rutint, amely egy tn. , konyokelemOkivalasztasa utan atcserélgeti az eredeti tomb
elemeit tgy, hogy a tomb felsé részében ne maradjon a konydkelemnél kisebb, als6é részében pedig nala na-
gyobb elem.

Az algoritmus pszeudokoddja:

gyorsrendezés (A, p, r)
ha p < r akkor
g := feloszt (A, p, r)
gyorsrendezés (A, p, q)
gyorsrendezés (A, g+l, 1)
eldgazas vége
eljérés vége

feloszt (A, p, 1)

x := Alp]
ix=p -1
Joi=r + 1
ciklus amig i < j # while ciklus, bennmaradédsi feltétel
ciklus # repeat-until ciklus
Jjo:=3 -1
amig A[J] <= x # kilépési feltétel
ciklus
i :=1i+1
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amig A[i] >= x
ha i < j akkor csere(A[i], A[]j])
ciklus vége
return (J)
eljérés vége

A gyorsrendezés hatékonysagat alapvetden az hatdrozza meg, hogy a feloszto eljaras hogyan vagja szét
az ,,AOtombot kisebb részekre, illetve, hogy milyen stratégia szerint valasztjuk ki a ,,qOkonydkelemet.

A legszerencsésebb esetben a felezés utan a részsorozatok elemszama kdzel megegyezik, és ez a tulaj-
donsag a rekurzio soran végig megmarad.

Jeloljiik ,,T(n)Onel ,,nOelem rendezésének koltségét. Ekkor

T(n) = 2-T(n/2) + Ordé(n),

ahol Ordé(n) a szétvalogatas koltsége (feloszt eljaras), ,, T(n/2)Opedig az ,,n/20elem rendezésének koltsége. A
képletet kifejtve

T(n) =2-T(n/2) + O(n) = 4-T(n/4) + 2-O(n) = E = n-T(1) + Ign-O(n) = O(n-1gn).

Megj. A képlet kiszdmolhatd rekurzivan kifejtve illetve az un. Mester tétel (Id. [Co]) alkalmazasaval.
Ugyanez a tétel hasznalhat6 a cikkben talalhato tobbi rekurziv képlet kiszamitasara is. A technikai részletek-
kel nem foglalkozunk.

A legrosszabb felosztés esetén az egyik félsorozat elemszama mindig 1. Ekkor

T(n)=T(n-1)+O0m)=T(n-2)+2-:0n)=E =nO0(n)=0(n?).

A gyorsrendezés gyakorlati alkalmazhatosagat er6sen korlatozna, ha egy véletlen szamtomb esetén sok-
szor kapnank a legrosszabb esetet. Szerencsére — mint a kovetkezokben lathatjuk — ez nem igy van.

A gyorsrendezés atlagos futasi ideje sokkal kozelebb all a legjobb, mint a legrosszabb futasi id6hoz.
Vegyiik példaul azt az esetet, amikor a felosztas mindig 9:1 aranyban torténik. Ekkor

T(n) = T(9n/10) + T(n/10) + O(n) = E = O(n-Ign)

Ugyanezt kapnank minden alland6 aranyt felosztaskor is, hiszen a rekurzioés fa mélysége ekkor Or-
do(lgn), és a koltség minden szinten Ordo(n). A futasi id6 tehat Ordo(n-1gn) barmilyen allandé aranyu felosz-
taskor. Ezeket a felosztasokat ezért kiegyensulyozott felosztasoknak is nevezziik. A gyakorlati tapasztalatok
azt mutatjak, hogy altalanos tdmb esetében a rossz felosztasok viszonylag ritkan fordulnak eld, altalaban va-
lamilyen kiegyensulyozott felosztast kapunk. Tovabbi igazolas nélkiil megemlitjiik, hogy a gyorsrendezés
futasi teljesitménye ,,nOelem Osszes permutacioit tekintve csak néhany esetben éri el vagy kozeliti meg a leg-
rosszabb esetet (részletes igazolas: [Co]).

Tovabb javithaté a rendezés varhatd hatékonysaga a konyokelem véletlen kivalasztasaval, illetve az
elemek véletlen atrendezésével az algoritmus alkalmazasa elott.

Osszefoglalva a fenti elemzést:

A gyorsrendezés futasi ideje atlagos esetben (gyakorlatilag szinte mindig) Ordo(n -Ign).

F: Elemezziik, hogyan viselkedik a fenti algoritmus teljesen rendezett és forditva rendezett tomb esetén. (2)

Rekurziv algoritmusok parhuzamositasa

A klasszikus rendezd algoritmusok nem péarhuzamosithatok kézenfekvden, a gyorsrendezés esetén
azonban tobb processzor hasznalataval rovidebb futasi id6t érhetiink el az egymastdl fiiggetlen 1épések egy-
idejli végrehajtasaval. Két processzorral rendezhetjiik példaul az els6 rekurzios 1épés utan kapott két félsoroza-
tot, majd négy processzorral a masodik 1épés utdni négy negyedsorozatot, és igy tovabb. Végeredményben, ha
van ,,nOilletve ,,;n/20darab processzorunk, akkor a teljes idéigény csak

O(n) + O(n/2) + O(/4) + E + O(1) = O(n),

figyelemben tartva azt, hogy a teljes miiveletigény tovabbra is T(n) = O(n-1gn). Természetesen ez az eredmény
elméleti jellegli, mert nem foglalkoztunk azzal, hogy mily mddon lehet a részfeladatokat az egyes pro-
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cesszoroknak kiosztani, és az eredményt tolilk begytijteni. Ez a gyakorlatban a teljes végrehajtas lelassulasat
eredményezi.

Hasonl6 parhuzamositasi lehet6ség adodik barmely olyan rekurziv algoritmusnal, ahol egymastol fiig-
getlen részfeladatokat kell végrehajtani.

Dinamikus programozas

A dinamikus programozas a rekurziohoz hasonléan az eredeti feladatot részproblémakra osztassal oldja
meg, de a részproblémak most nem (teljesen) fiiggetlenek egymastol, s6t egyes részproblémak megoldasa ismét-
16dden eléfordulhat. Emiatt a mar megoldott részfeladatok eredményét tablazatban taroljuk, és amennyiben ujbol
szlikség van rajuk, visszakeressiik a megoldast. Errdl a tablazatos megadasrol nevezték el magat a modszert is. A
dinamikus programozast optimalizalasi problémak megoldasahoz hasznaljuk, ilyenkor a feladatra talalhato egy
vagy tobb optimalis megoldas, és nekiink egyet eld kell llitani, illetve az értékét meg kell hatdrozni. Az eldalli-
tas Iépései a kdvetkezok:

1. Jellemezziik az optimalis megoldas szerkezetét.

2. Rekurzivan definialjuk az optimalis megoldas értéket.

3. Kiszamitjuk az értéket alulrdl felfelé.

4. Megszerkesztiink egy optimalis megoldast (amennyiben ez is sziikséges).

A rekurzidhoz hasonldéan a dinamikus programozéassal megoldhato feladatok esetében is gyorsulést
eredményezhet a parhuzamos megoldéas. Nagyon l1ényeges azonban a processzorok kozotti j6 kommunikécio,
hiszen sziikséges, hogy a mar kiszamitott részeredmények a tobbi processzor szamara is hozzaférhetdek le-
gyenek.

Mohé algoritmusok

Hasonloan a dinamikus programozashoz, a moho stratégiat is optimalizalasi problémak megoldasahoz
hasznaljuk — van tobb optimalis megoldas, egyet eldallitunk. A moh¢ stratégia kevesebb 1épéssel dolgozik,
mint a dinamikus programozas. Mindig az adott 1épésben optimdlisnak latszot valasztja , feltételezve, hogy a
lokalis optimum globélis optimumhoz vezet. Mivel ez a feltételezés sok problémara nem teljesiil, ezért a moho
stratégia nem alkalmazhaté minden esetben.

Azok a problémdk oldhatéak meg a moho stratégiaval, amelyekre teljesiil a kovetkezo két feltétel:

a) moho valasztasi tulajdonsag (lokalis optimumot vélasztunk, az aktualis vélasztas fligghet a ko-

rabbi, de nem fligghet a kés6bbi valasztasoktol);

b)  optimalis részproblémak tulajdonsag (optimalis megoldas épithetd a részproblémak optimalis

megoldasabol).

Klasszikus moho stratégidval megoldhato feladat példaul a pénzkifizetési probléma ,,normalOpénzrend-
szer esetén, illetve a Huffman-kod eldallitasa karaktersorozat optimalis kodolasara.

A moho stratégia szekvencidlis jellege miatt nem parhuzamosithatd, ezért nem foglalkozunk vele rész-
letesebben.

Megj: A rekurzid, a dinamikus programozas €s a moho¢ algoritmusok részletes bemutatasa (szekvencialis
kdrmyezetben) megtalalhato a [Co] konyvben. Ugyanitt kidolgozott példakat is talalhatunk, feladatokkal egytitt.

Parhuzamos technikak, parhuzamos algoritmusok

A parhuzamos szamitasok lehetdsége az algoritmusok szervezésében sokkal nagyobb szabadsagot biz-

tosit, mint a szekvencialis megkozelités. Ezt az alabbi hasonlattal szemléltethetjiik:
* aszekvencialis algoritmus egy dimenzios konstrukcio, euklideszi térben;
* aparhuzamos algoritmus tobb (valtozo) dimenzids konstrukcid, valtozo térben.

Megj. A masodik pont arra utal, hogy a parhuzamos program lehetséges végrehajtasait egy bonyolult nagy
faval szemléltethetjiik, amelynek egyes agait a szinkronizacioé miatt levagjuk, és a struktiira annal bonyolultabb,
minél tobb processzor all a rendelkezésiinkre. Rdadasul a koryezet alapvetden nemdeterminisztikus (részletesen
1d. [Bul]).
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Jelenleg még foleg szekvencialis gépeken dolgozunk, ezért a parhuzamos algoritmusok foként a szek-
vencidlis algoritmusokban amugy is meglevd parhuzamositasi lehetdségeket hasznaljak. A parhuzamositas
alapvetden négyféle modon képzelhetd el:

a) trivialis parhuzamositdsi lehetéségek (nem feltétlentil trivialis klasszikus algoritmusokban, pl.

Gauss eliminacio);

b)  klasszikus algoritmusok alkalmas részeinek vagy egészének parhuzamos végrehajtassal valo fel-

gyorsitasa (pl. matrix-vektor szorzas, aritmetikai kifejezések parhuzamos kiértékelése);

) uj elemek beépitése klasszikus algoritmusokba egyes részfeladatok parhuzamos megoldasara (pl.

aritmetikai kifejezések parhuzamos kiértékelése);

d)  teljesen 4j elveken alapuld parhuzamos algoritmusok kifejlesztése.

Megj. Teljesen uj elveken alapuld parhuzamos algoritmusokat egyszeriibb esetektdl eltekintve nehéz ki-
fejleszteni, és a kozeljovében nem varhatd, hogy ilyenek tomegesen megjelennek. De el6fordulhat, hogy né-
hany évtized mulva ez lesz a szamitastechnika {6 fejlodési teriilete (tovabbi részletek: [Mo]).

Az el6z6 alfejezetekben megnéztiik, hogy milyen parhuzamositasi lehetéségek vannak a rekurziv il-
letve a dinamikus programozassal megoldhat6 algoritmusokban. Most néhany fontos matematikai probléma
megoldasanak parhuzamos felgyorsitasat tekintjiik at, a fenti a)-c) pontok modszerei szerint. A cikk végén
bemutatunk néhany d) ponthoz tartozé egyszeriibb példat is.

A Gauss-eliminacié

A Gauss-eliminacid a linedris egyenletrendszerek megoldasara hasznalt klasszikus modszerek egyike.
Altalanos esetben kezdetben adott ,,nOdarab ismeretlen és ,,mOdarab egyenlet a kovetkez6 elrendezésben:
anxitapx+E +apx,=b
ayX;+anX+E +ayx,=b,
aX +anX tE +apx,=bs

Am1°X] + Am2'X2 +E + Amn*Xn = bm

A megoldés soran az ismeretlenek fokozatos eliminalasaval a teljes egyiitthatomatrixbol felsé harom-
szOg matrixot hozunk létre, amelybdl aztan a megoldasok leolvashatok, illetve visszahelyettesitéssel meghata-
rozhatok. Az eliminécié soran megengedett miiveletek a kovetkezok:

— valamely sort egy nem nulla konstanssal megszorozhatunk;

— valamely sorbol kivonhatjuk egy masik sor konstansszorosat;

— (ha sziikséges) atjelolhetjiik a még nem eliminalt ismeretleneket.

1. Iépés: a;i-et ,lenullazzukOi < 1-re, azaz az i-edik sorbdl kivonjuk az els6 sor ajja;;-szeresét.

Ezzel az els6 sort kdvetd minden sorban az elsé oszlop lenullazodik. A kovetkezd 1€pés soran a maso-
dik sort kovetd minden sor masodik oszlopa is lenullazodik, stb. Az eliminacié végén ,,jo esetbenOaz elsd
sorban ,,nOtag dsszege fog szerepelni, a masodikban ,;n-1Q E , az utolsdban pedig csak egy ismeretlen lesz. A
,jo esetOakkor fordul el6, ha a rendszeren beliil ugyanannyi fiiggetlen egyenlet talilhato, mint ahany ismeret-
len. Egyéb esetben lehet, hogy nem kapunk megoldast (ellentmondasos egyenletrendszer), illetve végtelen
megoldas is lehet (egy vagy tobb ismeretlen értéke szabadon megvalaszthato). Ezen esetek pontos meghataro-
zéaséval most nem foglalkozunk, ez barmely egyetemi/fdiskolai linearis algebrai kurzus anyagéban szerepel.

A 1épésszam és a miiveletigény négyzetes matrixra hagyomanyosan Ordd(n’). Ha van n darab pro-
cesszorunk, ¢s ki tudjuk koztiik osztani a részfeladatokat ugy, hogy parhuzamosan dolgozzanak (példaul 1-1
sort egymastol fiiggetleniil szamoljanak végig), akkor a 1épésszam Ordé(n?) lesz (ugyanakkor a miiveletigény
tovabbra is Ordé(n’) marad). Tovabb gyorsithatd az eljaras n® processzorral, ekkor minden matrixelemhez
rendeliink egy processzort, és az azzal dolgozik. Igy a 1épésszam Ordo(n) lesz. Megjegyzendd, hogy a gyakor-
latban a processzorok kozotti kommunikéciora forditott id6 a fenti elméleti hatdrokhoz képest jelentdsen lelas-
sitand a feladat megoldasat.

F: Gyorsithato-e a végrehajtasi ido Gjabb processzorok rendszerbe allitasaval? (1,5)
Mo: A probléma részeredményei tovabb mar nem fiiggetlenithet6k egymastol, tehat ha ennél tobb pro-
cesszort hasznalunk, akkor mar nem érhet6 el sebességndvekedés.

Megj. Néhany fontos gyakorlati problémaval nem foglalkoztunk, amelyek szintén komoly lassulast
okozhatnak a megoldas soran. Ilyen példaul az eliminécidra sajatosan jellemezd Un. egyiitthato-ndvekedési
probléma: az egymas utani Iépésekben egyre tobb jegyli szamokkal (gyakran egyre hosszabb tortekkel) kell
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dolgozni. Ennek részbeni kivédésére javasolhatnank a kozelité szdmitasokat, de ez sem oldja meg a gondot:
eleve elveszitjiik a pontos megoldas lehetdségét, raadasul a kozelitések hibai a 1€pések sordn 6sszegzddnek,
igy rossz esetben nem is kapunk megoldast a szamolas végén! Csak ligyes egyszerlsitések alkalmazasaval
harithatdk el a fenti problémak altalanos esetben (részletek: [Ge]).

Polinom-faktorizacio

A polinomok szorzatta alakitisa altalanos esetben bonyolult probléma.
Példa: Bontsuk fel A(x, y) =y* + 2xy - 3y + X* - 3x - 4-et
Erre a feladatra els6 kozelitésben nem latszik hasznalhaté megoldasi modszer.

Az alfejezetben feltételezziik, hogy az olvasé tisztaban van a tobbvaltozos polinomokkal kapcsolatos
fontosabb fogalmakkal. A szakszerli megalapozashoz a kovetkezd ismeretek, definiciok sziikségesek (csak
felsorolasszerlien bemutatva):

Z: egész szamok gyltirije (+-ra és *-ra);

Q: racionalis szamok teste (+-ra és *-ra);

Z[x]: polinomgyfiri;

Z[x, y]: értelmezhetd mint Z[x][y] vagy Z[y][x] polinomgytiri;

Z]x,y, z] hasonléan, rekurziv modon értelmezheto;

Z,[x] = Z[x] mod p test, ha p prim.

A fenti tartoméanyokban van egyértelmii faktorizacio és egyértelmiien létezik a legnagyobb k6zos 0szto is.

A kovetkezo6 otletet hasznaljuk:
a) Az eredeti problémat redukaljuk egy sokkal egyszeriibben kezelhetd tartomanyba, és ott oldjuk meg.
Ez az egyszertsités lehet példaul a kovetkezo:

Z[X, Y, Z, ..., W] = Z[X] = Z,[X].

b) Ezutan megoldjuk a problémat Z,[x]-ben, ahol egy polinom mar viszonylag egyszeriien szorzatta
alakithato.
¢) Utolso 1épésben a kapott megoldast visszaképezziik az eredeti tartomanyba:

Zyx] > Z[x] = Z[X, Y, Z, ..., W]

Példa folyt. A(x, y) Z[x]-ben x” - 3x - 4 lesz, Zs[x]-ben pedig x* — 1.
Ez a polinom mar egyszeriien szorzatta alakithato. A felbontasok:

Z;[x]-ben (x + 1)(x - 1);

Z[x]-ben pedig (x + 1)(x - 4).

Ez a részeredmény mar csak abban tér el az eredeti felbontastol, hogy az y-os tagok hianyoznak. Ez
visszaképezéssel megkaphat6. A teljes megoldas Z[x, y]-ban:

A, y)=(x+1+y)(x-4+y).

A megoldando részfeladatok elemzése

a) Egyszertsités. Ez konnyen végrehajthatd rész, adott esetben parhuzamosithatd is.

b) A probléma megoldasa Z,[x]-ben vagy Z[x]-ben.

Bér a polinom szorzatté alakitasa nyilvan sokkal egyszeriibb probléma valamely redukalt tartomanyban,
intuitiv mdédon (mint a fenti egyszerti példaban) altalaban még most sem lehet célhoz érni. A szorzatta alakito
algoritmusok tilnyomo tobbsége a legnagyobb kdzos osztd (Inko) meghatarozasan alapul. Egy lehetséges otlet
a kovetkezo:

Inko(p, p') az eredeti polinom egy valodi osztdja, ahol p' a derivalt polinom.

Példa: Legyen p = A-B>-C’, ahol A, B és C tovabb méar nem bonthaté faktorok.
ekkor p'= A"B%C’ + A-2B-B'-C* + A-B%3C*.C'
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(de példaul Z[x]-ben csak p' = A"B%C’ + A-2B-B'-C°, ez egyszeriibb)
Inko(p, p') = B-C*, ez egy valodi oszt6

F: Mikor nem hasznalhat6 ez az 6tlet? (2)

Mas felbonto eljarasok is ismeretesek. Bonyolult (magas foku) polinom esetén célszeri lehet (egy-
szerre) tobb eljarast is kiprobalni, hogy hamarabb célhoz érjiink. Mivel 1ényegében az 6sszes felbonto eljaras
hasznal Inko szamitasokat, ezért sziikségiink van ezek hatékony kivitelezésére. Erre az euklideszi algoritmust
hasznaljuk, amely Z,[x]-ben és Z[x]-ben egyarant végrehajthato.

Az euklideszi algoritmus a maradékos osztas ismételt alkalmazasaval hatdrozza meg Inko(a, b)-t.

A maradékos osztas adott a, b elemekre a kdvetkezo modon hajthat6 végre:

a=b-q+r, ahol |r] < |b| vagy r=0 (1) (polinomokra a |...| norma a polinom foka)

all: Inko(a, b) = Inko(b, r) (ennek igazolasa nyilvanvalo)
Ezutan valaszthatjuk: 4j a := b; j b := r; majd ujra végrehajtjuk az (1) 1épést. Az utolsé6 nem 0 maradék
az eredeti szamok Inko-ja.

¢) A megoldas visszaképezése az eredeti tobbvaltozos polinomgytriibe.

Megjegyezziik, hogy ez a legnehezebb 1épés, itt csak a legfontosabb Gtleteket tekintjiik at.

Nyilvanvalo, hogy egy Z,[x] vagy Z[x]-beli kép sokkal kevesebb informaciot hordoz, mint ami az ere-
deti felbontas eldallitasahoz kell, ezért tovabbi adatokra van sziikségiink a feladat megoldasahoz.

Két megkozelités hasznalhato:

(1) sok Z,[x]-beli képet allitunk el (tobb kiilonb6z6 p-re), vagy tobb Z[x]-belit;

(ii) csak egy képet hasznalunk, de van még valami plusz informacionk.

(i) eset

1. Példa: Tudjuk a Z[x, y]-beli u-rél hogy

u(x, 0) =-9x - 21,

u(x, 1)=-3x+ 20,

u(x, 2) = 5x — 36.

Ez alapjan polinom interpolacidval

ux,y)=(-9x-21)+ (6x+41)(y - 0) + x(y - 0)(y - 1) =xy"2 + 5xy + 41y - 9x - 21

2. Példa: Tudjuk valamely u szamro6l, hogy

u=2 (mod 5) és u=3 (mod 7).

Mennyi u valdjaban?

Mo: nyilvan

5x + 2 alaku (lehet: 2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, ...) és

7x + 3 alaku (lehet: 3, 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, ...)

egyszerre, igy lehet 17, 52, ..., de mod 35 egyértelmii a megoldas.

A példéak alapjan lathatjuk, és altalanosan is igazolhato, hogy

Z[x, y] = Z[x] invertalhato polinom interpolacioval (y foka + 1 kép kell);

Z[x] = Z,[x] invertalhat6 kinai maradék algoritmussal.

Gondot jelent azonban, hogy dsszességében nagyon sok kép kell (végeredményben exponencialis), és
nem jol parhuzamosithat6 a folyamat.

(ii) eset
A sziikséges plusz informacio lehet példaul a kovetkezo:
F(v,u)=ax,y,w, .., z)-v-u;  (2) (két faktorra vagtuk a-t)

és
ux, y, w, ..., Z) = up(x); 3) (Z, [x]-ben)
v(X, Yy, W, ..., Z) = Vo(X). 4) (Z, [x]-ben)

Ezutén uy(x)-et és vo(x)-et felemeljiik fokozatosan
Z[x]-be, Z[x, y]-ba, Z[X, y, W]-be, ..., Z[X, Y, W, ..., Z]-be
ugy, hogy (2)-(4) érvényes maradjon.
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A faktorok felemelése egymastdl 1ényegében fliggetlen (egy szinten beliil), igy a modszer jol parhuza-
mosithatd. Még tobbet nyerhetiink egy teljes felbontéssal:

Fu,w, .., w)=aX,y,w, ..., Z) - U-Up-....Uy, ®))

— ahol (2)-(4) megfeleldi érvényesek — majd ennek a felemelésével. Az (i) és az (ii) esetekben hasznal-
hato részletes algoritmusok (pontos elméleti igazolassal egylitt) megtalalhatok a [Ge] kdnyvben.

F: Irjunk olyan programot, amely szorzatta alakit altalanos tobbvaltozos polinomot (realis fokkorlattal).
Ajanlott irodalom: [Ge].

Osszefoglalva, a polinomok szorzattd alakitisa bonyolult, komoly szamitasigényii probléma. Mivel
ezen szamitasok jelentOs része parhuzamosan is végrehajthatd, tobbprocesszoros gépen a végrehajtas jelentds
felgyorsulasat érhetjiik el.

PRAM algoritmusok

Ebben az alfejezetben néhany egyszeriibb parhuzamos algoritmust mutatunk be, amelyeket PRAM gé-
pekre dolgoztak ki. Az alapvetd szamitastechnikai algoritmusok koziil sok tdombokon, listdkon, fakon és gra-
fokon dolgozo szekvencialis algoritmus felgyorsithatdo a PRAM modell segitségével.

A PRAM modellben a lehetséges algoritmus-tipusok a kdvetkez6 mddon csoportosithatok:

(i) EREW: kizarasos olvasas és iras (exclusive read and exc. write)

(il)) CREW: egyidejli olvasas és kizarasos iras (concurrent read and exc. write)

(iii)) ERCW: kizarasos olvasas és egyidejti iras (exclusive read and conc. write)

(iv) CRCW: egyidejli olvasas és irds (concurrent read and conc. write)

valtozat: P-CRCW ill. P-ERCW (prioritasos modell).

A prioritasos modellben egyidejii irds esetén valamilyen stratégia szerint ki kell valasztani a ,,gy6ztestO
(vagy gyozteseket), aki(k)nek az akarata érvényesiil. Erre a kovetkez6 mddszereket hasznalhatjuk:

— alegkisebb sorszamu dont;

— a kozos akarat érvényesiil (csak akkor van eredmény, ha ugyanazt irjak);

— véletlenszerlien valasztunk;

— adott képlet alapjan dontiink (pl. 6sszeadjuk az eredményeket vagy azok atlagat, maximumat vessziik).

A modellek koziil az EREW és CRCW a leggyakoribb.

Példa: Hatarozzuk meg n darab processzorral, hogy két n hossz 0-1 sorozat koziil melyik a nagyobb!

P-CRCW modellben elég O(1) 1épés:

A processzorok egyidejlileg sorszamot irnak, hogy melyik sorozat a nagyobb, a legkisebb helyen levd
eltérés dont.

F: EREW modellben elég O(log n) 1épés.

A példaban lathattuk, hogy a modellek kozotti idokiilonbség nem ,,til nagyQ Ez altalanosan is igazolha-
to:

All. Ha egy probléma megoldhat6 P-CRCW modellben p processzorral t idé alatt, akkor megoldhat6
EREW modellben O(p?) processzorral O(t-log p?) id6 alatt.

Hatarozzuk meg egy lista elemeinek a lista végétdl valo tavolsagat!

Nem parhuzamos megoldas esetén O(n) 1épés sziikséges, minden elem a kovetkez6tl megkapja a part-
ner tdvolsagadatat, a sajatja ennél eggyel nagyobb lesz.

A parhuzamos megoldasnal n darab processzort hasznalunk, minden elemhez pontosan egyet rendeliink.
fgy EREW modellben egy Ordo(log n)-es megoldast allithatunk el6 (részletek és tovabbi példak: [Co]).
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