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Abstract

In the paper a manuscript is presented that proves Janos Bolyai’s knowledge and comments on the
theorem of Sturm.

Sturm tételét numerikus analizisben tanitjak és arra szolgal, hogy vele megbecsiiljiik egy algebrai
egyenlet gyokeinek szdmat. De ezt a tételt e sorok irdja szimbolikus és numerikus szdmitasok tantargyban is
elmondja, ugyanis nagyon hasznos algoritmika szempontjabol is.

A gyokok szétvalasztasara kozépiskolaban féleg Rolle tételét tanitjak, mert konnyen atlathato és bizo-
nyithato. Rolle tételében arrdl van szo, hogy egy algebrai egyenletbdl képzett polinom fiiggvény gyokeit, a
derivaltjanak gyokei szétvalasztjak. Nos, ez igen hasznos ismeret, de nem hasznalhaté a szamit6gépi matema-
tikaban. Ugyanis egy n-ed foku algebrai egyenlet megoldasat ,,rabizzaOegy (n-1)-ed foka algebrai egyenlet
megoldasara. Ha az n nagy, ezzel sokat nem nyertiink és nem jutottunk tovadbb a megoldasban. (Gondoljuk
csak el, egy 100-ad foku egyenlet megoldasa helyett meg kell oldanunk egy 99-ed foku algebrai egyenletet.)

Sokkal célravezetdbb az un. Sturm-sorozat alkalmazasa algebrai egyenletek valos gydkeinek szétvalasz-
tasara. Noha ennek elméleti hatterét nehezebb és hosszadalmasabb bebizonyitani mint a Rolle sorozatét, sza-
mitogépi, de akar klasszikus kalkulus kiszamithatosag szempontjabdl is célravezetd. Vagyis egy jol algoritmi-
zalhato probléma. A hattérben az euklideszi-algoritmusra is tdmaszkodik, mégpedig annak polinomokra valo
alkalmazasat hasznaljuk fel. igy arra is kit(ind példa, hogy az euklideszi algoritmus, egy mai modern kovetel-
ményeknek is eleget tevd, gyors és hatékony eszkdz. (Az eratosztenészi szitaval ellentétben, aminek mara
csak elvi és torténelmi jelentdsége van. Mellesleg megemlitem, hogy Bolyai Janos ezt is ismerte és ugy nevez-
te, hogy eratosztenészi rosta).

Meghatarozas

Py,P1,...,Ps, s>1 polinomok sorozatat [a, b] intervallumon Sturm sorozatnak nevezziik, ha eleget tesz a
kovetkez6 négy feltételnek:

L Py-nak csak egyszeres gyokei vannak az [a, b] intervallumon

II. Po(a)Po(b)?ﬁO,

III. Py nem tiinik el [a, b]intervallumon (eldjeltartd az [a, b] intervallumon);

IV. Ha P(r)=0, akkor P,_;(r).Py;(r)<0, 1< k < s-1.

Legegyszertibben a kovetkezoképpen allithatunk elé Sturm sorozatot: legyen egy valos egyiitthatos P po-
linom, amelynek csak egyszeres gyokei vannak. Legyen a és b két valos szam, melyek P-nek nem gyokei és a<b.

Pylegyen P, és Py legyen P' (P polinom derivaltja).

Osszuk el Py -polinomot P, polinommal maradékos osztassal:

Po(X) =P1(X).Q1(X) +R(X), és legyen P»(X)=-R(X).

Tovabba osszuk el maradékosan P;-et, P,-vel:

P1(X) =P(X).Qx(X) +Ry(X), ¢s legyen P3(X)=-Ry(X).

Altalaban, megkapjuk a Py,Py,...,Pk, polinomok sorozatat és a Py.,-et megkapjuk, ha Py ;-et elosztjuk ma-
radékosan Py-val:

Pk_](X) :Pk(X)Qk(X) + Rk(X), és legyen PkH(X):—Rk(X).

' Emai: olahgal @topnet.ro
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Mivel a fenti eljarasban Py.; foka <P, foka, ezért elébb-utobb maradéknak egy konstans polinomot ka-
punk:

P, 2(X) =P1(X).Qu1(X) + Ry (X), és legyen P,(X)=R,1(X), és igy P, allando.

Ez az eljaras, eltekintve az eldjel-valtogatasoktol, hatékonyan alkalmazhat6 az euklideszi algoritmus P
és P' polinomok legnagyobb kdzos osztdjanak meghatarozasara.

Sturm tétele

Ha Py,P,,...,Pg, s>1 polinomok sorozata [a, b] intervallumon Sturm sorozatot alkot, és P,=P'; és a, b nem
gyokei a sorozat egyetlen elemének sem, akkor

[a, b] intervallumon P, valés gyokeinek szama egyenld

Py(a),Pi(a),...,Ps(a) és Py(b),P(b),...,Ps(b) eldjelvaltasok kiilonbségével, vagyis

eléjelvaltas(Po(a),Py(a),...,Py(a)) - elojelvaltas(Py(b),Pi(b),...,Py(b)).

Most lassuk Bolyai Janos eredeti kéziratat. Jelolése, fogalmazasa rendkiviil modern:

wturm tétele (melyek altal is, minek is én mas modjat is mar rég adtam) a’ géber3 egy(enle)tek +, - , sot
tehat al-utias” gyokii szama ‘s nyl’jej is, legalabb eléggé vagy kivant szigorral, meg-kozelitodik. Legyen
fox = Zanx" =a,+ax+ax +..a, x""+x";
ﬂx = DxfOx __..4-'"_-_
JoX =qofix— fox; - hfﬂ-]"t"
fix=q,fox= fix

2

a " j}H-I":‘"

fm—2‘x = qm—me—l - fmx el
SuaX =4 f X

Hol barmely q, az f,x -re osztdsi egész mértarsa’, vagy-is f,, X géber egy—idomd7 egész [ X bar-
mely kovetkezé f,x pedig legalabb eggyel alsobb rangii f : x, (sét barmely két (mint — helyzés dltal meglat-
szik, kivilaglik) mint az elébbi f,

n

L X. Itt mar, ha valamely (két egymas utan) f,x, f, ., x-nek x -es koz-
osztdja van: konnyii latni: hogy ez oszto itt barmely fx -xel kozds (mind fol- mind ald-felé) az fyx és f,x -et
is ossza, ‘s hogy tehat f,x -nek t6bb(szor)os vagy ismégyelt8 gyokjei vannak; és, hogy tehdt ha ez mar nincs (-
ha oly volt, megszabaditandott, ollyd levédott, uigy egymds utdn egy pdr fx -nek sem lehet kézosztoja. Ha mar
valamelyik f,x-et=0, hol n>0: ugy nyilvan (a folobbi egy(enletek)bdl) f, ,a =— f, . a, tehat f, a, f, . a
ellenesek vagy ellenjegyiiok; de k (lehet) van oly kicsi: hogy itt f, (a—k), f, a,f,  (a+k)
f.ta=k), f a, f (a+k)az elsé sorbeliek egyenjegyiick, az utolsé sorba: f,, (a—k),f, ., a,f,.(a+k),

levék, hasonlélag; de tovabb ezen kitiind, excelens, finom, éles, mely, iigyos, derék, gyonyoriiO (egy jel a foly-
tatashoz, melyet nem kaptunk meg)

(Jelzete BJ 757/1 Teleki — téka [2])

Amint az olvaso is lathatja a mellékelt eredeti fénymasolaton, az 4bra is Bolyai Janos munkéja. Nagyon
vilagosak Bolyai Janos gondolatai.

A fenti kéziratbdl jol kiolvashatd, hogy Bolyai Janos nagyon jol ismerte Sturm tételét, s6t ahogy a be-
vezetdben irja, 6 is adott egy Sturm tételével azonos megoldast. Vagyis Bolyai Janost, ahogy ezt mar Kiss
Elemér professzor kimutatta [3] igen mélyen foglalkoztatta az algebrai egyenletek megoldhatosaga. Latszik
ebbdl az a koriiltekinté tudomanyos hozzaallas, amely minden alapos kutatot jellemez, a feladat minden oldal-
ol valo megkozelitése. Ugyanis Sturm tétele arrdl szol, hogyan kell megbecsiiljiik egy algebrai egyenlet gyo-

* Bolyai Janos altal hasznalt szavak megfejtésénél felhasznaltam Kiss Elemér konyvében talalhato szotart (,,Bolyai altal
hasznalt miiszavak és jeldlésekO195-199 old.) [3]

> algebrai

* komplex

> nagysaga, mennyisége

6 hanyados, ,,0szt6tarsO

7 egy valtozos algebrai egyenlet

¥ tobbszoros gyok
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keit. Vagyis milyen intervallumban talalhatok az dsszes valds gyokok, majd ezeket valasszuk szét kis interval-
lumokra olyan formaban, hogy egy kis intervallumban az algebrai egyenletnek egy és csakis egy gyoke le-
gyen. Amint lattuk, erre ma is, szamitégépes szempontbol is, a legjobb mddszer a Sturm-sorozat.

Bolyai Janos kézirata megszakad, illetve, lehet, hogy a tovabbi alapos kéziratkutatas kideriti, hogy a
14000 oldalon hol folytatodik(hat) Sturm tételének kommentalasa. Bar ugy néz ki, csak egy kis felelevenités
volt, mert a gondolatsort Janos, a 14 jellemz6 lelkesedéssel zarja. ,,Gyonyorii eszménekQ ,,nagyszerii gondo-
latsornakOtartja Sturm tételét. Ide is raillik Janos sokat emlegetett vélekedése a matematikarol: ,,Hén ‘s hdson
szeretett tanomQ)
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