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Abstract

In the year 2000 it has been started the development of a FEM based computing software package, in
order to offer extended research capabilities by using advanced analysis methods and optimization The main
targets were 3D grids, tubular structures consisting from concrete walls, shells and thick plates. In this paper
the authors present a new hybrid finite element method which is already included in the software package. A
new finite element was developed for the analysis of orthotropic plates (based on the theory of thick plates)
and served as outline for the development of another threedimensional hybrid strain finite e ement (suited for
the analysis of thick shells — breafly mentioned in this paper). The paper starts with the theory basis, in order
to have a proper image of the development of the new hybrid strain finite element, folowed by several testing
examples. At the end there are discussed some results for comparison, concluding with some notes about the
advantages offered by the use of this new element, and concerning further research.

Keywords: Finite Element Method, Hu-Washizu principle, Hybrid approach, Orthotropic thick plates,
Computing model.

1. Bevezetd

A végeselemek akamazasa mar rég nem jelent Ujdonsagot, viszont az ilyenszerii elemzések egyik
alapvet6é kovetelményeként tartjak szamon a tanulmanyozott testek megfelel6 felosztasat. Némely esetben ez
nem |ehetséges vagy legalabbis nem kézenfekvé, ilyenkor més eljardsokhoz kéne fordulnia a szakembernek,
de ez szemléletvaltas mellett bizonyos mértékig lemondéasként is felfoghatd egy immér klasszikussa valt kész-
let-rendszer felhasznal 6i hagyomanyérdl. Mit tehetlink ilyenkor, hogy ,,a kecske is jél lakjon és a kdposztais
megmaradjon”’? Ahhoz, hogy mégis végeselemeket hasznaljunk ilyen kilonleges esetekben, mas jellegi, a
szokvanyostdl eltéré tulgjdonsagokkal felruhazott elemi részekre lenne szikkségiink. Itt johetnek szdba a hibrid
végeselem eljarésok. Ebben a cikkben elsésorban egy ilyen eljardshoz szilkséges Uj elem kialakitasét és al-
kalmazésat mutatjuk be, vastag lemezek esetében, majd emlitést tesziink egy j térbeli végeselemrdl is.

A végeselemek hibrid megfogalmazésa datt tul ajdonképpen a Hu-Washizu elv egy sgjatos alkal mazéasat
értjuk, mely soran az elemi elmozdul &sok mellett a feszilltségeket vagy az alakvaltozasokat is fliggetlen valto-
zOkként kezeljik. Ezeket az értékeket egymastdl fuggetlendl interpoldjuk, de a fesziiltségeket vagy a defor-
méciokat elemi szinten kizérjuk, igy csak az elmozdulasok maradnak ismeretlenekként az altaldnos egyenlet-
rendszerben. Ez kilonbozteti meg a hibrid eljarast a vegyes eljarasoktdl, hiszen egy vegyes eljaras esetében az
atalanos egyenletrendszer az 6sszes diszkretizalt valtozot tartalmaznd. Az egyméstdl fliggetlen valtozok elss
csoportjat tehdt az emozdulasok, mig a masodik csoportjat a feszliltségek vagy az alakvaltozasok alkotjak.
Ennek megfeleléen hibrid-fesziiltség illetve hibrid-alakvaltozas végeselem eljarésrol beszél hetlink.

A hibrid-fesziltség modszer teljeskorii leirdsa mar a 60-as évek végén megtortént. A Pian és Tong altal
javasolt ejéras szerint az elemek belseében Iétrgj6vo fesziltsegek jellemzéséhez egy fliggvényhalmaz szik-
ségeltetik. A végeselemek szélein érzékelheté elmozduldsok jellemzéséhez pedig egy maésik fliggetien
fugvényhalmazt kell kivalasztani Ugy, hogy ez az elmozdul asok egységességét (a folytonossagot) is biztositsa
az elemi részek kozott. Mi olyan hibrid-alakvatozas végeselemek kialakitasat tiiztik ki célul — Bathe, Cook,
Zienkiewicz, Chiedler és Ghali javadlatait, megfigyel éseit kvetve — melyek a vastag lemezek elméletét szem
el6tt tartva megefelelnének mind sik, mind ivelt hgak elemzéséhez. Kildn kdszonettel tartozunk Hrabok Ur-
nak (albertai egyetem), az 6nzetlen segitségért amit a szerzék kutatdbmunkgjdhoz nyuijtott.
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2. A végeselemek kialakitasa

Mindenek elétt az elméleti hattér fobb jellemzéit kell tisztazzuk. Az Ujfajta végeselemek kidtlésében el-
sdsorban a szakirodalomra kellett tamaszkodnunk. Kiindulasként a Hu-Washizu kifgezés mdadositasabdl
szarmazo, Pian dltal kdzreadott [8] kife ezést hasznaltuk:

o =[5 ol 3 o) v G v el

A végeselemre jellemzé {4 elmozdulasok interpoldésa a {¢ csomdponti elmozdulasok fiiggvényében, az
[N] izoparametrikus interpoldasi fliggvények matrixan keresztiil tortént:

{4 =[N]dq _ @)

Hasonlé moédon, az {e} alakvaltozasok interpoldésa egy végeseemre, az dtaanositott el mozdulasok paramé-
tereibdl kiindulva tortént, a [P] alakvaltozas interpold&si métrixan keresztiil:

{4 =[PIdd} _ ®)

Az (1)-es kifejezésbe behelyettesitve a (2)-es és (3)-as egyenleteket, a kdvetkezé kifeezést kapjuk:

e = | [ o) 0} A (" el fod ] ) v

4
- [{87 N dd cav - f} T gN]dd s
A kovetkezo jel 6lésekkel:
J.[P]T o] [H av K1 : &talénositott merevségi métrix, (5)
[[P]"fol dd PN )=[c] : aalakitasi métrix, (6)
[IN]"dig cav + [[N]" i s ={ § terhelések métrixa, @)

a(4)-esfuggvénykifeezés aigy irhato:

Mo = - 50a T dkoldd {9 T doldd {3 TF - ®
E kifejezés {q -t és {a} -tol val6 fiiggssége az al &bbi métrixegyenlethez vezet:
0 G’ F
o S ol {ol

A [K *| meghatérozott jellege miatt, {a} -t egy szokvanyos forditott GauR-féle eljarassal kikiiszobolhet-
juk, ésigy avégeselem [K] merevségi matrixa a kdvetkezé lesz:

[K]=[d" 1" fd (10)
A {d -nak megfelel 6 dtaldnos megoldas utén, a feszliltségeket a kdvetkezé kifejezéssel szamithatjuk ki:
o =[Ol A {d™ [} ] dg )
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A fenti |épéseket kovetve két, egyenként 24 szabadsagi fokkal rendelkezé végeselemet alakitottunk ki:
egy kétdimenzids elemet 4 csombpontta (6 szabadségi fokkal mindegyik csomoponton) melyet HY BFLAT-
nek kereszteltiink, illetve egy haromdimenzi6s elemet 8 csomoponttal (3 szabadsagi fokkal mindegyik csomo-
ponton) melyet HY BRICK-nek kereszteltiink. A kovetkezékben a HY BFLAT-nek keresztelt sik végesel emet
mutatjuk be réviden, utdnaegy par szét gjtve az Uj haromdimenziés elemrél is.

2.1. Az Uj kétdimenzios HYBFLAT végeselem
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1. dbra
A, HYBFLAT" végeselem

A kovetkezé alakflggvényeket alkalmaztuk ebben az esetben:
N, =% +<‘EFi)E(ﬂ+f7U7i),ahol &l = %1 12)

A végeselemen lérejovs {4 elmozduldsokat a {d csoméponti elmozdul soktdl fiiggs izoparametrikus
interpoldlasi fiiggvények [N] métrixaval szamithatjuk ki:

[ul =[N d d (13.3)

(3x1)  (3x24) (24x1)
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afenti kifejezésben:

A:Nlm%; AZ:Nzﬁmg—; A3:N3[m§; AA:N4[mg—. (14)
Hasonlé médon interpoldhatjuk a {5} aakvaltozésokat, a [P] matrix segitségével:
H = [Pl o] (15.9)
6x1, 6x18) (18x1)
- __al_
& 10(0Q’DDDDDDDDDDDDDDG
£, DDDleZEDFDDDDDDDDDDaZ
eZ_DDDDDDDDlEnEDfDDDDDDD3 (15.)
ym_Dmmmmmmmmmmmlzmmmmc;' '
Ve DDDDDDDDDDDDDDlEDDam
Ve _DDDDDDDDDDDDDDDqu_aﬂ
| “18

A Cook [5] altal meghatarozott [TU] matrix segitségével transzpondhatjuk az alakvatozasokat a globéd
lisrendszerbe:

[e] =[7,]"[e] - (16)

(6x1) (6x6) (6x1)

Az anyag alkotométrixaként ortotrop anyagrajellemzoét v asztottunk:

e, & € 0 0 O

e, & € 0 0 O
[D ] _|G G & 0 0 O (17)
(6%6) o 0 0 g, O O

0 0 0 0 g; O
0 0 0 0 0 gy

Az alkotémétrix globdlis koordinatékba val 6 leirasahoz a kovetkezo atal akitasokat végeztik:

[o] =[] "o} ] (18)

(6x6) (6x6)  (6x6) (6x6)

ahol [TS] amér emlitett, Cook [5] nevéhez fiiz6d6 transzponalési matrix.
A végeselem merevségi matrixahoz, melyet a kovetkezé kifgezéssel kaphatunk meg:

K] =[g "(k{"dg (19)

(24x24) (24x18)  (18x18) (18x24)

akovetkezd két métrixot kellett Gaul3-féle numerikus integrdlassal meghatéaroznunk:
i) az altalanositott merevségi métrixot:

[K]=[[A"(o bR v

(1848)  {, (18x6) (6x6) (6x19) (20)

ii) az éalakitas matrixot:
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(128 7 (186) (656) \ (653 (329)

6] = 1A f 10y Jav

(21)

ahol [L] jeldlte az alakvaltozasok kiszamitasahoz szilkséges differencialis operatort, melynek alakja a kovet-
kezé:

9 O O
1004
O 9 O
oy
O 0O ai
L| = z (22)
o o 7
dy 0x
o9 9
0z oy
9 49
| 0z 0X

A globalis merevségi métrix megszerkesztése ésa {gd csoméponti elmozdulasoknak megfelels taa
nos megoldasok értékmeghatarozasa utan a kdvetkezd, végeselem eljarasokban hasznalatos és immar klasszi-
kus egyenletet irhatjuk:

[K]dd ' § , (23)

ahol
{f=] [(2|>|]3T) g rev +j[(§]; dt tds (24)

a csomdponti terhelések sora. Igy a végeselemekben keletkezs feszilltségeket a kdvetkezsképpen kaphatjuk
meg:

(o =[o]  f1d, "1 ) g - @

(6x1)  (6x6) (6x18)\ (24x18)  (18x18) (24x1)

2.2. Az 0j haromdimenzios végeselem (HYBBRICK)

2. dora
A, HYBBRICK” végeselem
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Ezt a végeselemet tulgjdonképpen az el 6bb bemutatott mddszerrel alakitottuk ki, a kdvetkezé modosita-
sokat eszkdzolve a kétdimenzids elemhez képest:
i) Bevezettink egy harmadik (¢ ) koordinatét a mar |étezé kett6 (& és ) mellé, igy az interpolaés
fuggvények a kdvetkezéképp alakultak:

Ni=%Eﬂ1+E<ﬂ)Eﬂl+fm)Eﬂl+Z&); &4 =1 (26)

i) Nyolc csomdpontot vettiink figyelembe (mindegyik oldal sarkdban egyet-egyet).

iii) Csak a harom (u,v,w) tengelyirdnyl elmozdulést vettik figyelembe a globdlis koordinata rend-
szerbdl szabadsagi fokkeént, elhanyagolva a harom tengelykorali efordul ast.

iv) Azinterpoldasi fuggvények métrixa megvaltozott:

N O ON, O ON, O OmN, O 0N O 0O
[INNJ=l o N, OO N, OO N, Ompo N, OO N, O, (27)
“* 1o oND ONJO ON@O ON|O ON,

igy az elmozdulasok interpol d asa a kdvetkez6 egyenlet segitsegével volt végre hajthatd:
[u] =[N T (28)

(3x1)  (3x24) (24x1)

c
R

N, O ON, O ON, O OmN, O 0N, O O
N, OO N, OO N, Omo N, OO0 N O
0O O N|O O N,

(29)

ooE °°< o::rtzlgl,\,E r\)< Nclpé H<

Ami avégeselem merevségi métrixat, az egész szerkezetnek megfelelé matrix szerkesztését, a rendszer
megol dését, az elmozdul &sok visszanyerését, majd a fesziiltségek és erék kiszamitasat illeti, mivel a métrixok
méretei nem valtoztak (24 szabadsagi fok maradt minden egyes elemre), csak a numerikus integrél as folyama-
taban allt be |ényegesebb valtozas a harmadik koordinéta bevezetése miatt.

3. Ellenérzéshez hasznalt példak

Az egyik leglényegesebb 1épés U végeselemek kialakitasdban a gyakorlati tesztelés, hiszen megfelel6
eredmények hiadnyaban csak kérdéses elméleti fejtegetésrél beszélhetnénk. Csak a teszteredmények igazol hat-
jék vagy céfolhatjdk az Uj modell értelmét és detképességét. Ebbél kifolydlag két nagyobb feladatkdrben,
sikban és térben végeztiink probaszamitasokat az Uj elemekkel, kuldnds figyelmet forditva a mar ismert ered-
ményekhez viszonyitott eltérésekre. E cikk alapjaul szolgdé HYBFLAT elemet sik példak segitségével tesz-
teltik, mig a tovabbfejlesztés eredményeként kialakitott Uj haromdimenzios elem esetében természetesen tér-
beli feladatokhoz folyamodtunk.

3.1. Sik teszt-feladatok

Bé&r nagyon sok ellenérz6 szamitast végeztiink a bemutatott két végeselemmel, e cikk keretében csak
egy pér alapvets példat emlitiink, ezek a 3. dbrén lathatok.
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i p = V(2-wr) kN/m j.
N

R=1kN

IR AR

Yy v

3. dbra
Sk teszt-feladatok

Az elsb hét feladat 2000x2000x100(40) mm-es négyszdgii acéllemezre vonatkozik. Két esetben (a és ),
alemez sikjara mersleges P = 1 kN pontszerii terheléssel, a tébbi esetben g = 1 kN/n egyenl etesen megoszl
teherrel szamoltunk. Az els6 négy példanal, afétengelyekhez viszonyitva szimmetrikus oldakotéseket (merev
befogést illetve egyszerii tamaszt) alkalmaztunk. A két kdvetkezénél csak egy tengelyhez viszonyitva szim-
metrikus, mig a hetediknél egy nem szimmetrikus kombinéci6t (két oldalon egyszerii tamasz, egy oldalon
merev befogés, a negyedik oldal szabad) akalmaztunk.

A nyolcadik feladatnd egy 4000x2000x100 mmt-es acéllemezt vizsgaltunk, egyszerii tAmasszal a révidebb
széleken és szabad hossz( szélekkel, alemez sikjéra meréleges egyenletesen megosz6 g = 1 kN/nT terheléssel.

A kilencedik példé egy t = 250 mm vastag, R = 2000 mmres kiilsé sugart lapos, gyiirti alaku lemez akotta,
merev befogassal akiilst szélén és egyenletesen megoszl 6, alemez sikjara merdleges terhel éssal abelst szdlén. Ezt
afeladatot 6t vatozatban tanulmanyoztuk, akilsé R ésbesb r sugar kdvetkezé hdnyadosaiva: Rir = 2,3,4 és5.

Az utolsd példa egy t = 250 mm vastag, R = 2000 mm sugarU, a szélén mereven befogott sik korlemez,
egy alemez sikjarameréleges P = 1 kN pontszerii terhel éssel kdzépen.
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3.2. Térbeli teszt-feladatok

A hdromdimenziés feladatok kozil aleglényegesebbek a 4. doraban bemutatott klasszikus példak. Ezek
kozul az elsd egy ivelt datdmasztas, onsillyal terhelt cilindrikus héjszerkezet, mellyel elég gyakran talalkoz-
tunk a szakirodalomban. Tébb kutat6 foglalkozott ilyen szerkezet elemzésével, elég ha csak egy néhanyrdl
tesziink emlitést: A. C. Scordelis és K. S. Lo (1964-ben, sokan ,, Scordelis-Lo”-tetének is nevezik ezért ezt a
szerkezetet), H. Tottenham és C. Brebbia (1971-ben), R. Cook (1974-ben), R. H. MacNea és R. C. Hardner
(1985-ben), illetve O. C. Zienkiewicz és R. Taylor (1991-ben). Az dtalunk is elemzett héjszerkezet (4.a. bra)
fébb jellemz6i a kdvetkezdk voltak:

i) Méretek: R= 7,62 mes sugar; a = 2-40° = 80° a nyilasszog; L = 15,24 m-es hossz; t = 7,62 cmes

héjvastagsag.

i) Anyagjellemzok: Young-féle rugalmasségi modulusz: E = 2,1092-10" kN/n; Poisson-féle egyiittha-

té: u=0.

iii) Az 6nstlybdl szarmazd terhelés értéke: q = 4,394 kN/n.

A mésodik példét (4.b. dbra) elészor R. H. MacNeal és R. C. Hardner javasolta 1985-ben hdromdimen-
Zi6s szerkezetelemzo eljérasok tesztelésére, de tobbek kozétt O. C. Zinkiewicz és R. Taylor is elemezte 1991-
ben. Ez a szerkezet egy félgbmbszerii kupola alaki héjszerkezet, a kdvetkezé jellemzékkel:

i) Méretek: R = 10,0 mes sugar; a = 18°-0s nyilasszogii korireg a kupola tetején; t = 4,0 cnmres hé -
vastagsag.

i) Anyagjellemzok: Young-féle rugalmasségi modulusz: E = 6,825-10" kN/nv; Poisson-féle egyiittha-
té: 1 =0,3.

iii) Terhelés: négy pontszerii egységnyi eré az alapkdr kardindlis pontjaiban, a két szimmetriatengely
iranyaban.

4., dbra
3D teszt példak
a. —, Scorddis-Lo” -fé e tetgszerkezet; b. — Hemiszférikus héjszerkezet

A fent emlitett pédékon kivil mas térbeli szerkezeteket is tanulményoztunk az Uj h&romdimenzids
végeselem segitségével, mint példaul az 5. dbran lathatd negyed félgdmbkupolametszet alakd héjburkolat,
kllonféle terhel ésekkel.
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5. dbra
Képernys részetek egy gombtrapéz héjburkolat modellezésér

4. Eredmények és észrevételek

Mint a cikk elggén mar emlitettiik, elsdsorban az Uj sikelemre vonatkoz6 adatokat kivantuk kdzzétenni.
Az emlitett feladatkorokben elért eredményeket attekintve (természetesen nemcsak az emlitett pédakbdl,
hanem més szerkezetek elemzésébil is) a kdvetkezo tanulsagokat és észrevétel eket alapitottuk meg:

i). A bemutatott Uj végeselem alkalmazasdbdl ereds hibrid alakvaltozasos eljérés sorén kapott eredmé-
nyek nagyon kozel anak, sét egyes esetekben egybeesiek az analitikus eljarésok dtal nydijtott érté-
kekkel a szakirodalombdl [9], [10], ha az optimalis felosztés kbvetelményeit betartjuk. A 6. dorén
jol kovethets az eredmények viszonylagos szézal ékos eltérése (a HY BFLAT végeselem hasznd ata-
val a 3. abrédn bemutatott , f” példa esetében,) a Timosenko altal leirt megoldéastdl. Hasonl 6 eltérése-
ket kaptunk a tobbi teszt-feladat esetében is. Eszrevehets, hogy a hibaszézalék, a végeselemek
szamanak a ndvekedésével természetesen csokken. A felso vizszintes tengelyen az egy oldal menti
végeselemek szamét jeldltik, ezek az értékek a 7. dbran |&thato diszkretizaldsi alakzatokbol szar-
maznak (4 elem esetében az egyoldalra esdk szama 2, mig 16 elem esetében 4, 64 elem esetében 8,

és 256 elem esetében 16).
2 4 6 8 10 12 14 16
Om & — —_——]

o J I =

-20 A

—— A lemez kdzepének a kihgjlasa (w)

Az eredmények viszonylagos eltérése
(végeselem eljaras/Timosenko) [%)]

304-L T T
— m— Mx hajlitonyomaték alemez kdzepén
a4 L
- -A- =My hglitonyomaték alemez kdzepén
o T e
1
60 ! Az egy oldalraess végeselemek szdma

6. bora
Az eredmeények hibaszazal ékanak alakuldsa a diszkr etizal as fliggvényében
(a 3. &brén bemutatott , f.” példanal alkalmazott HYBFLAT elem esetében)
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1. Racs—4 elem
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4 5 6
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2000 mm
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3. Racs—64 elem
73 77 81
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37 445
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7. &ora

21

2. Racs—16 elem
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273

137

4
2000 mm
3 5
i 2000 mm }
1 h|
4, Racs— 256 elem
281 289
_‘I_
giga! 153
2000 mm
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1

9
2000 mm

17

)3
1

Az elsd hét példa sik acéllemezénél hasznalt racsozatok.

-

ii.) Az eredmények pontossaga és értékelhetdsége megfelel a mérnoki gyakorlatnak, még akkor is, ha
nem szokvanyos felosztéssal olyan végeselem alakzatokat képziink, amelyek nem felelnek meg az
optimalis kévetelményeknek (példaul: alakjuk eltér a négyzettél; a széleik aranya nagyobb mint 1,5
+ 2; éles vagy lapos szbgeket alkotnak a sarkaik; méreteik hirtelen véltoznak, nem fokozatosan,
nincsen siirités/finomitas az érzékenyebb részeken stb.). Az Uj végeselem tesztelése soran kil onle-
ges felosztasokat is tanulményoztunk, hiszen ilyen esetekben mutatkozik meg a hibrid eljérasok sa-

jétos elénye a szokvanyos végeselem eljérasokkal szemben. Ezekbdl

diszkretizaldsokbdl 1athatd néhany a 8. és 9. doran.
iii.) A bemutatott Uj végeselemek alkalmazhatdsaga el ég szél eskdriinek és megbizhaténak bizonyult, va-
|6s eredményekhez vezetve még kis szamu, kil onfél eképpen befogott csomdpontok esetében is.
iv.) A hagyoményos, elmozdulasokra alapozott szerkezetelemz6 programokhoz képest, azonos
diszkretizalas esetében ez az (j végeselem pontosabb eredményekhez vezet a fesziiltségek és erék

értéket illetéen.

8. dbra

a mar-mar furcsa

Siklemez konzolban, szokatlan felosztassal (a HYBFLAT elem tesztel ése soran).
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9. dbra

Sik kdrlemezek szokatlan felosztassal (a HYBFLAT elem tesztel ése soran)
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10. dbra

Szokatlan racsozatok egy négyzet alaku acéllemez esetében

Ami atovabbi kutatasainkat illeti, a bemutatott végeselemet és az utana kifejlesztett haromdimenzids
elemet méas szokatlan récsozassal is tesztelni kivanjuk, hogy a modell stabilitésérol és érzékenységérdl telje-
sebb képet kaphassunk. A 10. és 11. dbrén |&that6 néhany ilyen jellegii récsozat, aHYBFLAT sik elem tovab-
bi tanulményozéaséhoz (a 3. fejezetben emlitett elsd hét példaban szerepl6 acéllemez esetében). Ezeket a fel-
osztésokat Hrabok és Hrudey tanulmanyozta az altaluk kialakitott HY BSLAB végeselemmel [11], [12].
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11. &ora

Tovabbi szokatlan racsozatok egy négyzet alaku acéllemez esetében

Befejezésképpen kijelenthetj ik, hogy ez az (j végeselem a hibrid aakvaltozas modszerének alkalmazé-
saval megfelelt az elvarasainknak. Ha az Uj hdromdimenziés végesel emet is figyelembe vesszilk, akkor eddigi
tapasztalatunk szerint megfelelé eszkdztarat kaptunk mind a sik lemezeknek, mind a térbeli ivelt hgaknak a
vastag lemezek elméletére alapozott elemzéséhez. A bemutatott HYBFLAT sik elem alkalmazhat6 egyarant
tervezési és kutatasi folyamatokban, ugyanakkor a bemutatott eljardsok kiindulasként szolgalhatnak mas
végeselemek vagy szerkezetelemzé mddszerek kifegjlesztéséhez is.
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