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1. Bevezetés

Komplex mechanizmusok kinematikai ¢és dina-
mikai mozgasviszonyainak elemzése nélkiilozhe-
tetlen a terméktervezés elsG szakaszaiban. Mar
egyszeri modellek esetében a rendszer mozgas-
egyenletei nagyon bonyolultak. Ennek felirdsa és
megoldasa klasszikus modszerekkel, nagyobb bo-
nyolultsagt rendszerek esetén, lehetetlen. Az elmult
évtizedekben a tobbtest-rendszerii eljarasok keriil-
tek el6térbe, amelyek alkalmasak olyan szamitogé-
pes kod 1étrehozasara, amely automatikusan felirja
¢és megoldja a rendszer mozgasegyenleteit. Ezek a
tobbtest rendszerli programok (mint példaul
ADAMS, DYMES, Working Model, DADS, Mesa
Verde, Simpack, Autosim) Lagrange, Newton-
Euler, Kane vagy Hamilton egyenletek megoldasa-
ra épiiltek.

Egy vagy tobb szabadsagfokos mechanizmusok
elemzése soran a kovetkezd esetekkel talalkozha-
tunk:

—  Mozgastani elemzés (kinematika): ebben az
esetben a szabadsagfokkal megegyezd szamu
iranyitd mozgas id6beni valtozasat — forgast
vagy egyenes vonall mozgast — kell megadni.
A mechanizmusok elemeinek tomegét, vala-
mint a haté eréket nem kell ismerni, csak az
elemek kozotti csatlakozasok helyét.

— Dinamikai elemzés: a mechanizmusokra hato
erok eredményeként keletkezett mozgasviszo-
nyok tanulmanyozasara. Ebben az esetben va-
lamennyi hatoer6t ismerni kell, valamint a tes-
tek tomeggt és tehetetlenségi nyomatékat.

— Forditott dinamikai elemzés: a kinematikai és
dinamikai elemzés keveréke. Mozgastanilag a
tobbtest rendszer meghatarozott, csak nem is-
mertek mind azok az erdk, amelyek a megadott
mozgast eldidézik. Ebben az esetben a kért
adatok: a szabadsagfokoknak megfeleld szamu
(iranyitd) mozgas, a testek tomege és az ismert
hatoerok.

Tobb szabadsagfokti mechanizmus esetén fen-
nall az az eset, amikor nem ismert az §sszes testre
hato er6, de néhany test mozgasa adott. Ezeket az
elemzéseket vegyes dinamikai elemzésnek nevez-
zik.

E dolgozat célja a vegyes dinamikai elemzések
egy Uj particionalasi moddszerének bemutatisa
Newton-Euler egyenletekkel, abban az esetben, ha
az ismert mozgasok szama megegyezik az ismeret-
len erék szamaval.

2. Kinematikai elemzés

A mechanizmust alkoté merev testek mozgasvi-
szonyait egy kiilsé ponthoz kotott globalis koordi-
natarendszerben kell tanulmanyozni. A testekhez
rendelt lokalis koordinatarendszerek helyzete, se-
bessége és gyorsuldsa fogja megadni a mechaniz-
mus mozgasviszonyait. A lokalis koordinata rend-
szer helyzetének megvalasztasa tetszéleges, de
dinamikai elemzéseknél ajanlott a tomegkozép-
pontot valasztani.

Yi ,

I i

1. abra

Az i testhez hozzarendelt koordinatarendszer az
x'~y"; (1. abra). Tehat ennek a testnek a helyzetét
meg fogja hatarozni a lokélis koordinatarendszer
origdjanak helyzetvektora, a globalis koordinata-
rendszerben kifejezve: =[x, yJ'; ,valamint a lokélis
koordinata rendszer dolésszoge (@) a globalishoz
viszonyitva. Az i testre jellemzd altalanositott ko-
ordinatdknak a globalis koordinatarendszerben a
kovetkezo vektor felel meg:

— iT,
qi_[X7 Y, (p]1 > (1)
Ha a mechanizmus nb merevtestbol all, akkor az
egész tobbtest rendszert nc altalanositott koordinata
irja le, ahol:
nc =3 xnb (2)
A mechanizmusra jellemz0 altalanositott koor-
dinataknak a kovetkezo vektor felel meg:

a=[a"q - qw I (3)

Mivel a merev testek csatlakoznak egymashoz, a
koordinatak kozott egyenletek irhatok fel. Példaul
csuklos vagy cstszos kapcsolatok esetén  két
egyenlet, két test kozotti tavolsagi restrikcio esetén
egy egyenlet irhato fel. Az egész mechanizmusra

Miiszaki Szemle ¢ 14



nh egyenlet irhato fel, ami nem fiigg az id6tol, ki-
fejezi a testek kozotti kapcesolatot és a kovetkezd
képpen irhaté matrixos formaban:

®(q) = [®,"(q), D), - P (@] =0 (4)
Mivel az altalanositott koordinatdk (nc) szama
nagyobb mint az egyenletek szama (nh), az egyen-
letrendszert nem lehet megoldani. A kettd kozotti
kiilonbség adja meg a mechanizmus szabadsagfo-
kanak szamat, tehat az irdnyité mozgasok szamat is.
Az iranyitd mozgasokat matematikailag az altala-
nositott koordinatak kozotti osszefiiggésként lehet
felirni. Ezek az egyenletek fliggnek az id6t6l, alak-
juk a kovetkezo:

CDD(q’ t) = [q:)lD(q’ t)’ CDZD(q’ t) CDHC-nhD(q9 t)]
O]
A (4) és (5) egyenletrendszer egyiitt, nc egyen-
letb6l allo, nc ismeretlennel rendelkezé egyenlet-

rendszert alkot:

cl>(q,t){ ® @ } =0 (©6)

®°(q.t)

Ennek a rendszernek a megoldasa adja meg a
mechanizmus elemeinek helyzetviszonyat és an-
nak idoébeli valtozasat. A megoldas csak
numerikusan végezheté el, példaul a Newton-
Raphson féle eljarassal.

Mivel a helyzetviszonyok idébeni valtozasanak
matematikai formaja nem kaphaté meg a (6)-os
egyenlet megoldasaval, az egyenletrendszert deri-
valni kell a sebesség fliggvényében:

q)q @: _q)t (7)
A gyorsulas kétszeres derivalassal szamithato ki:

q)q @: _(ch @q @_2 El:)qt W“ q)tt (8)
ahol:
2
i
at nhx]

q> i |:az¢i }
! aq]at nhxnc
9,
() =
( @ [ (Z aqk J} ncxnc

9’

) {; aq'aqk éﬁ( }ncxnc

)

3. Dinamikai elemzés

Az i test mozgdsa a sikban, Newton-Euler
egyenletei szerint, a kovetkezOképpen irhato:

m, [#&=F
' (10)
L [@ =M,
ahol m; és I; az i test tomege és tehetetlenségi nyo-

matéka, F; és M; a testre hat6 erék és nyomatékok —
a kiilso, és a belso kapcsolatokbol szarmazo erdk és

nyomatékok.
A (10)-es egyenlet matrixos formaban:
M, [&-Q; =0 (11)
ahol:
m 0 O
M=l 0 m O (12)
0 0 I
Q=[Fxi, Fyi, Mi]' (13)
qi=[x v @]" (14)
Az i test mozgasegyenlete:
M [&-Q]=0 (15)

tobbtest rendszer esetén pedig:
nb
ZéqiT[Mi@_Qi]:O (16)
i=1

Ha a testre hato kiilsé erdket és nyomatékokat
szétvalasztjuk a kapcsolatokbol szarmazoktol, az
egyenlet a kovetkezé formaban bonthat6 szét:

iMiT[Mi [@_QiA]_iéqiTQiC =0 @17

ahol a Q;* a kiils6 erék és Q° pedig a kapcsolatok-
bol szarmazoak.

Newton hatas és ellenhatas torvényébol kovet-
kezik, hogy a kapcsolatokbdl szarmazé er6k mec-
hanikai munkéja nulla:

3789 =0 (18)
=l
Tehat a (17)-es egyenlet felirhaté mint:
iéq?[MiEdﬁc—Qﬁ]:o (19)
Az egyenl_et a Lagrange-i egyiitthatok elméleté-

vel oldhaté meg. Az egyenlet a kovetkez6 forma-
ban irhato:

AT T —
Ezen egyenletek megolddsaval kiszdmithatok a [M & Q"] [8q+A <Dq5q - 20)
mechanizmus elemeinek mozgasviszonyai. — Ty _ AA7T _
£ 4 =[ME+ P A-Q"] [6q=0
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ahol A a Lagrange-i egyiitthatd. Ahhoz, hogy ez az
egyenlet igaz legyen, a dq egylitthatdjanak az értéke
nulla kell legyen:

M &+ @ A =Q* 21)

Ez az egyenlet, figyelembe véve a (21) és a (8)-
as egyenleteket, rovidebben is felirhato, mint:

O, &=y (22)

meghatarozza a tobbtest rendszer mozgasviszonyait
a kiils6 erék hatasara. Ez a vegyes, differencialis és
algebrai, egyenletrendszer tobbféle képpen oldhato
meg, példaul particiondlasi modszerekkel.

4. Vegyes dinamikai elemzés

Vegyes dinamikai elemzésre akkor keriil sor,
amikor nem ismert az Osszes testre hatd erl, de
néhany test mozgasa adott. Ebben az esetben a (21)
és (22)-es egyenletrendszerb6l nem ismert teljes
egészében a Q" - kiils§ erk vektora, és ahhoz,
hogy az egyenletrendszer megoldhato legyen, egy
Uj particionalasi modszerre van sziikség.

Feltételezve, hogy a tobbtest rendszer n testbol
all, akkor ennek a rendszernek kapcsolatok nélkiil
3n szabadsagfoka van. A testek kozotti kapcsolatok
kovetkeztében a szabadsagfokok szama k-val esik.
A kovetkezokben feltételezziik, hogy i+k szamu
altalanositott kiils6 erd ismert (j — szam® nem is-
mert) és j — szamu mozgas ismert. Minden testre
harom altalanositott kiilsé er6 hat, amelyek értékei
lehetnek nullak is: x iranyban hat6 erd, x iranyban
hat6 erd és egy nyomaték. Az i, j és k szdmok ko-
z0tt a kovetkez6 egyenlet irhato fel:

itj+k=3n. (23)

Tehat a mechanizmusnak i+j szabadsagfoka van.

A particionalast a kovetkez6 képen kell elvégezni:
— keresni kell a j szamu altalanositott koordinatak

mellé még 1 szamu altalanositott koordinatat,

amelyek egylitt meghatarozzak a mechanizmus
gasok),

— azi és j szamu altalanositott koordinatat, vala-
mint az ezeknek megfeleld elemeket a (21)-es
egyenletbol kiilon kell valasztani.

Az igy kapott egyenletrendszer a kovetkezo
formaban irhato fel:

M; Mij M;, & (D:i QlA

T A

M; My M, D& q)q]' A =1Q;

M Mjk M @% (D:k Qf
(24)

Ezt az egyenletrendszert hadrom részre lehet
osztani:

[Mii M; M, %"F[q)qTi]D‘:[QiA] (25)
&

[Mji My Mjk] %"”[q’qTJD\:[Q?] (26)
&

&

[Mki M Mkk] & +[¢qu]D‘ :[Qf?]
&

27)

A harmadik egyenletbol (27) kifejezhetok a

Lagrange-i egyiitthatok, mivel az itt szerepl6 kiils6
er6k mind ismertek:

Az[q)gk]_l [Qf]'[Mki M, Mkk] é‘
&
(28)

A CDqkT matrix invertalhatd, mivel nem szingularis.

Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe (25) —
mivel az itt szerepld kiils6é erdk is ismertek — a ko-
vetkez0 i szamu egyenletet kapjuk:

1

o, v, -l o) e, s, ) %
=[] +[er Jdwr | do2]
(29)

A (29)-es egyenlet a (22)-es egyenlettel, vala-
mint az j szamu ismert gyorsulassal egyiitt 3n
egyenletb6l 4llo, 3n ismeretlennel rendelkezo
egyenletrendszert alkot, amelynek megoldasa adja a
tobbtest rendszer elemeinek gyorsuldsat. A sebes-
ség és helyzetviszonyok kiszamitasa numerikus
integralassal lehetséges.

A MATLAB programozasi nyelvben megirt
szamitogépes program ezeket az egyenleteket au-
tomatikusan irja fel és oldja meg.

5. Példa

A kovetkezo példa egy mechanizmus vegyes di-
namikai elemzését és ellendrzését mutatja be.

Feltételezziik, hogy 4 merevtest (2, 3, 4, 5-0s test,
2. 4bra) egymashoz csuklos kapcsolattal csatlakozik
¢és a 2-es €s az 5-0s test az alaphoz csuklos, valamint
csuszos kapesolattal csatlakozik (2. abra).
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1. tablazat

Pont | Koordinata- x y Pont | Koordinadta- X ¥y
rendszer [mm] [mm] rendszer [mm] [mm]
1 0 0 4 12,5 | 21,6506
0 -25 5 -5 0
0 25 5 -20 0
0 1 60 6,6987
5
1

25 0 20
-12,5 | 21,6506 100 6,6987

Bl W W N
[ae]
(9%

Tovabba feltételezziik, hogy a 2-es és 3-as testre
egyenl6 értékll (500 Nmm), de ellentétes iranyitast
nyomaték hat €s az 5-0s testre x irdnyba egy valto-
706 nagysagu erd hat. Ezt az er6t a kdvetkezo fiigg-
vénnyel lehet leimi:

F;=10sin (1072) t. [N] (30)

A kapcsolatok leirasahoz 6 pontnak a helyzetét
kell megadni, a testekhez rendelt lokalis koordi-
natarendszerekben (1. tablazat): az A, B, C és D
pontok a csukldos kapcsolatok estében, valamint E
és F pontok a csuszos kapcsolat esetében. A koor-
dinatarendszerek a testek tomegkdzéppontjaiba
vannak elhelyezve. A merev testek tomege és iner-
cidja a 2-es tablazatban van megadva.

2. tablazat

Tomeg
[kg]

Inercia
[Nmm’]

0,0221

20,2313

0.00786,

50.63

Dinamikai elemzés kovetkeztében, ezen erdk és
nyomatékok ismeretében, két masodpercnyi ido
alatt, az 5-0s test elmozdulasa a 3-as abran van be-
mutatva, a 2-es test elfordulasa pedig a 4-as abran.
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A tovabbiakban feltételezziik, hogy az F, erd
nem ismert, csak az 5-0s test elmozdulasa adott,
ami megfelel a dinamikai elemzés sordn kapott
elmozduldsnak. Ebben az esetben a kovetkezd al-
talanositott koordinatak kivalasztasa ajanlott: az x
iranyu elmozdulasa az 5-0s testnek (mivel ez az
irany felel meg az ismeretlen erének) és a 3-as test
elfordulasa. Az 5-6s test x irdnyu gyorsuldsat a
dinamikai elemzés soran kapjuk meg és az 5-0s
abran van bemutatva.

A 4. fejezetben megadott egyenletrendszerek
megoldasa ugyanazokat a mozgasviszonyokat ered-
ményezi, mint a dinamikai elemzés soran. Az isme-
retlen F, erdt pedig a Lagrange-i egylitthatok kisza-
mitasa soran lehet megkapni. A 6-0s abra bemutatja
az eré valtozasat, amely megegyezik a (30)-as
egyenletben leirt fliggvénnyel. Tehat a leirt modszer
alkalmazhaté mechanizmusok vegyes dinamikdjanak
tanulmanyozasara.
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