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DOBOS IMRE

Egy megjegyzés Brody Andras: Leontief zart dinamikus
modellje cimii dolgozathoz

Brédy Andras dolgozataban a zart, dinamikus input-output modell egyensulyi megl]
oldasanak harom médszerét mutatja be. A harom megoldas koziil e dolgozat a klasszil ]
kus megoldast elemzi, amelyet Leontief is javasol. A megoldashoz a sajatértékek
meghatarozasan at vezet az ut, amely a t6kematrix szingularitasa miatt altalanositott
sajatérték—sajatvektor problémahoz vezet. Brody szampéldajat kévetve az is megl[]
mutathatd, hogy az egyenstlyi megoldas csak akkor nemnegativ hosszu tavon, ha a
gazdasdag palyaja a Neumann-sugar mentén halad.*

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C67, D5, D57, O4, O41.

A zért és nyilt dinamikus Leontief-modell a gazdasig egyenstlyat irja le linearis differenl
cidl- és/vagy differenciaegyenlet-rendszer segitségével. A dinamikus egyenletrendszel
rekben egy periddus brutté termelését (kibocsatasat) zart modell esetén a termelfelhasz
nalds és a t6kebefektetések Osszegeként abrazolja, ami nyilt modell esetén kiegésziil a
fogyasztasok vektordval. A tSkeraforditdsok madtrixa az esetek nagy részében szinguldll
ris, ami nem teszi lehet§vé a bruttd kibocsatasok explicit kifejezését.

A vazolt problémaval az irodalom elég bdségesen foglalkozik. A nyilt dinamikus
Leontief-modell megoldasara javaslatot el§szor maga Leontief [1976] tett. E megoldas a
vizsgélt tervezési horizont Osszes kibocsatdsi vektorat egy szimultan lineéris egyenletll
rendszerben hatarozza meg. A megoldas hasonld elGallitasat javasolta Kendrick [1972],
amint azt Leontief is tette a dinamikus inverzzel, de a szerz6 mar az explicit megoldas
lehetGségét is vazolta. A dinamikus inverzet vizsgélta még Schinnar [1978] is dolgozatal
ban. A hetvenes években sorra sziilettek a megoldasi javaslatok a nyilt modell explicit
megoldasinak eldallitdsara (Livesey [1972], Kreijger-Neudecker [1976], Luenberger—
Arbel [1977], Campbell [1979] és Meyer [1982]). E dolgozatok mindegyike egy regularitasi
feltétellel teszi a modellt explicitté. Az alkalmazott regularitasi feltételek ekvivalenciajat
ismertette Dobos [1987-1988], megmutatva azt is, hogy a szingularis t6kematrix konkrét
formajatdl fiiggetlentil a nyilt Leontief-modell mindig explicitté tehetd.

A zart modell megoldésainak explicit elGallitasaval, ismereteink szerint, hdrom dolgol
zat foglalkozott: Meyer [1982], Campisi—Nastasi-La Bella [1992] és Kiedrowski [2001].
E megoldasok a sajatértékek eldallitdsan alapulnak. Brody [2004] dolgozat is e zart mol
dell folytonos idejd, differencidlegyenlet-rendszerrel megadott valtozatat és az ahhoz
vezet$ sajatérték-feladatat vizsgalja.

A hozzédsz6las célja, hogy ez utébbi dolgozatban szereplé modellt, valamint az abban
szerepl6 sajatérték-feladatot djra megvizsgélja. A dolgozat e sajatérték-feladat megoldal

* A szerz6 koszoni Simonovits Andrdsnak, hogy a dolgozatot tiirelemmel elolvasta, és javaslataival hozl
zajarult a dolgozat érthetGségének javitdsahoz.

Dobos Imre egyetemi adjunktus, Budapesti Corvinus Egyetem, Véllalatgazdasagtan Intézet.
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sahoz a linearis algebrabodl ismert altalanositott sajatérték-problémat alkalmazza. A sajatll
értékek meghatarozasdhoz az sziikséges, hogy a rendszer matrixai regularis matrixserel
get alkossanak, ami a Leontief-modellre teljestil (Gantmaher [1988], Kreko [1976] és
Rozsa [1976]). Ennek segitségével azt is beldthatjuk, hogy szingularis t6kemétrixii mol
dellek esetén a sajatértékek szama hatirozottan kisebb, mint a gazdasag 4dgazatainak szall
ma. Mas utat valasztott Brody [2004] a sajatértékek meghatarozasahoz. A feladatot olyan
klasszikus sajatérték—sajatvektor problémava alakitja at a Leontief-inverz segitségével,
ahol a sajatértékek reciprokai szerepelnek. Ekkor a sajatértékek és sajatvektorok szama
megegyezik az dgazatok szdmdval, ami - amint latni fogjuk — nem lehetséges.

A dolgozat felépitése a kovetkezG: vazoljuk a megoldand6 zart Leontief-modellt és az
altalanositott sajatérték-feladatot, majd a Brddy [2004]-ben taldlhaté példan keresztiil
szemléltetjiik az eredményeket, végiil 0sszegezziik a leirtakat.

A zart dinamikus Leontief-modell és megoldasai

A zért dinamikus Leontief-modell alakja a kovetkezd:
x(t) = Ax(?) + Bx(¢), (1)

ahol az A n X n-es nemnegativ matrix a foly6 raforditdsok méatrixa, a B n X n-es matrix
a tGkebefektetések nemnegativ matrixa, amely szinguléris nulla elemekbdl all6 sorvekl
tor. Végiil az x(¢) vektor az dgazatok termelését tartalmazza. Feltételezziik, hogy az A
matrixnak 1étezik Leontief-inverze (Brddy [1969]). Tételezziik még fel azt is, hogy az (1)
differencidlegyenlet-rendszert a ¢ € [0, T] intervallumon vizsgaljuk, és a kezdeti érték:
x(0) = x,.

Az (1) rendszert atalakithatjuk a kdvetkezd forméra:

Bx(1)=(I-A)x(1),  te[0,T]
x(0) = x,. (2)

E rendszerrél megallapitottuk, hogy a tékebefektetések B matrixa nem invertalhato,
igy az id6 szerinti x(¢) derivalt expliciten nem fejezhetd ki. A rendszer métrixai [B, (I -
— A)] azonban reguldris matrixsereget alkotnak (Gantmaher [1988], Rozsa [1976]), igy
a (2) differencidlegyenlet-rendszer megoldhatd. Addsak vagyunk még azzal, hogy mit is
jelent a regularis matrixsereg. A [B, (I — A)] matrixok reguldris matrixsereget alkotnak,
ha létezik olyan A valds szdm, amelyre a AB — (I — A) matrix nemszingularis. Ez pedig
esetliinkben teljesiil A = 0 esetén, ugyanis feltettiik, hogy az A matrixnak létezik Leontiefl
inverze, azaz létezik az (I — A)™! matrix. Ha ez a matrix nem létezne, vagyis a gazdasag
csak egyszerd Ujratermelésre lenne képes, akkor nem biztos, hogy valamilyen A esetén a
kifejezés nemszingularis lenne.
A (2) rendszer megoldasdhoz a kovetkez§ altalanositott sajatérték-feladatot kell megll
oldani:

ABx = (I - A)x,
vagy mas formaban
[AB-I-A)]x=0. (3)
A probléma egyik alkalmazisat az olasz gazdasag adataira vizsgalta Campisi-Nastasi-
La Bella [1992], az egyensulyi ardnyos palyat elGéllitva. A (3) probléma viszonylag

egyszertden kanonikus alakra hozhat6, amint azt a fliggelékben bemutatjuk, annak feltél
tezésével, hogy az (I — A)'B matrix egyszerd struktirdji, azaz a kanonikus alakja
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diagonizalhatd. (Ez a feltevés nem jelent til nagy megszoritast.) Az altalanositott sajatérll
ték-probléma kanonikus alakja:

I 0] [EO
/’L~B—(I—A)=P{l|:0 0]_[0 I]}Q, 4)

amit Dobos [1987-1988] dolgozat is megmutatott. Itt a A diagondlis matrix, ami atlojal
ban az altalanositott sajatértékeket tartalmazza. A kanonikus felirdsbdl azonnal lathato,
hogy a sajatértékek szdma kisebb, mint az dgazatok szdma, vagyis n. A (4) kifejezés
akkor lesz szingularis, ha A a sajatértékkel egyezik. Az is nyilvanvald, hogy a (3) sajatd
érték-probléma bal oldali sajitvektorait (az 4rakat) a P~' megfelel§ sorvektorai, mig a
jobb oldali sajatvektorait (a termelés szintjeit) a Q™' megfelel§ oszlopvektorai tartalmazi
zak. Az is megéllapithat6, hogy a P és Q matrixok eldallitisa nem egyértelmd, amint azt
a fiiggelékben is bemutatjuk.
Helyettesitsiik most a (4) kanonikus alakot a (3) feladatba:

A-B-—(I-A —PlIO E 0 z=0 5
(B-a-Alx=Pi2f - I-lie-Qz=0, )

ahol x = Q~'z. Particiondljuk most a Q' matrixot a sajatvektorokat tartalmazé matrixokl
nak megfeleléen: Q' =[Q,, Q,]. Ekkor a sajatvektorokat a Q, =[gq,, ¢,,...q,] (k<n)
matrix tartalmazza. Ennek segitségével a (2) differencidlegyenlet-rendszer megoldasa:

k
A
x)y=Y " q; -z,
i=1

ahol z = [z, z,, ..., zJ” vektort a (6) linedris egyenletrendszerbdl hatarozhatjuk meg:
x(0) = Q,z. (6)

Ha a (6) rendszernek z-re nincs megoldasa, akkor a (2) differencidlegyenlet-rendszert
nem lehet megoldani.

Numerikus példak
Az eredmények demonstrildsdhoz a Brody [2004] dolgozatdban taldlhaté input-output

modellt vessziik alapul. A haromszektoros (véllalatok, haztartdsok és dllam) modell matQ
rixai a kovetkezok:

0,6 0,2 0,2 352
A=|01 03 02], B=|0 0 0.
0,2 0,3 0,2 0110

Ez a rendszer nagyban hasonlit a kordbban vizsgélt szingularis t6kebefektetési matrixa
modellekhez, mégpedig abban, hogy egy regularitasi feltétel erre a modellre is teljesiil:

35 2
B=|-01 0,7 -02
0 1 10
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matrix invertilhato. Ezzel a feltétellel tette rekurzivva modelljét Livesey [1972], Kendrick
[1972], Luenberger-Arbel [1977], Campbell [1979], Meyer [1982] és Grigorkiv-Ljasenko
[2000]. Most ezt a regularitasi feltételt nem hasznaljuk.

Vizsgaljuk meg, hogy ennek a modellnek mennyi sajatértéke van. Ehhez gy juthall
tunk el, hogy vizsgiljuk a AB — (I — A) matrix determinansat, és amilyen A-ra a determill
nans zérus, ott vannak a sajatértékek. A determindns, vagyis a karakterisztikus fiiggvény
a kovetkezd fiiggvénye a A-nak:

K(A) = —26,42> + 5,141 — 0,142.

Ennek a zérushelyei: A, = % A, = % Ebbdl azonnal latszik, hogy csak két sall
jatérték létezik, ellentétben azzal, amit Brody [2004] a 928. oldalon vizsgal. Ennek a
rendszernek a zérus nem lehet sajatértéke. A sajatértékhez tartozd jobb és bal oldali
sajatvektorok a kovetkezGk:

3
/”tl=310, x=|1|, p =001 1],
2
és
32
,12=%, X, = 29, p2=[; % —}.

Ezek az eredmények azonosak a Brody [2004] éltal meghatarozottakkal, és a megoldal
sok természetesen ardnyaiban egyértelmtiek. A legkisebb abszolit értékd megoldashoz
tartoznak nemnegativ sajatvektorok.

Oldjuk most meg a kovetkez§ differencidlegyenlet-rendszert:

27 [5@] [0.6 02 02] [x()
0|5, |=[01 03 02|-|x,0)]| re[0,5].
10| |50 [02 03 02] [x0

S O W
— O W

x0)] [165]
x,0)|=]29 |.
0] 19 ]

E rendszer megoldasa a kovetkezd:

OIEENE L [32

(0 |=e® 1] 23+e%'| 2103, rel0,5).
x5(2) 2 -9
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1. abra
A haztartasok termelésének alakulasa

A vallalatok és az allam palyéja a kezdeti érték mellett pozitiv és novekvd, de a haztarO
tasok termelése csokkend. Ezt mutatja az I. dbra. A haztatasok termelése a 4. évben
nullava valik.

A haztartasok termelése csak akkor nem csokkend, ha csak a pozitiv sajatvektor, vagyll
is a Neumann-sugar mentén novekszik a gazdasag:

o, 3 E 32
X)) |=e* | 1]-23+e% | 2 1.0, re]0,5].
x;() 2 -9

Ez azt is jelenti, hogy a (2) rendszernek csak akkor van nemnegativ megoldasa elég
nagy tervezési idShorizonton, ha a gazdasag egyensulyi aranyos palyardl indul. Minden
mas esetben vagy a vallalatok és az dllam, vagy a haztartasok termelése zérus ala csokl
ken. Ugyanez az allitas tehetd az arakrol is. Ez az eredmény mas modern makrodkon6émiai
modellben is jelen van, vagyis hosszil tdvon a Neumann-sugaron, azaz az egyensulyi
ardnyos palyan lesz nemnegativ a gazdasag trajektoridja (lasd Blanchard-Fischer [1989]
vagy Tamai [2007]).

Osszefoglals

A dolgozat Gjra megvizsgalta a szingularitds problémajat a zart dinamikus Leontief-mol
dellben. A szingularitast a Leontief-modell struktirdja miatt jol lehet kezelni a reguléris
matrixseregek elméletével. A szingularitds miatt a sajatértékek és a hozza tartozé sajatl
vektorok szadma szigorian kisebb, mint a gazdasag dgazatainak szdma. A zart dinamikus
Leontief-modell folytonos valtozatdban nulla sajatérték nem fordulhat eld, ezért azt vizsO
galni sem lehet. A folytonos idejd dinamikus Leontief-modell hosszi tavii megoldadsa
csak akkor ad nemnegativ megoldast, ha a kezd§ éllapotban a rendszer a Neumannl
sugaron, vagyis az egyensulyi ardnyos palyan van. Minden mds esetben a rendszer egy

véges idSpontban elhagyja a nemnegativ ortanst.
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Fiiggelék
A AB — (I — A) matrix kanonikus alakra hozasakor két dton indulhatunk el.

1. ut.

Emeljik ki az (I — A) matrixot elGszor balra. Ekkor a (I — A)[A - (I — A)"'B —I] alakot
kapjuk. Amint feltételeztiik, az (I — A)"'B matrix egyszerd struktiraju, igy az diagonill
zalhatd a jobb oldali és bal oldali sajatértékek X és X! matrixaval:

x| E Ok
0 0

=(I—A)~X1|:/1-F 0}—[1 O]X.
00| |0 1]

Ezt azért tehetjiik, mert ismert, hogy az (I — A)"'B matrixnak vannak nulla sajatértél
kei. Utolsé 1épésben a kapcsos zardjelben 1évs kifejezésben a A-hoz tartozé matrixot
alakitjuk egységmatrixsza. Ezt két uton tehetjiik, jobbra, vagy balra kiemelve a métrixot:

(I-A)[A-I-A)'B-T]=(1-A)-

a-a)xa|= 0 -[I 0}X=(I—A)-X1 E 0| ,1.[1 0}— B Ol
00 (01 0 1 00/ |0 1

vagy
a-ayx[2|% 0 _[I O]X=(I—A).X1. /l.|:I "]_ B o]l [ 0] o
00 01 i 00 0 1| 0 1|
2. ut.

Emeljik ki az (I — A) matrixot most jobbra. Ekkor a [AB(I — A)!' — IJ(I — A) alakot
kapjuk. Most is egyszerd struktiraji a B(I — A)™' matrix, igy az diagonizalhat6 a jobb
oldali és bal oldali sajatértékek Y és Y~! matrixaval:

[A-B(I-A)'l—1]~(1—A)=l;L-Y-1 (E; g]Y—I}-(I—A):

:Y‘{A-[ﬁ: 0}—{1 0} (I-A)-Y.
0 0| |01

Utolsod 1épésben a kapcsos zardjelben 1évé kifejezésben a A-hoz tartozé matrixot alakitd
juk egységmatrixsza. Ezt is két tton tehetjiik, jobbra, vagy balra kiemelve a matrixot:

Y-I[A.[‘f 3H<I> gﬂ.a_A>.Y:Y-l.[‘f gHA.B g}_[“ﬁo‘ gﬂ.a_A>.Y,

vagy
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YIHZE' 3H<I) ‘I’ﬂ.(I—A).Y=Y1.[,1.[(I) gHO ﬂ”o ﬂ.a_m.y.

Ezzel a lehetséges négy kanonikus alakot eldallitottuk. Foglaljuk most dssze ezeket a P
és Q matrixokkal jelolt alakokat!

P Q
(I—A)~X1»[E (1)] X
I- A)X- E ‘I’]x
Y E (1)] I-A)Y
Y! [5 (;:|-(I—A)-Y

Ebbdl a forméabdl azonnal 14thatd, hogy az altalanositott sajatérték-feladat jobb oldali
sajatvektorai az egyik felirasban megegyeznek az (I — A)™'B matrix nem nulla sajatértéki
hez tartoz6 sajatvektoraival; mig a bal oldali sajatvektorok megegyeznek a B(I — A)™
matrix nem nulla sajatértékhez tartozo sajatvektoraival. Az altalanositott sajatvektor-probl
léma sajatértékei megegyeznek e két matrix nem nulla sajatértékeinek reciprokaval.



