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KOHEGYI GERGELY-STEPAN GABOR

A versenyzoi gazdasag stabilitasa késleltetett
aralkalmazkodas mellett

A versenyzGi egyenslily Iétezése, egyértelm(isége és hatékonysaga mellett az altalall
nos egyensulyelmélet egyik kézponti témaja a stabilitds. A tanulmanyban ezt a kér[]
dést vizsgaljuk meg részletesebben, egy specialis aralkalmazkodasi szabaly feltétel ]
lezésével. A standard feltevésnek megfelel6 szimultan reakciok posztulalasa helyett

»megengedjiik”, hogy a termel6k késéssel reagaljanak a keresletben bekévetkez6

valtozasokra. A konnyebb 6sszehasonlithatésag érdekében eredményeink ismertel]
tése el6tt 6sszefoglaljuk a késleltetés nélkiili aralkalmazkodassal kapcsolatos stabil]
litasi eredményeket, valamint ismertetjiik az elemzéshez sziikséges specialis matel[]
matikai modszereket.

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: CO, D0,D5.

Az éltalanos egyensilyelmélet feltételrendszerét és kovetkeztetéseit szdmos birdlat érte
megjelenése 6ta. E birdlatok sok szempontbdl jogosak, ha a modellrendszert gy tekintl
jik, hogy az arucsere — mint tarsadalmi koordinaci6s mechanizmus - mikodését onmal
géban hivatott magyarazni. Ha azonban csupan kiindul6pontként hasznaljuk, apr6 médol
sitdsokkal értékes kovetkeztetéseket vonhatunk le belSle. Ennek a tanulmanynak nem
célja az éltalanos egyensulyelmélet birdlata. Inkabb tekinthet§ kiegészitésének egy partill
kuléris teriileten, nevezetesen a dinamikus aralkalmazkodas terén. A tovabbi elemzés
soran tehat, a késleltetett reakcidk lehetGségét kivéve, nem kivanunk kilépni a standard
mikrookondmia éltal meghatarozott szemléleti keretb6l.

Elézmények

A kozgazdasagi éltaldnos egyenstlyelmélet igen hosszd multra tekint vissza. A gondolat, amely
szerint a gazdasdgi szerepldk egyéni érdekiiket kovetve cselekszenek és mégis valamiféle, tarsadall
lom szdmadra elényds, ,természetes rendet” alakitanak ki, a kdzgazdasigi gondolkodas kezdeteill
ben gyokerezik. Ezt a modszertani individualista, decentralizdlt szabalyozdson alapulé koncepcidt
Adam Smith foglalta 6ssze els6ként 1776-ban (Smith [1992]). A 19. szdzad neoklasszikus kdzgazil
dészai - elsGsorban Walras [1874], aki tulajdonképpen az 4ltalanos egyensilyelmélet megalkotdja
- ezt az elvet 0tvozték a marginalista elmélettel, valamint az abszolut igazsagossag elvén alapuld,
Htiszta gazdasadg” mikodésérdl alkotott elképzelésével. Mar Walras is felvetett két, a késébbiekl
ben is igen fontos problémat: az egyik az drmércejoszag (numéraire) szerepeltetéseként, a masik
pedig a réla elnevezett torvényként (Walras-torvény) ismert. Modellje tulajdonképpen egy egyenl
letrendszer volt, amelyben az egyensily 1étezését az ismeretlenek és az egyenletek szimanak egye-
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zésével probdlta igazolni. Mint ahogy azonban Neisser és Stackelberg egymadstol fliggetleniil kil
mutattadk, ez az érvelés nem elégséges az egzisztencia igazoldsahoz (lasd Wald [1951]). Az els6
matematikailag pontos bizonyitast, termeléssel bévitett cseregazdasagra, Wald [1951] adta 19360
ban. A ma ismert egzisztenciafeltételek kidolgozdsa és az egyensuly létezésének modern eszkozoki
kel vald bizonyitdsa altalanos esetre Arrow-Debreu [1954] tanulmanyhoz fiz6dik.

Az egyensily egyértelmiségének problémdjat specialis esetre szintén Wald [1951] tisztazta el6O
szOr, igy t6le szarmazik a két késébbi unicitastétel Gse. Az egyik tételben szerepld, egyértelmiisél
get biztosito feltétel a kinyilvdnitott preferencia gyenge axiomdja, a masik tétel kulcseleme pedig
az dltaldnos helyettesithetdség.

A stabilitds kérdése az egyensullyal kapcsolatban szintén koran felmeriilt. Walras [1874-2000]
tatonnement-elméletében tulajdonképpen mar stabilitasi kérdéseket targyalt, és parcidlis egyensull
lyi modelljében Marshall [1890-2000] is megkiilonboztette a stabil és instabil egyensilyi allapotol
kat. A stabilitds elsd pontos definicidjat (perfekt, illetve imperfekt stabilitds) azonban Hicks [1978]
fogalmazta meg 1939-ben, aki az egyvéltozds dralkalmazkodési modell kovetkeztetéseit altaldnoll
sitva, megjegyezte, hogy a stabilitds kdvetkezményeket rejt magaban a keresleti és kinalati fliggvéll
nyek alakjdra vonatkozdan az egyensily kozelében. A hicksi statikus megkozelitéssel szemben
Samuelson [1941] definicidja, amely szerint az egyensily kozelébdl induld péalydknak az egyenl
stulyhoz kell tartaniuk, megnyitotta az utat a dinamikus matematikai rendszerek eszkozeivel vald
elemzés szdméra. Mindehhez azonban sziikség volt az dralkalmazkodési folyamat mint differencill
alegyenlet felirdsara, amely az egyenstlyi pontokon kiviil is jellemzi a rendszer viselkedését.
Ennek egy lehetséges valtozatat adta meg Samuelson [1941], formalizdlva Walras és kovetSinek
implicit feltevését, miszerint minden termék 4ra tilkeresletével (keresletének és kindlatdnak kiill
16nbségével) aranyos litemben novekszik, negativ tilkereslet esetén pedig csokken. Ebben a dinall
mikus modellben az instabilitds lehetdségére Scarf [1960] és Gale [1963] szolgaltattak példat. Az
egyensulyi ar lokalis stabilitdsi feltételét végiil Metzler [1945] fogalmazta meg az dltaldnos helyerll
tesithetdségnek a dinamikus modellre vald kiterjesztésével.

Az aralkalmazkodési folyamat globdlis stabilitdsdnak vizsgélatdban az igazi nagy elGrelépést
Arrow-Hurwicz [1958] tanulmanya jelentette, amelyben megmutattidk, hogy a kinyilvdnitott prefell
rencia gyenge axiomdja, kis kiegészitésekkel, biztositja a gazdasig globdlis stabilitidsat. A masik
unicitdsi feltételnek, az dltaldnos helyettesithetéségnek a globdlis stabilitdsidra vonatkoz6 pozitiv
kovetkezményeit pedig Arrow-Block—Hurwicz [1959] targyalta.

Id6késleltetés az aralkalmazkodasi folyamatban tulajdonképpen mar Ezekiel [1938] hires pokhal
16modelljében is szerepelt, melyben a kaotikus viselkedés lehetGségét késébb Chiarella [1988]
elemezte. Ezekiel vizsgdlatdban az id§ diszkrét véaltozd. Ez a megkdzelités fellelhet§ a f6ként
makrodkonémiai modellek alapjaul szolgdlé varakozasi modellekben (adaptiv, raciondlis, naiv
vdarakozdsok) is. Kiilonboz§ varakozasi modellekben az egyenstly lokalis stabilitdsi feltételeinek
0sszehasonlitasat Simonovits [1999] végezte el, Hommes [1999a], [1999b] pedig alkalmazta Gket,
korlatozott racionalitast is megengedS pokhaléomodellbeli vizsgélataihoz.

A diszkrét id6 feltételezése sok szempontbdl elényos, mivel konnyen kezelhet§ numerikus modd
szerekkel, és szemléltethet§ szamitdgépes szimuldciokkal. Ebben a tanulmdnyban azonban az altall
ldnosabbnak tekinthet§ analitikus elemzési utat kovetjik, ezért a kovetkezGkben folytonos idét
feltételeziink. Folytonos idejii késleltetett gazdasagi modellek taldlhatok még Andorka-Ddnyi-
Martos [1967] munkdjéban.

Egy szigoru feltételrendszer

A tovabbiakban tobb mddszertani problémat megkeriilve, egy absztrakt gazdasagot feltéd
teleziink, amelyben elméleti, nem val6sagos aralkalmazkodasi folyamatok jellegzetessél
geit vizsgaljuk. Feltételrendszeriink néh4ny pontja ezen beliil is szigoribb, mint amit az
elemzés kerete feltétleniil megkdvetelne, azonban a legfébb eredményeket ez 1ényegesen
nem befolyasolja, csupdn a technikai apparitust egyszerdsiti.

A gazdasag véges sok szerepl§jét funkcionalisan két csoportra osztjuk: fogyasztokra és
termeldkre. Ez a felosztas nem feltétleniil atfedésmentes. Az els§ csoport tagjai javakat

(példaul élelmiszer) vonnak ki a gazdasagbdl fogyasztasi tevékenységiikkel, illetve java-
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kat (példaul munkaerd) szolgaltatnak a gazdasag szamara, tehat a termelési tényezdk is
végzik (termelési tényezS8k felhasznilasaval hoznak 1étre termékeket). A javakat fizikai
tulajdonsagaik alapjan kiilonboztetjik meg egymastdl, de feltessziik réluk, hogy mérhell
10k, folytonosan oszthatok és egy tipuson beliil teljesen homogének, azaz azonos joszag
egyes egységei megkiilonboztethetetlenek egymastdl. Véges sok (n szamu) joszagot fell
tételezlink, amelyek sorrendjét valamilyen szempont szerint, dnkényesen rogzitve, a bell
16liik rendelkezésre 4ll6 mennyiségeket egy vektorba rendezziik. Az igy kapott joszagkol
sar (vektor) reprezentdlhatd az n-dimenzids euklideszi tér (R" joszagtér) egy pontjaként.

A gazdasag természetes szerkezetének leirdsa mellett sziikség van a szerepldk egymas
kozti viszonyrendszerének, dontési eljarasainak, viselkedési formainak megadédsara, amit
Osszefoglaldan gazdasdgi mechanizmusnak neveziink. A tovdbbiakban vizsgalatunkat a
versenyzoi gazdasdgokra korlatozzuk, amelyet a kovetkez§ specidlis mechanizmus jellel
mez: 1. a gazdasag szereplSi egymastol teljesen elkiiloniilten hozzak meg dontéseiket.
Az egyetlen mindenki altal elérhet§ informaciét az arak (p € R}) hordozzak, ezért csak
az drak altal kozvetitett csere lehetséges (ezzel implicite feltételezziik, hogy minden joO
szagnak van pozitiv dra, tehat minden joszagnak van piaca);

2. a gazdasagi szerepldk arelfogaddk, azaz Ggy gondoljak, hogy egyéni dontéseik nem
befolyasoljak az arakat, ezért stratégiai 1épéseket sem tesznek azok befolydsoldsara;

3. a fogyasztok haszonmaximalizalok, a termelSk pedig profitmaximalizalok, igy dond
téseiket e viselkedési mintdk alapjan hozzdk meg;

4. a termelSknek a javak transzformécidjabol szarmazoé profitjat teljes egészében felll
osztjak a fogyasztok kozott.

Képzeletbeli gazdasdgunk termeldi tehat az arakat ismerve, elkiiloniilten maximalizall
jak profitjukat termelési halmazuk felett. A fogyasztok maximalizaljak hasznukat koltd
ségvetési halmazuk felett, amelyet a termelSk profitjabol vald részesedésbdl és a készlel
tekbdl szarmazé jovedelem hatiroz meg.

Feltessziik, hogy a fogyasztok kereslete, illetve a termelSk kindlata, minden termékl
bé6l, egyértelmden meghatidrozott minden lehetséges ar esetén. Ekkor jeldlje
D(p,,---spir--->P,) = D(P) €8 S(p,,--.Pp--p,) = S(P), i = 1,...,n-re, az i-edik termék
keresletét, illetve kindlatat, amelyek az Osszes joszag aranak fiiggvényei. Ezeket vektorll
ba foglalva, definidlhatjuk a D(p) keresleti, S(p) kindlati és Z(p) = D(p)—-S(p) -1
tilkeresleti fiiggvényeket, ahol 4 jeloli a gazdasag szereplinek, dsszességében rendell
kezésére allo készleteket az egyes termékekbdl, szintén vektorba foglalva.

Feltessziik azt is, hogy a gazdasagi szerepl6k nem az arak abszoldt nagysagat, hanem
egymashoz viszonyitott ardnyat veszik figyelembe. Ekkor megmutathat, hogy D(p),
S(p) és igy Z(p) is az arak nulladfokii homogén fiiggvénye, azaz Z(xp) = Z(p), barmely
k > 0 val6s szamra. Emiatt az arakat normalhatjuk. Ehhez két utat valaszthatunk: vagy az
arak Osszegét rogzitjiik, vagy egy armércejoszag (numéraire) arat rogzitjik, és a tobbi ar
abszolut nagysagat ehhez viszonyitva hatdrozzuk meg. Lathatd, hogy az els6 megoldas
altalanosabb, hiszen nem emel ki egyetlen kitiintetett joszdgot sem - ellentétben a méasol
dik megoldassal. A késébb kimondando allitdsok nagy része az altalanosabb normalassal
is igaz, ahol ez nem igy van, ott arra kiilon utalunk majd.

Tegyiik fel még, hogy a keresleti és kindlati fiiggvények, igy a tilkeresleti fiiggvény
is, egyszer folytonosan differencialhatd, azaz D(p),S(p) € C'(R",R"), és a vizsgalt gazdal
sagban egyetlen termék sem Giffen-joszdg:

3%-[)([)) <0 és % >0,i = 1,...,n-re (a kereslet és kindlat térvénye érvényesiil).

i D;

A kovetkez6kben definidlunk néhany nagyon fontos fogalmat. Az els§ fogalom n - 1

piac kitisztulasa esetén az n-edik piac kitisztulasara utal, azaz arra, hogy 0sszességiikben
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a keresett javak értéke megegyezik az dsszességlikben rendelkezésre all6 javak értékél
vel.

1. definici6. Azt mondjuk, hogy a gazdasigban teljesiil a Walras-torvény, ha a
tulkeresletek aggregélt Osszege zérus, azaz a tilkeresleti vektor mindig merdleges az
arvektorra: Z(p)p = 0.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a Walras-torvény gazdasdgunkban mindig teljesiil,
ami a fogyasztokrol egyfajta telithetetlenségi tulajdonsagot feltételezve biztositott.

2. definicié. Legyen p° > 0 rogzitett arvektor. Azt mondjuk, hogy a Z(p) tulkeresleti
fliggvény kielégiti a kinyilvdnitott preferencia gyenge axiomdjdt, ha tetszGleges p # vp° > 0,
v € R arvektor esetén a Z(p)p° skaldris szorzat értéke pozitiv.

A kinyilvanitott preferencia gyenge axioméajanak teljesiilése az egyének szintjén a szell
repldk raciondlis viselkedésének egy specidlis formdjara utal. Aggregalt szinten azonban
azt jelenti, hogy a jovedelmi hatdsok Osszességiikben nem til nagyok.

3. definicié. Azt mondjuk, hogy a p° pontban az dltaldnos helyettesithetdség teljesiil,

9Z,(p°) . » . .
ha a ————= parcidlis derivéltak pozitivak, i # j esetén.
J

4. definicié. Azt mondjuk, hogy a (D°s° p° vektorhirmas a gazdasig egyensiilyi
dllapota, ha 1. D° egyéni haszonmaximalizalasbol szarmazé keresleti vektor, 2. S°
egyéni profitmaximalizalasbol szarmazé kinalati vektor, 3. D < S° + 4, azaz fennall
a naturdlis egyensiily (nem fogyasztanak tobb joszdgot, mint amennyi rendelkezésre
all), 4. p’(D° - S° - &) = 0, azaz fennall a szigori értékegyensiily (teljesiil a WalrasQ
torvény).

Megmutathatd, hogy a fenti feltételekkel adott gazdasdgban — sét, joval dltaldnosabb
feltételekkel adott versenyzGi gazdasagban is —, amennyiben a tilkeresleti fiiggvény alulll
r6l korlatos, 1étezik egyensilyi allapot. Ezt az allitdst mondja ki Arrow-Debreu [1979-
1954] egzisztenciatétele. Ezenkiviil igazolhat, hogy az egyensulyi allapot egyértelmd
is, ha a talkeresleti fiiggvény kielégiti a kinyilvanitott preferencia gyenge axidomajat,
vagy ha minden pontban teljesiil az altalanos helyettesithetdség feltétele (1asd Mas-Colell-
Whinston-Green [1995] 606. o0.). Mindezek alapjan feltessziik, hogy minden késébbiekl
ben vizsgalt esetben egyértelmien 1étezik egyenstlyi allapot.

A dinamikus viselkedés leirasahoz tekintsiik az arak id6fiiggvényét: p = p(7), ahol ¢
folytonos. Mivel a gazdasdg dinamik4jat ez lényegesen nem befolydsolja, a tovabbiakban
tegylk fel, hogy & = 0. Samuelson [1941] nyoman az 4ralkalmazkodast a kovetkezd
differencidlegyenlet-rendszerrel jellemezhetjiik:

pi()=wZ(p(1)), i=12,..n, 6))

ahol u, a joszag piacéra jellemz$ konstans, dralkalmazkodasi sebesség, amely a termék
aralkalmazkodésanak gyorsasdgat mutatja. Mivel egyetlen termék sem Giffen-joszag, az
altalanossag megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy u, >0, i = 1,...,n-re. Az (1) egyenl
let a heurisztikus leirdsnak megfelel§ dinamikat szemléltet a legkézenfekvébb moddon,
hiszen az arvaltozas nagysaga aranyos a tilkereslettel, iranyat pedig a j0szag tilkeresletének
elGjele hatdrozza meg.! Problémat jelenthet azonban, hogy a fenti modellben negativ
arak is adédhatnak. Ennek elkeriilése érdekében tijabb megkdtésekkel szokas élni (példall
ul Z,(p)=0, ha p <0 é D(p) - S(p) < 0). Ekkor azonban a tilkeresleti-fliggvény
folytonossiganak esetleges hidnya miatt nem feltétleniil teljesiilnének a differencidlegyenl
letekre vonatkozd alapvetd tételek. Mindezek miatt mi maradunk a folytonos jobb oldald

I Megjegyezziik, hogy mas aralkalmazkodasi modellek is ismertek, példaul Brody [1980] egyenletrendl
szere, amely figyelemremélt6 indokok alapjan a kovetkezd alakot olti: p,(¢) =u,Z,(p(?)), i = 1,...,n.
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(1) egyenletrendszer elemzésénél és csak pozitiv drakat vesziink figyelembe, azaz felll
tessziik, hogy p € R! minden relevéns esetben, igy az egyenstlyban is.

Ha képezziik a u, dralkalmazkodasi sebességekbll az M e R"™" diagonalis matrixot,
akkor a (1) differencidlegyenlet-rendszer a kovetkez§ alakban irhat6:

p(?) = MZ(p(1)). ()]

Az imént felvazolt aralkalmazkodasi modellben a kereslet és a kindlat ugyanazon id60
pontok fiiggvénye, ezért szimultin hatirozodnak meg. Ezt a feltételt nemcsak valdsagl
idegensége miatt, hanem elvi kdvetkezményei miatt is érdemes feliilvizsgalni; 1ényegéll
ben ez a dolgozat elsdleges célja.

Tekintslink tehat egy olyan modellt, amelyben a kereslet a ¢ idSpontbeli ar fliggvél
nye: D(p) = D(p(?)); a kindlat azonban egy korédbbi, 7 — 7 id6pontbeli artdl fiigg: S(p) =
= S(p(t - 7)), azaz csak némi késéssel tud alkalmazkodni a kereslethez. Ennek oka lehet
a termelés atstrukturalasa, Gjabb eréforrasok bevondsa (példaul 4j tizemek €pitése) vagy
az informaci6szerzés iddbeli korlatozottsaga (példaul piackutatasok idGigényessége). Ekkor
az dralkalmazkodast leird differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezd alakot olti:

p(?) = MD(p(7)) - MS(p(z - 7)). 3

A (3) egyenletrendszer késleltetett tagot is tartalmaz, ezért nem alkalmazhatok ra a
kozonséges differencidlegyenletekre kidolgozott modszerek. Elemzésiik bonyolultabb
eszkozoket igényel, ezeket tekintjiik 4t majd vazlatosan a Késleltetett differencidlegyenl
letek cimd fejezetben, kiilonos tekintettel a stabilitasi kérdésekre. Mindkét rendszer kvalitall
tiv tulajdonsigainak vizsgélatdhoz alapvet§ fontossagui a kovetkezd fogalom:

5. definici6. Ha p(¢) = p° és igy p(z) =0, akkor a p® vektort a gazdasag egyensiilyi
pontjdnak nevezzik.

Lathat6, hogy az egyensilyi pontot reprezentalé p° a gazdasag egyenstlyi dllapotal
hoz tartozé arvektor, igy a stabilitdsi vizsgilatokban kitlintetett szerepet jatszik. A
gazdasag stabilitasi jellemzdinek vizsgalatakor a rendszernek két f6 tulajdonsagat kell
megvizsgalnunk. Egyik az egyensulyi pont lokdlis stabilitdsa, amely arra vonatkozik,
hogy ha a rendszer valamilyen kiilsé hatas kovetkeztében (példaul a preferencidk vagy
a technolégia valtozasa) kimozdul az egyensilyi pontbdl, de annak kis kornyezetében
marad, akkor visszatér-e oda (legaldbbis kozelit-e a kérdéses egyensulyi ponthoz),
vagy eltdvolodik onnan. A maésik a rendszer globdlis stabilitdsa, amely azt jelzi, hogy
barmilyen arvektorbodl kiindulva, a kereslet és kinalat jatéka egyensulyi pont felé terell
li-e a gazdasigot. Lathatd, hogy a kéttipusu stabilitdsi tulajdonsdg nem ekvivalens.
Még egyértelmi egyensilyi pont esetén is csak a globdlis stabilitdsbol kovetkezik a
lokalis stabilitds. Forditva ez nem teljesiil (hiszen egy nemlineéris rendszer tartalmazi
hat példaul instabil hatarciklust vagy kaotikus tartomanyt), emiatt mindkét stabilitasi
tulajdonsag vizsgélatra szorul.

Aralkalmazkodas késleltetés nélkiil

Ebben a részben, az dsszehasonlithatésag érdekében, megkiséreltiink 6sszefoglalni a késO
leltetést nem tartalmazo, szimultdn dralkalmazkodasi szaballyal jellemezhet§ gazdasdgok
stabilitasi tulajdonsdgaival kapcsolatos néhany eredményt. Ehhez nagymértékben tdmasz
kodtunk Zalai [1989] munk4jara, amelyben a késleltetés nélkiili esetre vonatkoz6 4llital
sok bizonyitassal egyiitt megtaldlhatok.

Ha a legegyszeridbb esetet tekintjiik, azaz olyan gazdasagot vizsgalunk, amelyben csak
egyetlen termék van forgalomban, az egyensulyi pont lokalis és a rendszer globalis stabi-
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litdsa egyarant kovetkezik a kiindulé feltételekbGl, mivel az egyvaltozds keresleti fiiggll
vény szigortian monoton csokken, a kindlati fiiggvény pedig szigorian monoton ng.

Egy olyan gazdasag lokalis és globalis stabilitasi jellemzdinek vizsgilata, amelyben
tobb termék van forgalomban, més eszkozoket igényel. Az egyensulyi pont lokélis
stabilitdsanak vizsgalata elvégezhet§ a lokalisan linearizalt rendszer egyensulyi pontjall
nak stabilitasvizsgalataval. A globalis stabilitas vizsgalatdnak hatékony eszkodze viszont,
némi kiegészitéssel, a Ljapunov-fiiggvények modszere. Ez utébbi technikdhoz kihaszl
nalhat6, hogy a gazdasdgot jellemz§ 4ralkalmazkodasi szabdly explicite id6fiiggetlen,
elsérendd, autondm differencidlegyenlet-rendszer, vagyis megoldasai dinamikus rendll
szert alkotnak.

Els6ként a lokélis stabilitds kérdését vizsgaljuk. Tekintsiik a (2) dralkalmazkodési egyenl
letet! Alkalmazzuk a szigorubb 4rnormalizalasi eljardst, azaz Walras [1874] nyomén
rogzitsiik az n-edik termék arat egységnyinek, p, = 1. Ezzel az n-edik termék értelmezl
het6 egyfajta leegyszerdsitett pénzfogalomként. Ekkor teljesiil a kovetkezd Metzler [1945]0
t6l szdrmazo Allitas:

1. tétel. Ha a p° egyensiilyi pontban teljesiil az dltaldnos helyettesithetGség, akkor a
pi() =1, Z,(p(1), i = 1,2,...,n, p, = 1 aralkalmazkodasi szabdllyal jellemzett gazdasag
p° egyensilyi pontja lokalisan aszimptotikusan stabil.

A globdlis stabilitas vizsgalatdhoz tekintsiink eldszor egy alapvet6 fontossagu allitast,
amely a gazdasag struktirajat jellemzi (Arrow és Hahn [1971] 285. o.)!

2. tétel. Ha teljesiil a Walras-torvény, akkor a (2) rendszer megoldasai korlatosak.

Kéttermékes gazdasagban, a fenti tétel értelmében, a Walras-tdrvény garantélja a rendll
szer globdlis stabilitasat (Arrow-Hahn [1971]). Késleltetett aralkalmazkodés esetén azonl
ban, mint azt majd latni fogjuk, ez a kedvezd tulajdonsdg nem 4all fenn. Kett6nél tobb
termék forgalma esetén, késleltetés nélkiil is, egyéb kiegészits feltételekre van sziikség.
Ilyen kiegészit6 feltétel lehet példaul az egyensiily lokalis stabilitasat is biztositd altalanos
helyettesithetGség feltétele. Errdl szol az Arrow-Block-Hurwicz [1959] nevéhez {izddd
3. tétel.

3. tétel. Ha az altalanos helyettesithetGség minden pontban fenndll, akkor a p(¢) =
= MZ(p(t)) aralkalmazkodasi szaballyal jellemzett gazdasag globalisan stabil.

Lathat6, hogy a késleltetés nélkiili esetekben az unicitast garantalé feltételeket némileg
kiegészitve biztositott a rendszer stabilitdsa. A késleltetést is tartalmaz6 gazdasdgokban
azonban az altaldnos helyettesithetGség feltétele nem garantilja sem az egyensuly lokalis,
sem a gazdasig globdlis stabilitdsat. Miel6tt mindezt részletesebben elemeznénk, tekintl
siik at a késleltetett differencidlegyenletek stabilitdsvizsgalatdval kapcsolatos f6bb modO
szereket!

Késleltetett differencialegyenletek

Késleltetéssel kapcsolatos jelenségek tomegével fordulnak eld kiilonboz6 tudomanyterill
leteken. Az ezekhez kapcsol6dd matematikai modszertan kidolgozasara azonban csak az
1950-es években kertilt sor. Ennek egyik oka, hogy mig a kézonséges differencidlegyenil
letekkel (Ordinary Differential Equation - ODE) leirhat6 folyamatok esetében a rendszer
véges szabadsagfoka véges dimenzids problémat indukal, addig a késleltetést is tartalmal
z6 rendszerek végtelen dimenzids problémédhoz vezetnek. Ennek szemléltetésére tekintll
siik a legegyszertibb formdju linearis késleltetett differencidlegyenletet (Delay-Differential
Equation - DDE):

x(1)=x(t-1), 4
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ahol x(f) € R skalaris valtoz6, a késleltetés egységnyi, ¢ pedig folytonos. Ha a megoldast
x(f) = Ke* alakban keressiik és behelyettesitjiik a (4) egyenletbe, akkor a kovetkezGt
kapjuk:

AKe* = e Ke* = A-e?=0. 5)

A (5) osszefiiggés a (4) késleltetett differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete,
amelynek végtelen sok komplex megoldasa van. Ebb6l a példabol jol latszik, hogy a
kozonséges differencidlegyenletekre vonatkozd elmélet altalanositidsa a végtelen dimenl
zi6s fazistérre nem trividlis: olyan eszkdzoket igényel, amelyeket funkciondl-differencill
dlegyenletekre (Functional Differential Equation — FDE) dolgoztak ki. A tovéabbiakban
tekintsiink at néhany, a késdbbi elemzés szempontjabol alapvets fontossdgu definicidt és
allitast!

Tekintsiik a kovetkezd strukturat! Legyen r > 0 adott valds szam, és R" egy n-dimenzill
6s vektortér a valds szamtest felett az euklideszi-normaval. Legyen tovabba C([a,b],R")
az [a,b] zart intervallumbdl R"-be képezd folytonos fiiggvények Banach-tere (az egyenlell

fliggvény norméja: ||8]|= sup |6(0)|. Legyenmég c € R, 0>0ésxe C(lo-r,0 +
Oe[-r.0]

+ 0], R"). Ekkor minden ¢ € [0, 0 + O] esetén definidljuk az x e C([-r,0],R") figgl
vényt a kovetkezOképpen: x,(0) =x(t+0), ahol -r <6 < 0.

6. definici6. Ha f:U — R", ahol U c R X C([-r,0],R"), adott fiiggvény és a felsd pont
t-szerinti, jobb oldali derivaltat jelol, akkor az

x(t) = f(t,x,) (©)

Osszefiiggést késleltetett funkciondl-differencidlegyenletnek (Retarded Functional Differll
ential Equation — RFDE) nevezzik.

Ha r véges szam, akkor a késleltetés korlatos. Ha r = +oo, akkor x(¢) id6beli valtozall
sdra a mult minden eseménye hatdssal van. Ez utébbi eset tobb olyan problémat felvet,
amellyel e tanulmanyban nem foglalkozunk, bar a késdbbi allitisok egy része erre az
altalanosabb esetre is érvényes.

7. definicié. Az x fliiggvényt a (6) késleltetett funkciondl-differencidlegyenlet megolll
ddsdanak nevezzik a [c - r, ¢ + Q) intervallumon, ha 1étezik olyan ¢ € R és Q > 0, hogy
xe (([o -r, o + Q),R"], valamint (¢,x) € U és x(r) kielégiti a (6) egyenletet minden
te [o,0 + Q] esetén.

8. definici6. Legyen o € R és &€ C([-r, 0],R") adott. Ekkor az x(z,0,8) fiiggvényt
a (6) késleltetett funkciondal-differencidlegyenlet megolddsdnak nevezziik a o-beli & kezll
deti feltétellel, ha létezik olyan Q > 0, hogy x(t,0,8) a (6) késleltetett funkcional-diffel
rencidlegyenlet megolddsa a [0 - 7,0 + Q) intervallumon és

x,(0,8) = 6. )

Ha a (6) egyenletben az f fliggvény folytonos és f(z,6) kielégiti a lokalis Lipschitzll
feltételt 6-re U minden kompakt halmazan, akkor a (6)-(7) rendszer megoldasanak lokal
lis egzisztencidja, unicitdsa és a kezdeti paraméterektdl vald folytonos fiiggés igazolhatd
(Hale [1977] 37. o0.). A megoldas kiterjesztése Gjabb megfontoldsokat igényel (Hale
[1977] 42. o.).

Lathatd, hogy a (6) egyenletben megadott dltalanos forma magédban foglalja az r = 0,
x(1) = fix(@) és x() = fit,x(@),x(¢ - 7,(8),....X(¢ - Tp(l))), 0< Tj(l‘) <rj=1,.,p
egyenleteket, azaz a kozonséges differencidlegyenletek és késleltetett differencidlegyenl
letek ltalanos eseteit.
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A kozonséges differencidlegyenletek stabilitdsi fogalmai altalanosithatok a késleltetett
funkcional-differencialegyenletekre.

9. definicié. Tegyiik fel, hogy f(z,0) = 0, V¢ € R-re. A (6) egyenlet x = 0 trivialis
megoldasa Ljapunov-értelemben stabil, ha minden ¢ € R-hez és € > 0-hoz 1étezik olyan
6 = 0(0,¢), hogy minden ¢ > o-ra és ||8]| < §-ra || x,(0,8) || < € teljesiil.

10. definicio. A (6) egyenlet x = 0 trividlis megoldasa aszimptotikusan stabil, ha
Ljapunov-értelemben stabil, és minden o € R-hez létezik A = A(c) > 0, hogy minden

|8]| < A-ra lim || x,(0,8) || =0 is teljesiil.
t—>+oo

1. megjegyzés. Legyen y(¢) a (6) egyenlet barmely megoldasa. Ekkor y (aszimptotikul
san) stabil, ha a z(z) = f(¢,z, +y,) — f(t,y,) transzformalt egyenlet z = 0 trividlis megoll
désa (aszimptotikusan) stabil.

A linedris autonom rendszer altalanos alakja a kovetkezé:

X(1) = L(x,), @®)

ahol L : C — R" folytonos linedris funkciondl. Ekkor a Riesz-féle reprezentdcios tétel
(14sd Riesz-Szokefalvi Nagy [1988] 76. o.) értelmében (8) a kovetkezéképpen irhatd:
0
X(1) = _[[dq(O)]X(t +0), )
ahol ¢ egy n X n-es matrix, amelynek elemei a (-o,0] intervallumon értelmezett, korlall
tos valtozasu fiiggvények, az integrél jel pedig Stieltjes-integrdlt jelol.
11. definicié. A (9) egyenletnek megfelel§ karakterisztikus fiiggvény:

0
P(A) = de{z.l— j ewdq(e)} (10)

ahol I, egy n X n-es méretl egységmatrixot jelol, A pedig komplex szam.

A karakterisztikus fiiggvényt megkaphatjuk Laplace-transzformdcio alkalmazasaval vagy
az x(f) = Ke* alakid megoldas (9) egyenletbe helyettesitésével.

12. definicié. A (9) egyenletnek megfeleld (10) karakterisztikus fliggvényt stabilnak
nevezzik, ha a {A:Re 1 >0, P(1) = 0} = &, azaz P(A) minden gyokének valds része
negativ.

Mig kozonséges differencidlegyenletek esetében a karakterisztikus fiiggvény stabilital
sa és a trividlis megoldas aszimptotikus stabilitdsa ekvivalens, addig késleltetett funkciol
nél-differencidlegyenletek esetében nem ilyen egyszerd a helyzet. A késleltetett funkcioll
nal-differencidlegyenletek azon osztalya, amelyek esetében ez az ekvivalencia fennall, a
kovetkezd feltétellel hatdrozhaté meg (Stépdn [1989] 6. o.):

0
Iv>0: [er|dn @) <+,  kj= 1. (11)
Definidljuk most a komplex szamtest egy részhalmazat a kovetkezSképpen: R =
={A:Reld =>-v +¢,|A| < H}, ahol € és H elegendGen kicsi, illetve elegendSen nagy valds
szamok. Sziikség van még egy fontos definicidra.
13. definicié. Legyen a komplex szamsikon:

() A=He®i=y-1,HeR. pe (_ZZ)

(g): A=io, e (0,H),
(g): A=iw, e (-H,0).
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3

A (9= U(gk) gorbét Bromwich-kontiirnak nevezzik.

k=1

4. tétel. (Stépdn [1989] 14. o0.) A (11) feltételt kielégitd (10) karakterisztikus egyenlet
pontosan akkor stabil, ha

P(iw) # 0, o € [0,) és lim L&(A)dﬂp =0. (12)
Hov= o P(A)  dA

A tétel elsé fele azt mondja ki, hogy a karakterisztikus fiiggvénynek nem lehet gyoke
a képzetes tengelyen. A Bromwich-kontir menti zart gdrbén vett integral hatarértéke
pedig a Cauchy-féle reziduumtétel (Copson [1935]) értelmében (N - p)2xi, ahol N a zart
hurkon beliili gyokok, p pedig a pdlusok szdma (multiplicitassal egyiitt). Mivel H — +eo,
a hurok korbefogja a teljes jobb oldali félsikot. Ezenkiviil megmutathatd, hogy a (11)
feltétel fennallasa esetén P(A) analitikus és regularis X-ben (Stépdn [1989] 14. 0.), ezért
p = 0. A karakterisztikus fiiggvény stabilitdsanak feltétele pedig az, hogy egyetlen gyol
ke se essen a jobb oldali félsikba, azaz N = 0 legyen.

A 4. tételbeli feltételeknek szemléletes geometriai jelentésiik is van. Ha leszirnank egy
gombostlt a komplex szdmsikon az origdba, és lefektetnék egy fonalat zart hurokban
PA)|,. © kontirja mentén e sikba, akkor a fonal mindkét irdnybdl tobbszor is megkeriill
hetné a gombostit. Ha a fonalhurkot el tudjuk hiizni a gombostiitdl ugy, hogy nem akad
meg benne, akkor P(4) stabil.

A (12) feltételbeli integral kiszamitadsaval (ami kordntsem egyszerd) a kdvetkezd fonl
tos tételhez jutunk:

5. tétel. (Stépdn [1989] 26. o.) Tekintsiik a (8) linearis, autoném késleltetett funkciol
nal-differencidlegyenletet a (11) feltétellel. Ennek a rendszernek a karakterisztikus fiigg
vénye (10) alakd. Definidljuk a kovetkez$ valds fliggvényeket: R(w) = Re P(iw) és
W(w) = Im P(iw), ahol w € [0;e0). Jeldlje tovdbba rendre p, >...2p 20€s 0,2 ... 20, 2
> 0, R(w) és W(w) nem negativ valds gyokeit. A (8) késleltetett funkcional-differenciall
egyenlet x = 0 trividlis megoldasa akkor és csak akkor stabil, ha

n =2m,
W(p,) # 0, k=12,..,r,

r

Y (D sgnW(p,) = (-1)"m;

vagy
n=2m+1,
R(o)) # 0, k=12,.,5-1,

R(0) > 0,
Si(—l)k sgnR(o,) + %((—1)5 +(=D")+(=D"m =0,

k=1
ahol m nem negativ egész.

Az 5. tétel alkalmazasat szemléletessé teszi, ha konkrét egyenlettipusra vonatkozdan
meghatarozzuk a stabilitasi hatarhelyzeteket a rendszer paramétereinek fliggvényében,
és ezeket grafikusan abrazolva (stabilitdsi térkép) koriilhataroljuk az aszimptotikusan
stabil és instabil tartomanyokat. Az aszimptotikus stabilitds hatdrgdrbéi a paramétertérll
ben (amely gyakran sik, vagy sik metszet) a karakterisztikus fiiggvény tisztan képzetes
gyokeinek 4dbrazoldsaval hatdrozhatok meg (Stépdn [1998]). Ennek a mddszernek a bel
mutatdsahoz tekintsiik a kdvetkezd skaléris késleltetett differencidlegyenletet:

§(1) = pa x(6) - pf x(t - ), (13)
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ahol o, 3,1, konstans. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket és valtozokat:
T= 1, g= dg _1ds . lg’, ¥W(T)=x(1T), A =-uot? és B=-upr:. (14)
T a tdl 7
Ekkor a (13) egyenlet, 4j valtozokkal és jelolésekkel, a kdvetkezd alakot Olti:
y'(T)+ Ay(T) = By(T -1). s)

A (15) egyenlet y = 0 egyensulyi pontjanak stabilitidsvizsgéalata ekvivalens a (13) egyenlet
x = 0 egyensulyi pontjanak stabilitdsvizsgalataval. A (15) egyenlet karakterisztikus fiiggl
vénye: P(A) = A> + A - Be*, amely ha A = iw, (i =+-1), tiszta képzetes és ¢® =
= cos(w) - i sin(w), akkor a kovetkezd alakban irhatd:
P(iw) = -@* + A - B(cos(w) - i sin(w)),

ahol w a rendszer sajdtfrekvencidja.

A tisztan képzetes gyokoket ugy hatarozhatjuk meg, hogy megoldjuk a kovetkezd, a 5.
tételben bevezetett jelolésekkel felirt egyenletrendszert:

R(w) =0 Ww) = 0. (16)
A (15) egyenlet esetében ez a kovetkezGképpen alakul:

R(w) = -&* + A-Bcos o = 0,
W(w) = B sin(w) = 0.

Ennek megoldésa a paraméterekre nézve: B = 0 és A > 0; vagy (-1)) B = A - j*n? és
o =jr,j=0,1,2,.... Ha iz =k, és % =k, , akkor az 5. tétel alapjan megrajzolhat a
b3 b4
rendszer stabilitasi térképe (az . dbrdn S jeloli a stabil tartomanyokat).

1. dbra
Stabilitasi térkép a (15) egyenlethez

Ciklikusan visszatérd, novekvd stabil tartomanyok, amelyekbe belemetsz egy specidlis paraméterek esell
tén ad6dd, egyenletre jellemz$ egyenes.

Tegytik fel, hogy o< 0, B> 0, u>0és t> 0. Ekkor a k, = ﬁko egyenes negativ
o

meredekségi, azaz az 1. dbrdn lathaté médon helyezkedik el. Az abrardl leolvashatd,
hogy az egyenstlyi pont lokalisan aszimptotikus stabilitidsdnak sziikséges feltétele, hogy
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|B| <0,6]c| legyen, mert a rendszer paramétereit megjelenitG egyenes csak ebben az
esetben metsz bele legaldbb egy stabil tartomédnyba. Ha ez a feltétel teljesiil, akkor az
egyenes és a hatargérbék metszéspontjainak meghatarozasaval megadhaté a (13) egyenl
let x = 0 egyensulyi pontjanak lokalisan aszimptotikus stabilitasi feltétele (sziikséges és
elégséges):

(h+Drm o> hm
NSRS J- @+ )" p)’

|B| <0,6]c]| és

aholh = 2j + 1,j = 0,1,2,....

Hasonld, késleltetett rendszerek vizsgalatandl problémat okozhat, hogy tobbvaltozds
esetben altaldban nem adhatd zart alakban sziikséges és elégséges feltétel az egyensulyi
megoldas aszimptotikus stabilitdsdra, mint az imént targyalt egyvaltozos esetben. Ennek
oka, hogy a karakterisztikus fiiggvény determindnsanak kifejtése n-ed, illetve (n - 1)-ed
foku transzcendens egyenletekhez vezet. Tekintsiik a kovetkez§ linearis késleltetett diffel
rencidlegyenlet-rendszert:

(1) = Lx(t) — Kx(t - 7), (17

ahol L és K egy-egy n X n-es konstans matrix. Ekkor a karakterisztikus fiiggvény a
kovetkez§ alakot olti:

n-1 n-1 n
P()=detlIA-L+Ke™)= 2"+ al + 3 b e + Y ce . (18)

i=0 Jj=1 k=1
A (18) fiiggvénybdl adddd (16) egyenletrendszer megolddsa, amely a sziikséges és
elégséges stabilitasi feltételt megadnd, gyakran csak numerikusan oldhaté meg. Konstrull
alhatunk azonban zart alakd, elégséges feltételt az egyensilyi pont aszimptotikus stabilill
tasara. Ennek szemléltetésére vizsgaljunk meg egy kétvaltozos esetet, azaz a (17)-ben

legyen L és K 2 X 2-es konstans matrix. Ekkor

P(A) = detIA - L + Ke*) = 22 + AL + BAle™ + Ce™ + De?™ + E, (19)
ahol 4, B, C, D, E € R. Ha elvégezzik a A = iw, (i =+/—1) helyettesitést, akkor

R(w) = -w* + Bw sin(wt) + C cos(wt) + D cosQwt) + E
W(w) = Aw + Bw cos(wt) - C sin(wt) - D sinort).

Vizsgaljuk meg az R(w) = 0 egyenlet gyokeit. Ha E > 0, akkor R(0) > 0, ezért az R(®w)
= 0 egyenletnek van péaratlan szdmu pozitiv valés gyoke, azaz r = 2/ + 1, ahol [ =
=0,1,...ép, 2...2p 20 jeloli e gyokoket (a 5. tétel jeloléseinek megfelelGen).

A kovetkez6 fiiggvények R(w)-ra és W(w)-ra alsé becslést adnak: R (w) = -a* - |B|w -
- |C| - |D| + E<R(w)és W(w) = (A- |B))o- |C| - |D| <Ww), Vo >0.

HaE>0és E> |C| + |D|, akkor R () alulrél konkav fiiggvénynek van pozitiv,
valds gyoke, amely kisebb vagy egyenlS, mint R(w) barmelyik pozitiv valés gyoke. Ha
A>0é6sA- |B| >0, akkor W (w) pozitiv meredekség linedris fiiggvény, amelynek van
nem negativ valés gyoke. Ha ezenkiviil a

|Cl+|D|_~|B|+JB*~4(C|+|D|-E)
A-|B| 2

feltétel is teljesiil, akkor W (w) nem negativ valés gyoke kisebb, mint R (w) barmelyik
pozitiv valds gyoke. Mivel W (w) monoton ndvekvd, R (w) pedig a jobb félsikban csokl
kend fliggvény, ezért ahol R (w) = 0, ott W (w) ért€ke pozitiv. Ebbdl kdvetkezik, hogy
ahol R (w) = 0, ott W(w) >0, V@ > O-ra.
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2. dbra
Elégséges stabilitasi feltétel a (19)-hez

R, W,R, W,
800 T

600

400

200

-200

-400 +

-600 t t t {

—R ---w  —R, W,

A karakterisztikus fliiggvény valos (R) €s képzetes (W) részére also becslést adva (R, és W), majd ezeket
o fiiggvényében dbrazolva, konstrudlhatd analitikusan elégséges stabilitdsi feltétel a (19)-hez.

3
Mindezek miatt 2(—1)" sgnW(p,) =—1, vagyis a 5. rétel értelmében, a (17) egyenlet

k=1
x = 0 egyensulyi pontjanak lokalis aszimptotikus stabilitdsahoz elégséges feltétel:

A>0, E>0, A-|B| >0, E> |C| + |D]

és

(ol _—[B+B"=4(C+[P[-E)
A-|B] 2 '

Eddig a lokalis stabilitast a karakterisztikus egyenlet alapjan vizsgaltuk. Altalanositsuk
most az - eredetileg szintén kozonséges differencidlegyenletekre kidolgozott — Ljapunovi
fiiggvények modszerét késleltetett funkcional-differencidlegyenletekre.

6. tétel. (Hale [1977] 105. o0.) Legyen V: R X C([-r,0],R") — R folytonos (Ljapunovil
Junkciondl) és x(t,0,8) a (6) késleltetett funkcional-differencidlegyenlet megoldasa a (7)
kezdeti feltétellel. Definidljuk V-nek a (6) rendszer szerinti derivaltjat a kovetkezSképpen:

‘ 1 . .
Vi (1:8) = im -Vt +1x,,,(,8) =V (1,8)].

Ekkor ha léteznek u,v,w : R, — R, nem csokkend fiiggvények tgy, hogy u(s),v(s) > 0,
ha s > 0 és u(0) = v(0) = 0, valamint
u(| 0)|) SV(,8) < v(|8]),
Vi (t,8) < —w(| 8(0) ),
akkor az x(¢) = f(,Xx,) késleltetett funkcional-differencidlegyenlet x = 0 trividlis megoll

dasa lokalisan aszimptotikusan stabil.
Az egyensulyi pontok lokdlis stabilitdsi tulajdonsagai utdn, ha megvizsgéljuk a teljes
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tér struktirajat, akkor a nemlinedris rendszer globalis stabilitdsara vonatkozdan is vonhall
tunk le kovetkeztetéseket. Példaul autoném rendszerek esetében, mint

x(1) = f(x,), (20)

a Ljapunov-funkciondl specidlis formajat hasznalhatjuk, mivel a rendszer explicit médon
nem fligg az id6t6l. Ha a trivialis egyenstlyi pont stabilitdsa mellett a megoldasok korlal
tosak és az origd ,,vonzd” pont, akkor a globdlis stabilitds is fenndll, hasonléan ahhoz,
amit a késleltetés nélkiili esetben tapasztaltunk. Errdl sz6l a kovetkezd allitas:

7. tétel. (Hale [1977] 119. o.) Legyen V : C([-r,0],R") — R folytonos (Ljapunovil
funkciondl) és a(r),b(r) nem negativ fliggvények Ggy, hogy a(r) — o, ha r — . Ha

a(] 8(0)|) S V(&) és V(&) < —b(| 8(0) ),

akkor a (20) autoném késleltetett funkcional-differencialegyenlet x = 0 trivialis megoldal
sa Ljapunov-értelemben stabil, és minden megoldas korlatos. Ha az el6z§ feltételek melll
lett b(r) pozitiv definit, akkor minden megoldas x = 0-hoz tart, ha t — oo, azaz a rendl
szer globdlisan stabil.

Az el6z6 allitas alkalmazasdhoz vizsgaljuk meg a kovetkezd skalaris egyenletet:

#(t) = A3 (1) + B (¢ — 1), Q1)

ahol A és B konstans és A # 0. Ha V(¢) = — ¢ (O) + j¢ (68)do, akkor (21)(¢>) = —|:¢6(0) +
+ 27B¢3(0)¢3(—r) + ¢6(—r):|, amely egy kvadratikus forma. Ha példdul A <0 és |B| < |4],

4
akkor V(¢) = 2|(12)| és V() < —0°(0)+¢°(—r))?, ezért az el6z6 7. tétel értelmében a
(21) rendszer globélisan stabil.
2. megjegyzés. A 7. tételben a b(| &0)|) fliggvény helyén mas argumentumi pozitiv dell
finit fiiggvény, vagy funkcional is 4llhat. A fontos csak az, hogy a V(x(2)) = <gradV x(t)>
<gradV J(x, )> skaldris szorzatban szerepld két vektor geometriai helyzete ,kikényl
szeritse” az aszimptotikus stabilitast.

Aralkalmazkodds Kkésleltetéssel

Vizsgaljuk meg a késleltetést is tartalmazo (3) aralkalmazkodasi szabalyt! Természetesen
ez a modell az idGkésleltetés komplex jelenségét leegyszertsitett formaban tirgyalja. Az
aralkalmazkodasi folyamat pontosabb megkdozelitése érdekében olyan egyenletet is vizsgalll
hatnank, amelyben a kereslet is némi késéssel reagal a kapott informacidra, amelyet kizall
rolag az arak hordoznak, azaz p(z) = MD (p(z —7,)) - MS(p(¢ —7,)). Ekkor azonban, ha
feltennénk, hogy 7, < 7,, vagyis a fogyaszt6i dont€s meghozatala €s megvalositasa rovill
debb id6t igényel, mint a termeldi dontésé, akkor megfelel transzformacidval (Hale
[1977] 104. 0.) a (3) tipusu egyenlethez jutnank. Ha olyan modellt épitenénk, amelyben
az egyes joszagokhoz kiilonbozd késleltetési idg tartozik, azaz p, = u,Z,(p(?),p(t — 7;)),
i = 1,...,n, akkor az el8z§ alfejezetben ismertetett tételek érvényességi kore 1ényegesen
nem véaltozna, csak az elemzési technika lenne bonyolultabb. Mivel ebben a tanulméanyl
ban a késleltetést is tartalmazd és késleltetés nélkiili gazdasagok kvalitativ tulajdonsagall
inak kiilonbségeire kivanjuk helyezni a hangstlyt, maradunk a (3) tipust aralkalmazkol
dasi egyenlettel jellemezhet§ gazdasidgok vizsgélatanal.
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Egytermékes gazdasdg

Kezdjiik vizsgalatunkat az egytermékes gazdasag vagy izolalt piac elemzésével ugyanl
olyan kiindul6 feltételekkel, mint azt a késletetés nélkiili esetben tettiik! Ekkor, mint azt
a kovetkezd allitdsban megmutatjuk, a késleltetés destabilizdlja a rendszert.

aD(p®) ﬁ;dS(p")
dp R dp

8. tétel. Jelolje a = a (sajat) ar szerinti derivaltakat a p° egyenl
sulyi pontban. Ekkor a p(¢) = uD(p(¢)) — uS(p(t — 7)) aralkalmazkoddasi szaballyal jelO
lemzett, egytermékes gazdasdgban a p° egyensilyi pont lokélisan aszimptotikusan stabil,
ha |B] < |a|, vagy ha |B| > |o] és

' (04 |
arccos E
T<

=.
o
up 1= F
Bizonyitas. Az 1. megjegyzés miatt tekintsiik a p° egyensilyi pont kis kornyezetében
linearizalt, transzformalt egyenletet a 5. tétel jeldléseivel:

X(t) = po x(t) — uP x(t — 7). 22)

Felhasznalva a (14)-ben bevezetett 4j valtozokat és jeloléseket, a (22) egyenlet a kdvetd
kez§ alakban {rhat6:

Y(T)+ Ay(T)+By(T —-1)=0. (23)

Lathat6, hogy a (23) egyenlet y = 0 és a p(t) = uZ(p(t), p(t — 7)) egyenlet p(t) = p°
egyensulyi pontjanak stabilitdsvizsgalata ekvivalens.

A (23) egyenlet karakterisztikus polinomja: P(A) = A + A + Be*. Hatdrozzuk meg a
stabilitasi hatarhelyzeteket, vagyis az el6z6 alfejezetben ismertetett modszernek megfelell
16en vizsgaljuk meg a tisztan képzetes gyokoket, és irjuk fel a (16)-nak megfelel§ egyenl
letrendszert. Mivel P(iw) = iw + A + B(cos(w) - i sin(w)), ezért

R(w) = A + Bcos(w) =0
W(w) = o - B sin(w) = 0. 24)

A (24) egyenletrendszer megolddsa utdn megrajzolhatjuk a rendszer stabilitasi térkél
pét. Mivel A = —uto és B = utf, ezért

B=-b4 (25)

amely az a < 0 kiindulo feltétel miatt pozitiv meredekségi egyenes. Lathatd, hogy amennyill
ben |B| < ||, akkor a (25) egyenes a stabil tartomdnyban marad (3. dbra). Ha || >
> ||, akkor a (25) egyenesnek a fels§ hatargorbével pontosan egy metszéspontja van. A
(24)-(25) egyenletrendszer megoldasaval tehat meghatidrozhaté a metszésponthoz tartod
z0, kritikus késleltetési id6: 7.

Ha a |B| > |a| feltétel fennall, a stabilitasi térképrdl leolvashatd, hogy pontosan
akkor maradunk a stabil tartomanyban, ha
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3. dbra
Stabilitasi térkép a (23) egyenlethez

instabil

Ha a vizsgalt egyenletet jellemzd (25) egyenes meredeksége egynél kisebb, akkor az egyensulyi pont
aszimptotikusan stabil. Ha egynél nagyobb, akkor a hatargorbével valé metszéspontb6l meghatdrozhaté egy
kritikus késleltetési érték az aszimptotikus stabilitds megdrzéséhez.

up. - ?

A kapott stabilitasi feltételekbdl lathat6, hogy a késleltetést is tartalmazd, (3) aralkall
mazkodasi szabdllyal jellemzett egytermékes gazdasidgban, az egyenstlyi pontban, ha a
kereslet drérzékenységére jellemz§ | o] konstans kisebb, mint a kindlat arérzékenységére
jellemz8 |B| konstans, a stabilitds megdrzéséhez az idékésleltetés hosszanak egy bizoll
nyos érték alatt kell maradnia. Ez azt jelenti, hogy ha az ar okozta , kismértékd” keresleti
véltozasokra a kindlat ,,nagymértékd” valtozdsokkal, de késéssel reagal, akkor az egyenll
sulyi 4r stabilitdsa veszélybe keriil. Ha azonban a kindlat arérzékenysége kisebb, mint
a keresleté, azaz || < | a|, akkor a késleltetés nem befolyasolja a stabilitasi tulajdonsall
gokat.?

Tovébbra is egytermékes gazdasagnal maradva, vizsgaljunk meg egy specidlis esetet!
A kovetkezd egyenlettel azt probaltuk modellezni, hogy a kindlati oldal szerepldi — spell
cialis, id6beli informacids aszimmetria esetén — dontéseiket bizonyos idSpontokban (minf
tavételezés-szerd eljarassal) szerzett informacidkra alapozzdk. Mindez annak a jelenségll
nek az absztrakcidja, amikor a vallalatok példaul havonta tartanak piackutatidsokat, vagy
negyedéves statisztikai publikacidkat vesznek figyelembe és dontéseik informaciés bazill
sat csak ezek az adatok képezik. Ekkor egy kevert, folytonos-diszkrét idejii rendszert kell
vizsgalnunk:

2 Mindezek a stabilitasi feltételek nagymértékben fliiggnek az aralkalmazkodasi szabaly megvalasztasitol.
A mar emlitett Brody-féle egyenlet késleltetett, egytermékes valtozata p(r) = uD(p(t))— uS(p(t —7)) példal
ul késleltetés nélkiil dllanddan a stabilitds hatdrdn mozog (ciklikus). Késleltetéssel viszont bizonyos tartomal
nyokban stabilizalhat6, ugyanis linearizalt, transzformalt véltozata (15) alakd. Mint lattuk, ekkor kiilonbozd
stabilitasi intervallumok adhatok a késleltetés hosszdra, és nem csupan egy maximalis érték.
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p(t) = uD(p(0) - uS(p(t,), ahol 1, = jAr, j = 0,1,2,3,... (26)

A fenti kindlati fliggvényben szerepl§ ar a ¢ € [z, intervallumon konstans, At pedig
a két informacidszerzési idGpont kozott eltelt idst jelenti. A (26) rendszer stabilitési
tulajdonsagait a 9. tétel jellemzi.

9. tétel. Tekintsiik a (26) dralkalmazkodasi szabdllyal jellemzett egytermékes gazdasall
got az eldzd 8. tétel feltételeivel és jeloléseivel. Ekkor a gazdasag p° egyensilyi pontja
lokalisan aszimptotikusan stabil, ha |3| < | «|, vagy ha |B]| > || és

1 1+ﬁ
t—t; =AMt <—Inf & (27)
op ﬁ_l
o

Bizonyitas. Az el6z8 8. tétel bizonyitidsaban latottakhoz hasonldan tekintsiik a (26)
egyenlet p° egyensulyi pontja kis kornyezetében linearizalt, transzformalt valtozatat:
(1) = po x(t) - puBx(r,). (28)

Mivel x(f) at e [zt ) intervallumon konstans, a (28) kifejezés ugyanezen az intervall
lumon inhomogén, linearis differencidlegyenlet. Megoldasa tehat felirhaté a homogén és
partikularis megoldasok Osszegeként:

x(t) = Ke**' +£x(tj), ahol Ke R, t e [t;t.,),j = 0,1,2,3,... (29)
o Jjj+1
Tovabbi természetes feltétel, hogy az intervallumok végpontjaiban a (29) megoldas
folytonos maradjon. Ezzel a feltétellel a K konstans meghatirozhat6:

x(t;) = Ke"™ +£)C(l‘j) = K Z(l—ﬁ}ym"‘x(l;‘)- (30)
o o :
A (30) kifejezést a (29) egyenletbe helyettesitve, a megoldas a kdvetkez§ alakot olti:

x(t) = [(1—ﬁ}““<”f> + P (1)) . 31)
o o |

A (31) alakii megoldast a Lo idSpontban felirva, és az intervallum hosszat (Ar = Lo— tj)
is felhasznélva a kdvetkez$ egyenlethez jutunk:

x(lj+1)=|:(1_ﬂ}wm +£ x([j)' (32)
o o |

A (32) kifejezés egy linedris differenciaegyenlet, amelynek x = 0 fixpontja akkor és
csak akkor aszimptotikusan stabil, ha az altala generdlt mértani sorozat konvergens

(Simonovits [1998] 32. 0.), azaz
1-— E Ho At + ﬁ
o a

Ha |B| < | |, akkor a (32) sorozat konvergens Az > O-ra, és ez éppen az allitas els§
fele. Ha || > | a|, akkor a (32) sorozat konvergencidjanak, igy az eredeti (26) aralkalll
mazkodasi szabillyal jellemzett gazdasdg p° egyensilyi pontjanak lokalisan aszimptotil
kus stabilitdsanak is, sziikséges és elégséges feltétele:

<1.




128 Koéhegyi Gergely-Stépdn Gdbor

B

1+~
0<At<—1In o |m
Ho E_l
o

Az 9. tételben adott stabilitasi feltételekbdl lathatd, hogy ha két informacidszerzési
idépont (példaul piackutatds vagy statisztikai publikaci6) kozott eltelt id§ egy kritikus
értéknél hosszabb, akkor az egyensulyi ar instabilld valhat. A tisztin folytonos, 8. tételll
ben targyalt esettel dsszehasonlitva a stabilitasi feltételek hasonlok. A kereslet és kinalat
arérzékenységére vonatkozd |B| < | |, elégséges stabilitasi feltétel azonos. Az egyetlen
kiilonbség, hogy a késleltetés maximadlis hosszat az elsé esetben egy trigonometrikus
kifejezés, a masodikban pedig egy logaritmikus kifejezés adja meg.

A tisztan folytonos idejd x(¢) = po x(¢) — uP x(t — 7) egyenlet, a ,kevert” folytonos-—
diszkrét idejd (26) egyenlet, valamint a tisztan diszkrét idejd pokhaléomodell® stabilitasi
feltételeit a paraméterek fliggvényében a 4. dbra szemlélteti. Annak érdekében, hogy az
eddigiekben targyalt modellek és a tisztan diszkrét idejd modell, amelyben ¢ = 0,1,2,...,
Osszehasonlithatd legyen, a7 = Ar = 1 és u = 1 esetben abrazoltuk o és B paraméterek
Osszefiiggéseit. A harom azonos jelenséget leird, de kiilonb6z6 modellben a stabilitasi
feltételekben tapasztalhat6 eltérések felhivjak a figyelmet a folytonos és diszkrét idSkezell
1és kiilonbségeire.

4. dbra
Stabilitési feltételek a paraméterek fiiggvényében

B

I:, Folytonos-diszkrét D Folytonos - Diszkrét

A tisztan folytonos, a kevert folytonos-diszkrét és a tisztdn diszkrét (pokhalomodellbeli) idSkezelés esell
tén adddott aszimptotikusan stabil tartomanyok az o és 8 paraméterekre nézve (7 = At = 1 és u = 1).

3 Ezekiel [1938] linedris pokhdlomodelljét tekinthetjiik egy diszkrét, nemlinearis modell egyenstily kortil
linearizalt valtozatanak. Ebben a mi jeloléseinkkel a kereslet és a kinalat: D, = uap, és S, = uf p, . Az

egyensilyban D, = S, ezért p, = B p,.,- Az aszimptotikus stabilitds feltétele tehat: || < |e|.
o
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Tobbtermékes gazdasdg

Térjink 4t az altalanosabb, tobbtermékes gazdasig vizsgalatira! Az egyvaltozds eset
elemzése vilagosan kimutatta, hogy a késleltetésnek destabilizalé hatdsa van a gazdasagll
ra. Az egyensulyi pont lokalis, igy a globalis stabilitasi feltételei is kibGviiltek a késleltell
tés nélkiili esethez képest. Tobbvaltozds esetben a helyzet nem ennyire egyszerd. Tekintll
siik el6szor az egyensulyi pont lokdlis stabilitdsanak kérdését, el6bb azonban vezessiink
be néhany jelolést.

Jelolje a keresleti és kinalati fliggvények megfelelS ar szerinti parcidlis derivaltjait a p°
egyensulyi pontban, valamint az ezeket tartalmaz6 n X n-es matrixokat:

0 0
8%.17([)) =d;, aSé;p) =5y, [d,)] = D, [s;,] =S, (33)
J J

ezenkiviil barmely p pontban ugyanezen parciélis derivaltak matrixait Dp és Sp.

Legyen tovabba:

A= _”1d11 - ”2d22’ B = Sy = HyS5,,

C= 'uld12‘u2s21 + lu1512‘u2d21 - ‘ulsnﬂuzdzz - lu1d11‘u2s22’
D= M8 oSy, = M8 0HS), es

E= u1d11u2d22 - :uldu‘uzdzr

Mint az el8z6 alfejezetben lathattuk, tobb véltozd szerepeltetésével altaldban nem adld
hat6 zart alakban sziikséges és elégséges feltétel az egyensulyi pont lokalisan aszimptotil
kus stabilitdsara. Ha ugyanis tekintjik a p(¢) = MZ(p(?),p(t — 7)) = MD(p(?)) —
—MS(p(t —7)) tipusu aralkalmazkodasi szaballyal jellemzett gazdasdgot, a p(f) = p°
egyensulyi pont stabilitasi tulajdonsagait — az 1. megjegyzésnek megfelelGen — elemezhetll
jik az egyensulyi pont kis kornyezetében linearizalt, transzformalt

X(#) = MD x(t) - MSx(f — 7) (34)

egyenlet, x = 0 egyensulyi pontjanak stabilitasvizsgalataval. A (34) egyenletnek megfelel
16 karakterisztikus fiiggvény (18) alakd. Ennek megoldéasa, igy gyokeinek elemzése is,
analitikus eszkdzokkel csak meglehetGsen ritkan lehetséges. Ebben a tanulményban, mint
emlitettiik, az analitikus technikdkra kivanjuk helyezni a hangsulyt, ezért nem tériink ki
a numerikus megoldhat6sag és megoldas részleteire.

Az el8z06 alfejezetben azonban lathattuk azt is, hogy bizonyos esetekben adhat6 analill
tikus dton is elégséges feltétel az egyensilyi pont lokélisan aszimptotikus stabilitdsara.
Errdl szol a 10. tétel.

10. tétel. Ha A > 0, E>0, A- |B| >0, E>|C| + |D| és

|Cl+|D| _~|B|+|B*~4(|C|+|D|-E)
A-|B| 2 '

akkor a p(t) = MD (p(¢)) — MS(p(z — 7)) aralkalmazkodasi szabdllyal jellemzett kétterll
mékes gazdasdgban a p° egyensilyi pont lokdlisan aszimptotikusan stabil, minden 7 > 0
késleltetési érték mellett.

Bizonyitas. Tekintsiik az aralkalmazkodasi szabély p° kornyezetében transzformalt,
linearizalt véltozatit, amely (34) alaki. Ennek karakterisztikus fiiggvénye (19) alakd,
amely stabilitdsdnak elégséges feltételei az el6z6 alfejezetben targyaltaknak megfelelGen
éppen megegyeznek a tételben adottakkal.®

Lathat6, hogy a késleltetés nélkiili eset stabilitasi feltételeihez képest az 10. tételben
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adottak joval erdsebbek, de az elégséges kritérium analitikusan itt is meghatarozhato.
Ketténél tobb termék esetén azonban a karakterisztikus fiiggvény gyokeinek vizsgalatall
val éltalanos elégséges feltétel sem adhatd analitikus dton. Alkalmazzuk tehat az el6z6
alfejezetben targyalt masik technikat, a Ljapunov-funkcionalok médszerét, amellyel konstl
rualhat6 elégséges stabilitasi feltétel. A kovetkezd allitas ehhez a modszerhez kapcsolddik.

11. tétel. Tegyiik fel, hogy d;20 és 5; <0, ha i#jésij=1,..,n, azaz egyfajta
»erds” (de nem feltétleniil altalanos) helyettesithetGségi feltétel teljesiil az egyensulyi
pontban; valamint hogy M'D, maétrix sajitértékeinek van negativ valds része, €s
D; + D, =—H, ahol H pozitiv definit matrix. Ekkor ha

2
min | d; || min | d; | 2(n—1) max |d, | |> n2( max | s; ) , (35)
i=l,..n i=l,..n t:,j.:l,mn i,j=1,..n

i#j

akkor a p(¢) = MD(p(¢)) — MS(p(t — 7)) aralkalmazkodasi szaballyal jellemzett gazdal
sag p(r) = p° egyensiilyi pontja lokalisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Tekintsiik ismét a vizsgalandd egyenlet p° egyensilyi pontja kis kornyezell
tében linearizalt, transzformalt valtozatit, amely a korabbi jelolésekkel (34) alakd. Jelsld
je x(t,0,8) a (34) egyenlet megoldasat a o-beli & kezdeti feltétellel. Definidljuk az E,
n X n-es matrixot, amelynek f6diagondlisaban a -d,, i = 1,2,...,n elemek vannak, a tobbi
eleme pedig zérus. Ekkor megmutatjuk, hogy

V(t,8) =& ()M '&0) + jéT(O)Eé(O)dO (36)

a (34) rendszerhez tartozé Ljapunov-funkcional.
Ha ugyanis D{ +D, =-H és S] +S, =—G, akkor felirhat6 a (36) kifejezés (34)
rendszer szerinti derivaltja:
17(24)(t, 8) =-38"(0)H&(0) + 8" (0)G &(-7) + 8" (0)E&(0) - 8" (-1)E&(-1).  (37)
A (37) kifejezés értéke a kiindul6 feltételeknek megfelelGen negativ, ha a

H-E lG
2

| (38)
—G E
2
blokkmatrix pozitiv definit.
Keressiink als6 becslést a y'[H - Ely és y'E y kifejezésekre, ahol y € R" tetszéleges vektor.
Felhaszndlva, hogy 2 y,y; < Y (¥} +}), valamint d, < 0, Vi-re és d; >0, i# jre,
kapjuk, hogy

n

y'[H-Ely=-Yd,y; =Y (d;+d,;)y,y, 2 (min | d, | -2(n —l)max |d; DYy} =0 |y [
i=1 i#j i=1
és
YEy= _zdiiyiz 2 (min | d; |)2y,2 =n|y[, ahol 9,n € R.
i=1 i=1
Ekkor lithat6, hogy Vs, (1,8) < ~0f8(0) +| G [[8(0)|[8(~7) - n[d(~7)] és ha

1
o - ZHGH2 >0, (39)
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akkor 1étezik k > 0 pozitiv valés szam, amelyre V(34)(t, 8) < —k(|8(0)|—|8(~7)]|)*, barD
mely 7> O-ra. Mivel |G|/ < 2n max |s; |, ezért ha
i,j=1,...n

2
min | d; || min | d; | -2(n—1) max |d, | >n2(max |'s; ) ,
i=l,..n i=l,..n i,j;l,...n i,j=1,..n

i#]
akkor a (39) feltétel teljesiil.

Ezenkiviil mivel E pozitiv definit matrix, ezért 1éteznek olyan v,K € R pozitiv szall
mok, hogy v| &0) < V(8) < K| 8, tehat V(¢,8) a (34) rendszerhez tartozé Ljapunovll
funkciondl. Ekkor az el§z§ alfejezetben ismertetett 6. tételnek megfelelden a (34) egyenl
let trividlis megoldésa, igy a p(z) = MD(p(z)) — MS(p(z — 7)) aralkalmazkodasi szaballyal
jellemzett gazdasig p° egyensilyi pontja lokélisan aszimptotikusan stabil.®

Az el6z6 tételben szerepld (35) feltétel meglehetdsen szigoru, de viszonylag kdnnyen
ellendrizhetd elégséges feltétel. Az egytermékes gazdasaghoz hasonléan a kereslet arérll
zékenységének dominancidjat koveteli meg a kindlatéval szemben. Ezen beliill megkdvell
teli még a sajatir-hatdsok dominancidjat, a tobbi termék arhatisaival szemben, amely
Ujdonsag az eldzdekhez képest. A (35) feltételen kiviil felhasznaltuk a tételben definialt
»erds” helyettesithetGség feltételét, amely a késleltetés nélkiili gazdasagokhoz képest, a
nem helyettesités esetét kivéve, szintén ijabb megszoritasokat jelent.

Hasonldan a késleltetés nélkiili esethez, az egyenstlyi pont koriili linearizalt rendszer
lokalis stabilitdsdbdl nem kovetkeztethetiink a nemlinedris rendszer globélis stabilitasara.
Ennek vizsgalatdhoz Gjabb megfontoldsokra van sziikség. Err6l szol a 12. tétel, amelyl
nek bizonyitdsdban messzemenden kihasznaljuk, hogy 4ralkalmazkodasi szabalyunk aul
toném késleltetett funkciondl-differencidlegyenletet general.

% 9

12. tétel. Tegyiik fel, hogy az ,erds” helyettesithetGségi feltétel teljesiil minden pontl

ban, azaz M >0 és M <0, hai#jési,j = 1,...,n; valamint hogy M és

38 P, p; 9p;

a"ip) monoton fiiggvények i,j = 1,...,n esetén. Tekintsiik a p(r) = MD(p(?)) —
P

— MS(p(z — 7)) aralkalmazkodasi szabdlyt. Ebben a rendszerben legyen p(z,0,8) megolll

dds a o-beli & kezdeti feltétellel, és vélasszuk meg a (¥;) = Ke R™ negativ szemidefinit,

0
diagondlis métrix elemeit igy, hogy az S” (&~7))M'S(&(-7)) = -2 J ST(&0))A(&0))do

egyenlGtlenség teljesiiljon minden pontban. Ekkor ha

ii ij ii ij

4(nllin |d; | —(n—-1)max |d, |)(r1111n |'s; | —(n—1)max | s, — max |7, |)> Apas  (40)
i=l,...,n i#] i=l,...,n i#] i=l,...,n
ahol A az [S] —D,]'[S, —-D,] szorzatmatrix legnagyobb sajitértéke, akkor a gazdall
sag globdlisan aszimptotikusan stabil.

Bizonyitas. Jelolje E azt az n X n-es, negativ szemidefinit, diagonalis matrixot, amelynek

fédiagonalisaban a 7/,.\ arctg ¢,(0), i = 1,2,...,n elemek vannak, a tobbi eleme pedig

zérus. Ekkor meg fogjuk mutatni, hogy
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V(8) = D" (&0)M'D(&0)) + S” (&~-7))M'S(&-1)) + @
+8" (0)M™8(0)+ [ S (&(0)ES(8(0))d6

a (3) rendszerhez tartozé Ljapunov-funkcional.

Mivel 0 > y,|arctan(¢,(0))| > 2y, ezért a A métrixra vonatkozé feltétel, valamint a
keresleti fiiggvény nulladfoki homogenitidsa miatt:

V(8) =2 D' (&0))M 'D(&0)) + 8" (0)M ' &(0) > a(] &0) |), ahol irga(r) = oo,
Hatarozzuk meg V(&) -nek a (3) rendszer szerinti derivaltjat:
V,,,(8) = D7 (8(0))(D” + D) D(8(0)) - D (5(0))(D” + D) S(8(~1)) +
+87(&(-T))(S} +8,)D(&0)) - 8" (&-1)(S] +8,)S(&-7)) +
+2[D(8(0)) —S(&(~7))1&(0) + S” (&0))ES(8(0)) — 8" (&~7)ES(&(~7)).

Mivel a Walras-torvény miatt [D(&(0)) —S(8(-7))]&0) = 0, atrendezés utdn kapjuk,
hogy

V,(8) =D (5(0)(D” +D,)D(8(0)) + 2D (5(0))(S” + D,)S(5(~7)) -
— ST(&(-0))(S”, +8, +E)S(&(~7)) + ST (80)ES(&(0)).

Ha taldlunk olyan 1,v € R pozitiv szémokat, hogy y'[-(D} + D )ly 21|y, y' (S} +
+S,+E)y>9|y[ é n9>|S, -D, | teljesiilnek, akkor V5 (8) <-n|D(5(0))[* +2
+2 ] S[T, =D, || |D(&(0)) | | S(&(-7)) | =8| S(&(-7)) [ + S”(8(0)ES(8(0)) , azaz létezik k
€ R pozitiv szdm, hogy

Vi5,(8) < —k(| D(8(0)) | - | S(8(=7)) |)* + 8" (8(0)ES(8(0)). (42)
Az als6 becsléshez felhaszndlva, hogy D, és Sp elemei monoton fiiggvények,
2Y yiy; < 2. (3 +Y}), valamint s, > 0, d, < 0,Vi-re és 5, < 0, d, > 0,Vi # j-re, kapjuk:

Y [-D) +D )y =23 d,y; = Y. (d; +d,)y,y; 2

i=1 i)

> Z(imlin |d, |—(n—1)m_3_x|dg |)2yi2 =n|yP
=1,...,n i pn
és

yT[_(S,T, +S,+E)]y 2 ZZS”in + 22713’12 - Z(S,/ +8)9.y; 2
i1 i1

i#j

. < 2 . 2
22(i1_11}}r_}nlsiiI—(n—l)ng;gXIsl-,I—ir}gaﬁlyil)zyi =0yl .

i=1
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Ezért ha

ii ij i ij

4( min |d; | -(n—1)max | d, )( min | s, | —(n—1)max | s, | — max |y, |)> HS; - DPH2
i=1,...n i#j i=l,...n i] i=l,...n

teljesiil, akkor a (41) kifejezés a (3) autoném rendszerhez tartozé Ljapunov-funkcional.
Mivel euklideszi terekben S} — D, H2 megegyezik A__sajétértékkel, ezért ha a (40) feltétel

teljesiil, akkor a 7. tétel és 2. megjegyzés értelmében a (3) rendszer, igy az altala jelleml
zett gazdasdg is globdlisan aszimptotikusan stabil.H

Lathatd, hogy az el6z6 12. tétel feltételei rendkiviil er6sek. Mig a megel6z8 esetekben
a legtdobb megkotés a kereslet és kindlat egyensulyi pont koriili szerkezetére vonatkozott,
most a tér teljes vizsgélt tartominydnak struktirijara adtunk megszoritdsokat. Ezenkiviil
a keresleti oldali sajatar-hatdsok dominancidja mellett, most a kindlati oldalon is megkol
veteltiik a sajatar-hatdsok dominancigjat. A feltételben megjelenik még egy vélasztott
konstanssorozat, amely a késleltetett és nem késleltetett arhoz tartoz6 kinélat eltérésének
nagysagaval all kapcsolatban, és a kindlati oldal arérzékenységekre vonatkozé megkotél
seit szigoritja. A sajatérték megjelenése a feltételek kozott pedig értelmezési problémakat
okozhat. Egy lehetséges interpretacié erre az absztrakt matematikai fogalomra, ha a
kereslet és a kindlat arérzékenységének legnagyobb eltérésére jellemz$ szamként érteld
mezziik. Ekkor a kérdéses (40) feltétel a keresleti és kinalati oldalon - kiilon-kiilon - az
arérzékenységek eltéréseinek dominancidjat koveteli meg a kereslet és kindlat arérzél
kenységeinek egymas kozti eltéréseivel szemben. Igy a feltétel utalhat a fogyasztéi és
termeldi viselkedés kiilonbozdségének, illetve sokszintiségének sziikségességére a stabill
litds érdekében.

Meg kell jegyezniink még, hogy a tételben szerepld 8, és dl./. parcidlis derivaltak egyl
egy pontbeli fiiggvényértékek, igy implicite feltételeztiik, hogy a megfeleld maximul
mok, illetve minimumok minden pontban 1éteznek. Ezzel leszikitettik a lehetséges kell
resleti és kindlati fiiggvények osztalyat, hiszen biztositanunk kellett, hogy legaldbbis a
lehetséges arvektorok halmazan a derivalt fiiggvények minden pontban értelmezve lell
gyenek. Ekkor azonban kizartuk annak lehetGségét, hogy egyes termékek irant egy kritill
kus sajat ar felett egyaltalan ne legyen kereslet, illetve hogy bizonyos sajat ar alatt ne
legyen kindlatuk. Kizartuk ezzel a szabad joszag esetét is, vagyis hogy a kereslet egy
elegendGen kicsi (példaul zérus) sajat arnal végtelen nagy legyen. Mindezekre megoldast
jelenthet, ha a lehetséges arak tartoményat a keresleti és kinalati fiiggvények értelmezési
tartoméanyainak metszetére szdkitjiik, azaz nem engedélyeziink olyan ,kikialtasi” arat
(kiindul6 allapotot), amelyhez nem tartozik meghatarozott kereslet, illetve kindlat egyill
dejtileg. Mindezek matematikai szempontbdl szigord megszoritasokat jelentenek, azonl
ban kozgazdasagi tartalmuk relevansnak tekinthet. Gondoljunk arra a gyakran targyalt

esetre, amikor lin% D,(p) = oo, lim D;(p) =0, lim §;(p) =+ éshap, = 0, akkor S(p) =
pi— Pi—ee Pi—e

=0,i = 1,...,n-re. Ekkor az elemzést a p, € (0;+c), i = 1,...,n nyilt intervallumra kell
leszdkiteniink, amely minddssze annyit jelent, hogy a kiinduld arak kozil kizarjuk a
végtelen arakat (a zérus arakat mar a kiindul6 feltételeknél kizartuk).

Osszegzés
Az altalanos egyensulyelmélet négy alapkérdése (egzisztencia, unicitds, hatékonysag,

stabilitas) koziil a versenyzdi gazdasag stabilitasi tulajdonsagait vizsgaltuk meg részletell
sebben. A gazdasag dinamikajanak leirdsdhoz olyan aralkalmazkodasi szabélyt valasztot-
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tunk, amely szerint az arak véltozasa aranyos a tilkereslettel, azonban — a hagyomanyos
neoklasszikus allasponttal szemben - a kindlat egy korabbi idSpontbeli artol fiigg, ezért
csak némi késéssel tud alkalmazkodni a kereslethez. A késleltetett dralkalmazkoddsi szall
bdly bevezetésével feloldhatova valt az iddbeli tokéletes informéltsag, illetve a szimultin
reakciok feltétele.

A késleltetés nélkiili gazdasagok stabilitdsaval kapcsolatos legfontosabb eredmények és a
sziikséges matematikai modszerek Osszefoglaldsat kovetGen megmutattuk, hogy a késleltell
tés a versenyzdi gazdasigra destabilizald hatdssal van, mivel a szimultdn modell stabilitasi
feltételei a késleltetett modellben nem garantaljak a stabilitast. Ehhez elsGként egy absztrakt
egytermékes gazdasidgot vizsgiltunk, amelyben kétféle aralkalmazkodési modellt épitetd
tiink. Az elsé tisztan folytonos id6t és konstans késleltetést feltételezett. A masodik viszont
azt a specidlis jelenséget hivatott modellezni, amikor a termel8k csak bizonyos id6pontokl
ban szerzik be a dontéseik alapjaul szolgald informaciot, mig a fogyasztok igényei idGben
folytonosan véltoznak. Mindkét esetben azt lattuk, hogy amennyiben a keresleti oldal érzél
kenyebben (nagyobb mennyiségi valtozasokkal) reagal az ar valtozasaira, akkor az egyterll
mékes gazdasag stabil, azonban ha ez a feltétel nem teljesiil, akkor a stabilitidshoz sziikséll
ges, hogy a termeldi reakcidkat befolyasol6 id6késleltetés hossza egy bizonyos maximalis
értéknél kisebb legyen, azaz a termelSk ne til nagy késéssel alkalmazkodjanak a fogyasztdi
igényekhez. A maximélis értéket meghatdroz formula a kétféle modellben kiilonbozd,
ami felhivja a figyelmet a folytonos és diszkrét id6kezelés kiilonbségeire.

Tobbtermékes gazdasidgok vizsgalatakor egyfeldl, mint ramutattunk, problémat jelent,
hogy zart alakban altaldban nem adhat6 sziikséges és elégséges stabilitasi feltétel késleltetés
esetén. MasfelSl, mint lattuk, analitikus uton is adhat6 elégséges feltétel a versenyz6i gazll
dasdg stabilitdsara, amely ugy tesz megkotéseket a gazdasagi szerkezetre, hogy azok a
gazdasag stabilitasit minden id6késleltetési érték mellett biztositsak. Megmutattuk, hogy
az egyensulyi drak lokalis stabilitasat biztositja, ha a kiindul¢ feltételek mellett az egyensull
lyi pontban egyrészt érvényesiil egyfajta ,,erds” helyettesithetGség, azaz minden egyes terll
mék kereslete csak néhet, kindlata pedig csak csokkenhet, ha egy masik termék ara nd,
madsrészt az arérzékenységek kozott szigori kvantitativ Osszefiiggés érvényesiil, amely két
dolgot takar: I. a kereslet arérzékenysége nagyobb, mint a kindlat arérzékenysége; 2. a
keresleti oldalon a sajatar-hatdsok dominansak a keresztarhatdsokkal szemben.

A tobbtermékes gazdasag globdlis stabilitasi tulajdonsdgainak vizsgalatakor szintén az
egyensulyi pont korili viselkedésb6l indultunk ki, majd megszoritasokat adtunk a teljes tér
struktirajara. A lokdlis stabilitasi feltételeken kiviil ebben az esetben a kindlati oldalon is
meg kellett kdvetelniink a sajatar-hatdsok dominancidjat, valamint a keresleti, illetve kinall
lati oldalon beliil, kiilon-kiilén, az drérzékenységek eltérésének dominancidjat, a kereslet és
kindlat arérzékenységeinek egymas kozotti maximalis eltérésével szemben. Az utébbi fell
tétel a termelGi és fogyasztoi viselkedés sokszintiségének sziikségességére utal.

A bemutatott matematikai modszerek, valamint a kapott eredmények kiindulsi alapot
jelenthetnek késleltetést is tartalmazé modellben végzett bifurkaciészamitdsokhoz, azol
kon keresztiil pedig a gazdasag kaotikus viselkedésének tanulmanyozdsihoz, illetve 6sszell
tettebb dralkalmazkodési modellek konstrukcidjahoz.
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