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ESO PETER-SIMONOVITS ANDRAS

Optimalis jaradékfiiggvény tervezése
rugalmas nyugdijrendszerre

Ez a dolgozat a mechanizmustervezést alkalmazza a rugalmas nyugdijrendszer (nem[]
linearis) optimalis jaradékfliiggvényének kiszamitasara. Foltessziik, hogy az egyéll
neknek maganinformaciojuk van sajat varhaté élettartamukrol. A kormanyzat célja:
egy olyan nyugdijmechanizmus (jarulékkulcs és a szolgalati id6t6l fiiggé jaradékl]
fliggvény) tervezése, amely maximalizal egy tarsadalmi joléti fliiggvényt, és kielégit
egy tarsadalmi koltségvetési korlatot. Mivel a kiilbnb6z6 varhato élettartamu egyél]
nek optimalizalasi feladata fiigg a jaradékfiiggvénytdl, a kormanyzatnak figyelembe
kell vennie az érdekeltségi feltételeket.

E feladat megoldasat kiilonféle tarsadalmi joléti fliggvények esetére adjuk meg.
Utilitarizmus esetén a megoldas egy teljesen rugalmatlan rendszer, amelyben min[J
den egyén egyforma életkorban, egyforma éves nyugdij mellett vonul nyugdijba, és
meglepé mdédon, a teljes informacioju, els6 legjobb megoldas megvalésithaté. Ha
azonban a tarsadalmi joléti fliggvény szigoruan konkav, akkor a varhatéan révidebb
élettartamu egyének korabban mennek nyugdijba, és a nyugdijuk kevesebb, mint az
els6 legjobb megoldasé. Az optimalis nyugdijrendszerben a varhatéan révidebb élet(]
tartamu egyének ,.tamogatjak” a varhatéan hosszabb életiieket. Kiszamitjuk az optill
malis jaradékfiiggvényt allando relativ kockazatkeriilési egyutthatéju (CRRA) hasz[]
nossagfiiggvényre és realista paraméterértékekre, valamint ismertetjiilk a numerikus
eredményeket.

Journal of Economic Literature (JEL) kéd: D82, D91, H55.

1. Bevezetés

Bar egyre tobb helyen egyre jobb egészségben egyre tovabb élnek, az emberek egyre
hamarabb mennek nyugdijba. Példaul Coile-Gruber [2000] szerint az Egyesiilt Allamok{
ban 1950-ben még a 62 éves férfiak 81 szazaléka dolgozott, 1995-ben ez az arany 51
szdzalékra esett vissza (mellesleg az Egyesiilt Allamokban 62 év a minimélis, 65 év a
normalis nyugdijkorhatdr). E jelenség gyakori magyardzata az, hogy sok orszidgban a
nyugdijszabalyokat rosszul tervezték (Stock-Wise [1990], Samwick [1998], Gruber-Wise
[1999]). Ez a hiba egyebek mellett veszélyezteti a tb-rendszerek fenntarthatésagat. Ezért
nagyon fontos, hogy e nyugdijszabédlyokat ugy javitsuk meg (példaul a nyugdijkorhatar
emelésével), hogy a tb-rendszer fenntarthat6 maradjon, mikdzben mas célok: biztositas,
méltadnyossag és az egyéni kiilonbségek figyelembevétele szintén megvaldsuljanak.
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Ebben a dolgozatban az optimalis rugalmas nyugdijjaradék tervezését azon feltétel
mellett mérlegeljiik, hogy az egyéneknek maganinformacidjuk van sajat varhat6 élettarll
tamukrol. A kormanyzat célja: olyan nyugdijszabalyokat (jarulékkulcsot és jaradékfiiggll
vényt) tervezzen, amely maximalizal egy tarsadalmi joléti fiiggvényt, és kielégit egy
tarsadalmi koltségvetési korlatot. Mivel a kilonboz6 varhaté élettartami egyének optill
malizalasi feladata fiigg a szabalyoktol, a kormanyzatnak figyelembe kell vennie az érdell
keltségi feltételeket. Az optimdalis mechanizmustervezésbdl, kiilonosképpen Mirrlees [1971]
altal kezdeményezett optimalis jovedelemaddzasbol ismert modszereket fogjuk alkalmaz
ni, hogy megtaldljuk a kormanyzati feladat masodik legjobb megoldasat (vd. Varian
[2001] 36.7. alfejezet).

Egyes (elézetes és hidnyos) eredményeink megerdsitik a klasszikus mechanizmusterll
vezésbdl ismert intuiciodt (,,nincs torzitds a tetén”), mas eredményeink viszont meglepdk.
Példaul ha a tarsadalmi joléti fliggvény utilitarista, akkor a kormanyzati feladat masodik
legjobb megoldasa egy teljesen rugalmatlan rendszer, amelyben minden egyén egyforma
életkorban és egyforma éves nyugdij mellett vonul nyugdijba, és egyben ez a (teljes
konkdv, akkor a varhatéan rovidebb élettartami egyének kordbban mennek nyugdijba,
és a nyugdijuk kevesebb, mint az els6 legjobb megoldasé.

A nyugdijirodalomban el8szor Diamond-Mirrlees [1978] tanulmanyozott mechanizll
mustervezési feladatot, nevezetesen a rokkantsdgi nyugdijakra vonatkozdan. Az irodal
lom z6me azonban olyan modellekre dsszpontositotta a figyelmét, ahol az egyéni prefell
rencidk (példaul a munkadldozatok) heterogének, és elhanyagolt mas fontos szempontol
kat. Nevezetes és friss kivétel Diamond [2002] koényve, amely tobb modellt is elemez,
egyikiikben az egyéni élettartam heterogén. Ettdl fiiggetleniil, Simonovits [2001] javasolt
egy olyan modellt, ahol az egyének ismerik sajat varhat6 élettartamukat és szabadidsO
rugalmassagukat, de a kormanyzat csupan e paraméterek eloszlasat ismeri. Az a tanull
many az 0sztdnzés tompitasat javasolta, és utalt az optimalis mechanizmustervezés alkalll
mazhatésigira. Ezt a feladatot hajtjuk most végre. Elmagyardzzuk, miben kiilonbozik
megkozelitésiink és eredményiink az irodalomban szokésostol.

E dolgozattal ellentétben, az irodalomban szokésos az a feltevés, hogy a korméanyzatll
nak és az egyéneknek ugyanaz az informacidjuk van a varhat6 élettartamrol, és az aszimi
metrikus informécié az egyéni munkadldozatra vonatkozik. Ebben az esetben az optimall
lis jaradékfiiggvény az tgynevezett biztositdsmatematikailag méltanyos valtozat, ahol
b"(R) = tR/(m - R), R a szolgalati id§, 7 a jarulékkulcs, m az egyének kozOs varhatd
élettartama, és b*(R) az R éves szolgalati idGvel nyugdijba vonul6 egyén évi nyugdija. E
mellett a jaradékfiiggvény mellett azok a dolgozok, akik szeretik a szabad id6t, kordbban
mennek nyugdijba, és kisebb életpalya-jarulékukkal ardnyos s hosszabb hatralévg élet
tartamukkal forditottan ardnyos életjaradékot kapnak. [Ha nincs leszdmitolas, akkor az
életpalya soran a befizetések és a kifizetések megegyeznek: TR = bF(R)(m - R).]

Ha tényleg nincs aszimmetrikus informaci6 az élettartamot illetGen, akkor a biztositasl
matematikailag méltanyos 6sztonzés optimalis (Borsch-Supan [2001]). Ha azonban egyes
egyének tudjak, hogy varhat6 élettartamuk hosszabb, mint az atlagos, akkor késGbb
mehetnek nyugdijba, mint az atlag (kozelebb m-hez), és ardnytalanul nagy életjaradékot
élvezhetnek hétralévé életiikben. Ezért ez az 6sztonzés egyaltalan nem biztos, hogy ilyenkor
miikodSképes.

A hagyomanyos méltanyossag logikajat alddssa, hogy az egyéni élettartam és a szolgal
lati id6 kozott erds pozitiv korrelacié van: aki tovabb él, az tovabb is dolgozik. Ezt a
pozitiv korrelaciot Waldron [2001] igazolta empirikusan, és Simonovits [1998], [2001]
és Gruber-Orszag [1999] logikailag is levezette. Egy kozvetett (de vitatott) érv amellett,
hogy az egyének képesek eldre jelezni varhato élettartamukat a kdvetkezd tény: a magan-
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életjaradékot vasarlok korspecifikus haldlozasi rataja joval kisebb, mint a teljes népesséll
gé (Friedman-Warshawski [1990]).

Diamond [2002] 6. és 7. fejezete foglalkozott az optimalis jarulékkulcs és jaradékl
fiiggvény kérdésével. Diamond végtelen (kontinuum) sok tipusu (élettartamu és a vele
korreldl6 fogyasztasi rugalmassagi) egyénbdl allo sokasagot vizsgélt, s az egyének két
idépontban mehettek nyugdijba: koran vagy késén. Egy rokon témaju cikkben Simonovits
[2002] azt az esetet vizsgalta, amikor az élettartam és a fogyasztasi rugalmassag tetszéleld
ges kétdimenzids eloszlasu lehet; a szolgalati id§ tetszGleges lehet, de dltalanos helyett
linedris jaradékfiiggvényre szoritkozott.

A korébbi nyugdijosztonzési irodalomhoz val6 legfontosabb hozzijaruldsunknak azt
tartjuk, hogy fontos Uj irdnyba terjesztjik ki az optimdlis jaradékfiiggvény elemzését:
feltessziik, hogy az egyéneknek maganinformaciojuk van sajit varhat6 élettartamukrol.
Analitikusan levezetjiilk azokat az egyenleteket, amelyek meghatarozzak a masodik legll
jobb optimélis jaradékfiiggvényt. Ez a fliggvény nagyon kiilonbozik a biztositdsmatemal
tikailag méltanyostdl (amely optimdlis lenne, ha az egyének nem az élettartamukban, de
munkadldozatukban kiilonboznének egymastol). A tarsadalmilag optimalis (és 0sztonzésl
sel osszeegyeztethetS) jaradékszabély szintén Ujraelosztast hajt végre: a varhatdan rovill
debb élettiektdl a hosszabb életiiekhez csoportosit at. (Ez minden, az érdekeltségi feltételt
kielégit6 mechanizmusra igaz, beleértve a hagyomanyos méltinyos rendszert is.) Az
optimalis jaradékfiiggvény tulajdonsagai a trsadalmi joléti fiiggvény alakjatdl fiiggnek:
egyenl@sit6bb tarsadalmi célok rugalmasabb jaradékszabalyokhoz vezetnek.

Elméleti elemzésiinket kiegészitjiik numerikus elemzéssel. Reélis paraméterértékekkel
szamolva, példaul az I.a-d dbrdn azt az esetet szemléltetjiik, amikor az egyéni élettarl
tamok egyenletesen oszlanak el 49 és 59 év kozott,! és a jarulékkules 20 szazalék. A
Iényeg: az optimalis jaradék kicsit nagyobb, mint a hagyomanyos jaradék rovid szolgélall
ti id§ esetén, és sokkal nagyobb hosszu szolgilati id§ esetén. Ez a megfigyelés hasonlit
Diamond-Mirrlees [1986] észrevételéhez: ,az optimalis jaradékok nének a nyugdijkorQ
ral, de lassabban, mint ami biztositdsmatematikailag méltanyos lenne.” (27. 0.)

A cikk szerkezete a kdvetkezd. A 2. pont bemutatja a modellt. A 3. és a 4. pont rendre
meghatarozza az elsé és masodik legjobb optimumokat. Az 5. pont vazolja a numerikus
megoldas algoritmusat, és a 6. pont a szimulaciét mutatja be. A 7. pont a kdvetkeztetésel
ket tartalmazza.

2. A modell

A cikkben a kovetkez$ feladatot vizsgaljuk. Létezik az egyéneknek egy (staciondrius)
népessége, amelynek tagjai egyoldalian ismerik sajat varhat6 élettartamukat. Minden
egyén 0 évesen 1ép be a munkapiacra, és egységnyi terméket termel évente. Amint az
megszokott az iddskori nyugdijmodellekben, feltessziik, hogy a dolgozék nem takaritl
hatnak meg. [Tobb oka is van annak, hogy a dolgozok nem tudnak dregkorukra megfell
lel6 mértékben megtakaritani: a termékek egy jelentds része romlandd, a magan-életjaral
dékok vétele nagyon draga (éppen az altalunk vizsgalt aszimmetrikus informécié miatt),
az egyének rovidlatok.] A modellben a két els6 magyarazat barmelyikét hasznalhatjuk,
mindenesetre sziikség van egy jol tervezett nyugdijrendszerre.

A modell, amelyet mérlegeliink, élethd a kdvetkezd értelemben. A nyugdijrendszer
els6 osszetevGje a T < 1 jarulékkulcs, amelyet a dolgozdk fizetnek (més adoktdl eltekind

I Az eredmények értelmezéséhez megjegyezziik, hogy - mint késébb latni fogjuk - minden egyén 0
évesen 1ép be a munkapiacra.
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tiink). Amikor a dolgozé nyugdijba megy, mondjuk R évesen, abbahagyja a termelést,
nem fizet tobbé jarulékot, viszont b > 0 nagysagu éves életjaradékot kap. A kormanyzat
alakitja ki a 7 jarulékkulcsot, és a b(R) jaradékfiiggvényt. Megkoveteljiik, hogy a rendd
szer pénziigyi egyensulyban legyen (azaz a varhat6 jaradékok nem lehetnek nagyobbak a
varhat6 jarulékoknal). Nem engedjiik meg, hogy a jaradékok megszlinjenek vagy akar
csokkenjenek az életkorral egytitt. Kizarjuk, hogy életjaradék helyett egy adott t6két
adjanak a nyugdijasnak nyugdijazasakor. Ilyen trilkkok nemcsak a megoldast tennék
trividlissé, de - s ez fontosabb - ellentmondandnak a tarsadalombiztositas céljanak. (Péll
daul az utébbi esetben az egyén kénytelen lenne a nyugdijtGkéjéért magan-€életjaradékot
venni, amely megoldds ugyaniigy szenvedne az élettartamra vonatkozé aszimmetriabdl
fakadé kontraszelekciotol.)

Egy egyén v életpalya-hasznossagfiiggvénye a dolgozdi és nyugdijas szakasz Osszege.
Ha a 7 tipusi egyén R évet dolgozik, akkor u(1 - 7) hasznossaghoz jut R éven keresztiil,
és w(b) hasznossidghoz r — R éven keresztiil, tehat az életpalya-hasznossagfiiggvény

v =Ru(l- 1) + (t - Rw(b). 1)
Megjegyezziik, hogy ha 7 jeloli a ¢ tipus véletlen élettartamét, akkor
¥ =Ru(l - 1) + (f - Ryw(b) "

lenne a véletlen életpalya-hasznossdg. Varhat6 értékre térve, visszakapjuk (1)-et. Ugyanez
elmondhat6 a késébbiekben bevezetendS egyéni egyenlegekre is.

Az egyén szabadidd-preferencidjat u(-) és w(-) éves hasznossagfiiggvények kiilonbod
zGsége tikrozi. Az egyszerliség kedvéért foltessziik, hogy u(x) = w(x) - €, € > 0, ahol €
a munka hatiréldozata. Egyetlenegy megszoritast tesziink u-ra és v-re:

w(0) - w(O)T<u(l- 1) <w(l) -w'()(z + 1). ?2)
A kormanyzat egy optimalis (b(R), t) nyugdijrendszert tervez, amely maximalizal egy
additiv konkav tarsadalmi joléti fiiggvényt: 2,'/’(":) f;» ahol f a t varhat6 €lettartamd

egyének relativ gyakorisdga. (Vegyiik észre, hogy kiilonbozé élettartami egyének életl
palya-hasznossagat osszeadva, vagy egy korosztaly életpalya jolétét, vagy a staciondrius
népesség egyéves jolétét mérjiik! Ugyanez elmondhaté a késGbbiekben bevezetendd egyéni
és aggregalt egyenlegekre is.)

A korményzati feladatot két részfeladatra bonthatjuk: a tervezd el8szor adott 7 jarulékl
kulcs esetén optimalizélja a tarsadalmi joléti fliiggvényt a b(R) jaradékfiiggvény szerint,
majd a parametrikus maximélis tarsadalmi joléti fliggvényt optimalizélja T szerint. Modell
liinkben a tb-jarulékkulcs fliggetlen az életkortol, ezért teljesen a jaradékfiiggvényre harul,
hogy az egyéneket élettartamuk szerint osztalyozza. (Modelliinkkel ellentétben, a valdsagl
ban a tb-jarulékhoz hasonl6 szerepet jatszo szja fiigg az életkortdl, s ezzel Diamond-
Mirrlees [1978] foglalkozik is.) Mivel a kormanyzat nem figyeli meg az egyének maganll
informéacioéit, a nyugdijrendszernek (bayesi) 0sztonzési kompatibilisnek kell lennie. Ninl
csen sziikség viszont a részvételi korlatra, hiszen a részvétel kotelezd. (Ehelyett egy kell
resztmetszeti koltségvetési korlatunk van, akarcsak az optimalis jovedelemadéztatasban.)

3. Az elsé legjobb megoldas
Ebben a pontban a mechanizmustervezési feladat megoldasat a kovetkezd feltevés esetén

elemezziik: az egyéneknek nincs maganinformaciéjuk sajat élettartamukrol. Csak azt
tessziik fol, hogy minden dolgoz6 véarhaté élettartama mindenki altal megfigyelhetd.
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Ez a megoldas mérceként szolgal a 4. pontban vizsgdlandé masodik legjobb megoldasl
hoz.

A teljes informaltsag miatt a tdrsadalmi tervezd (a mechanizmusszerkesztS) képes elsd
legjobb nyugdijtervet késziteni, a 7 tipust dolgozoknak R, szolgélati idSt €s b, éves nyugdill
jat rendelve. Feltehetjiik, hogy R, <. Mivel els6 1€pésben 7 adott, legyen u = u(l - 7).
Legyen v, a ¢ vérhato €lettartami egyén €letpalya-hasznossagfiiggvénye: v =[u -
-w(b)IR, + w(b)t. A tipusok S-t6l T-ig terjednek, mindkét ért€k egész szam.

Ekkor a kormanyzat az egyéni hasznossdgok novekvé és konkav y fiiggvényének sill
lyozott dsszegét maximalizélja, azaz

T
max ¥y 0,7,

(bR, S

feltéve, hogy teljesiil
v, = [u -w(b)IR, + w(b)t,

0< i[(r +b)R, —1b,1f.
=S

Ezt a feladatot hivjuk az elsd legjobb optimum feladatdanak. Rendeljik A-t az aggregalt
koltségvetési korlathoz szorzénak, és irjuk fol a megfeleld Lagrange-fiiggvényt:

L= iw{[ﬂ—w(b,)]R, +w( )1} f, +/1i{(r +b)R, —1tb,}f.
=5 1=S

Az els6rendd feltételek a kovetkezdk:
W=y )W®B)t-R)+ AR -1)=0 < y' (v )W (b,) =2,
B =y'(v)[u —wb)]+ At +b,)=0.

Az elsérendd sziikséges feltételekbdl kovetkezik a

5

0. tétel. Az elsé legjobb megolddsban, (b,,R)_,, a nyugdij fiiggetlen a vdrhato életl
tartamtol: b, = b, és kielégiti az

a—wB)+wdHT+b)=0 (3)

egyenletet.

A (2) feltevés miatt a (3) egyenletnek van megolddsa. Vegyiik észre, hogy u < w(b"),
s a megoldas egyértelmd, hiszen a bal oldali kifejezés derivaltja negativ.

Ha y’ =1 (utilitarizmus), akkor sok olyan R’ megoldas lehetséges, amely kielégiti az
aggregilt koltségvetési korlatot, feltéve, hogy b, = b". Egy kiilonleges elsd legjobb megolll
das az autarkia, amelyben a koltségvetési feltétel minden tipusra egyenként teljesiil, azaz

RI=—2 4 t=S8,..T.
T+b

Ha y szigortian konkav, akkor b, =b’, és R” minden ¢ = §,...,T értékre meghatdrozll

hat6 az elsSrendd feltételekbdl:

v'v,)= =y'(v,), v, =i —w(b")IR, + w(b)t, s,t e {S,....,T}

_A
w(b")
és az aggregdlt korlatb6l. Nyilvdnvaloan s < ¢ akkor és csak akkor 4ll, ha R, < R, is 4ll.
Tipikusan az els6 legjobb megoldas kiilonbozik az autarktdl (az optimumban van Gjraell
0SZtas).

Figyeljiikk meg, hogy sem az autarkia, sem az elsd legjobb megoldas nem elégiti ki az
érdekeltségi feltételt, ha y szigorian konkav. Masképpen a tarsadalmi tervez$ képtelen
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megvaldsitani ezeket a nyugdijazési szabalyokat, tudakolvan az egyének varhat6 élettarll
tamat és ennek megfelelGen kiilonboz§ szolgélati id6t irva eld szamukra. Ez azért van
igy, mert R/ (vagy R)) szigortian né -vel, mig b, 4lland6. Formdlisan: R; csak akkor
elégiti ki az érdekeltségi feltételt alland6 b;-nal, ha R, is 4llando.

Milyen megszoritasokkal jarnak altalaban az érdekeltségi feltételek a megval6sithatd
mechanizmusokra? A kovetkezd pontban a masodik legjobb (optimdlis és 0sztonzéssel
kompatibilis) nyugdijmechanizmusokkal foglalkozunk.

4. Optimalis nyugdijmechanizmus aszimmetrikus informacié esetén

Ebben a pontban elejtjiikk azt a feltevést, hogy a korményzat ismeri a varhaté egyéni
élettartamokat. Ekkor a masodik legjobb megoldast keresve, bevezetjikk az érdekeltségi
feltételeket, és levezetjik a tirsadalmilag optimalis, érdekeltségi feltételt kielégitG jaral
dékfiiggvényt.

A (bR, szabily érdekeltségi feltétele azt jelenti, hogy a ¢ tipus (b, R )-t vélasztja a
lehetGségekbdl. A szomszédos érdekeltségi feltételek a kovetkezék: t = S,...,.T - 1,

vzlu-wb, )R, +wb )=v,  -wb,),

t+1 t+1

v, 2 [@ - wb)IR + wb)t + 1)=v,+ w(b),

t+1 —

azaz
v, +wb)<v,  <v, +wb,), ahol t = S,...,T - 1. 4)

t+1 —
A w(-) monotonitdsabol kovetkezik b < b, (ahonnan kovetkezik R <R, ). Emellett
a nem szomszédos korlatok elhagyhatdk.

A tarsadalmi tervezd feladata a kovetkezd:

max Yy,

(b,R,), =S

t+1

feltéve, hogy
v =[it - w(b)IR, + w(b),
T
0< Y [(t+b)R, —1b,1f,
=S

v,+wb)<v, <v +wb,).

+1 =

A vérhat6 7 élettartamok ismeretlenek a korményzat eldtt.

Ezt a feladatot a tirsadalmi tervezd mdsodik legjobb megoldds feladatdnak nevezzik,
és ezt elemezziik a tovabbiakban. Mivel a kvalitativ eredmények markansan kiilonboz
nek az utilitarista és a szigoruan konkdv esetben, két alpontra bontjuk az elemzést.

Utilitarista megoldds
Tegyiik fol, hogy a tarsadalmi joléti fiiggvény utilitarista: y’=1. Tegyiik még fol, hogy

b &
Y <5, ®)
=

7T+

5

azaz az atlagos élettartamu dolgoz6 elsd legjobb szolgélati ideje rovidebb, mint a legrold
videbb varhat6 élettartam. (Ez egy ésszerd feltevés az Oregségi nyugdijrendszerben.)
Ekkor egy meglepd eredményt kapunk.
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1. tétel. Ha a tdrsadalmi joléti fiiggvény utilitarista, és (5) érvényes, akkor a tdrsadalll
milag optimdlis jaradékszabadly teljesen merev:

0, haR<R

6
b haR=>R". ©)

b(R) = {

Sot a mdsodik legjobb szabdly megvaldsitja az elsd legjobb kimenetelt.

Bizonyitds. A (6) jaradékszabdly megfelel a b, =b" és R = R" azonossignak. Ez a
szabaly kielégiti az érdekeltségi feltételeket, mert allandd (a dolgozé elosztasa fiiggetd
len a tipusatol). De els6 legjobb megoldas is, mert a megoldas kielégiti az optimumfell
tételt, és a mechanizmus kielégiti a koltségvetési szabalyt. Emellett (5) miatt R, <t
minden 7-re.

A tétel altalanosithat6 arra az esetre is, amikor (5) nem teljestil. B

Paradox mddon a rugalmas nyugdijazasra kapott masodik legjobb megoldas meglehel
tésen merev: mindenki ugyanannyi ideig dolgozik. Ez a paradoxon az utilitarista tarsall
dalmi joléti fiiggvény kovetkezménye, ezért a tovabbiakban elvetjiik ezt az esetet.

Optimdlis szabdly szigoriian konkdv v esetén

Legyen y szigordan konkdv. Az optimélis utilitarista szabdly tovdbbra is megengedett és
kielégiti az érdekeltségi feltételeket, de tarsadalmilag mar nem optimdlis. Akdrmilyen
szigorian konkdv tarsadalmi joléti fiiggvényt mérlegeliink, az utilitarista optimum tdlsall
gosan sokat csoportosit 4t a varhatéan rovid életiiektSl a hossza életlieknek. Masképp
kifejezve: az az elosztas, amelyik minden munkést ugyanannyi szolgalati idével és ugyani
annyi nyugdijjal kiild nyugdijba, méltanytalannak tiinik egy olyan tarsadalomban, ahol a
szerencsétlenebb (rosszabb génekkel sziiletett, és emiatt varhatéan rovidebb életi) egyél
nek haszna nagyobb stlyt kap.

A masodik legjobb feladat megoldésa céljabol djrafogalmazzuk a feladatot Mirrlees
[1986, Section 6] valtozdcsere-mddszerével. Legyen a szolgalati id6

w(b, )t —v,
w(b,)—u
és az életpalya netté jaruléka vagy egyenlege

z2(v,b,t) = (T + D)R(v,b,1) - 1b,.

R(v,,b,,1) =

>

Egyel6re hanyagoljuk el a felfelé mutat6 korlatokat, s szoritkozzunk a lefelé mutatd
érdekeltségi korlatokra! Az atalakitott feladat

max Y y(v,)f,

(by,v), 1=S

feltéve, hogy
T
Y 2(v,.b,,0)f, 20,
=S
Vo =V, - w(bt) >0, t=2S,..,T-1.

Rendeljiik A-t az elsd korldthoz, és (u,) -t a korlatok mésodik csoportjdhoz. Ekkor az tj
Lagrange-fiiggvény a kovetkezd:

T T-1
L= [y)+2A2v,,b,O1f, + D v,y —v, = w(b)].
=S

t=§
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Szokasos meggondolassal adodik a
2. tétel. A mdsodik legjobb feladat elsorendii sziikséges feltételei t = S,...,T, esetén,

L; = A‘Z; (vpb[at)f; - .utw,(bt) = 07 (7)

L =y©v)+Zv,b,0OIf, —u,+u,, =0, t<T ©))

L, =v,,-v,-w(b,) >0, i, =0, (komplementaritéssal), ©)
T

L, =Y 2(v,b,0)f, 20, A>0,  (komplementaritissal), (10)
=8

ahol u, , = 0és . =0.
A z(v, b, 1) definicidja szerint az elsérendd feltételekben megjelend parcidlis derivéltak

, __ T+b

z,(v,b,, 1) = 7w(b,)—ﬁ’

, 1l , _
2,1 = _val)i_”ﬁ]z{(r + bW (b,) ~[w(b,) -}

A val6szintitlen sarokmegoldasoktdl eltekintve, a 2. tételbdl adodik a

Kovetkezmény. A mdsodik legjobb optimumban a leghosszabb vdrhato élettartami
egyének jaradéka elsd legjobb: b, = b". Ha v szigorian konkdv, akkor b < b" minden
t < T-re, azaz a leghosszabb vdrhato élettartamii egyénektdl eltekintve, mindenki kevell
sebbet kap, mint amekkora az elsd legjobb jaradék.

Megjegyzések. 1. Diszkrét idejd modellt valasztottunk, s igy nem varhat6 sima jarall
dékfiiggvény. A folytonos idejii modell a (7)-(10) egyenletek folytonos valtozatat adna,
és a jaradékfiiggvény folytonos lenne. Mégis a diszkrét id6t valasztottuk, mert a szimul
lacioban mindenképpen diszkrét idére lesziink utalva.

2. Normalis koriilmények esetén y, > 0, tehat (9)-ben egyenlGség all: v, = v, + w(b).
Figyelembe véve, hogy b, < b, , teljesiil az érdekeltségi feltételek elhanyagolt csoportja
istv, <v. +wb, ).

3. Azt sejtjik, hogy az egyéni egyenleg a varhat6 élettartam csokkend fiiggvénye:
Zt 2 Zt+1'

5. A masodik legjobb megoldas numerikus meghatarozasa

Mivel a 2. tétel nemlinearis egyenletrendszerének megoldisa meglehetGsen nehéz (gyakl
ran lehetetlen), természetes numerikus szimuldciéval probalkozni. A valdsaght paraméll
terértékek esetén kapott numerikus eredmények fényt derithetnek az optimalis jaradékl
fliggvény kvantitativ tulajdonsagaira is, és tobbféle kérdésre (példaul az endogén valtod
70k nagysaga, érzékenységiik a paramétervaltozasokra stb.) valaszt nyerhetiink.

Ebben a pontban kdrvonalazunk egy alkalmas algoritmust a 2. tétel nemlinearis egyenl
letrendszerének megoldasara. A 6. pontban pedig beszdmolunk az algoritmuson alapuld
szimuldcié eredményeirdl.

Rekurziv modszert alkalmazunk. Tegyiik fol, hogy az #, 7 és (f,)"_, paraméter adott.

1. Vegyiink egy alkalmas A értéket, ugy probalkozzunk, hogy az eljards végén (10)
teljestiljon.

2. Kezdjiik a szamitést v, alkalmas €rt€kével (példaul a statikus optimalizdldsbol adol
doval), és vegytik w1, =0-t! A (7)-b8l b, = b
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3. Ciklus: minden f-re, ha v, b, u, ) adott, akkor (v, b, 1) a kovetkezGképpen
szdmithato ki. Szamitsuk ki p -t a (8)-bol (z + 1)-re. Ekkor (b,, v,) kiszdmithato a (7)-bél
és a (9)-bdl.

4. Most megvan a (v, b, W,),....,(v, by, Uy sorozat €s u  a (8)-bol 1 = S-nél. Vil
lasszuk v, -t Ggy, €s ismételjik a 3. 1épést addig, amig nem teljesil u; = 0.

5. Végiil valasszuk A-t és ismételjiik a 2-4. 1épéseket addig, ameddig a (10) koltségvel
tési feltétel nem teljesiil.

A gyakorlatban célszerdbb v -t rendelni a (10)-hez és A-t a yug, = 0-hoz.

A 7 valtoztatasaval és az optimdlis palya Ujraszamoldsdval meghatarozhatjuk az optill
mélis jarulékkulcsot is. Intuitive nyilvdnval6, hogyha 7 kicsiny, akkor b, szintén Kicsi, €s
R nagy; mésrészt: ha 7 nagy, akkor b, elfogadhatd, de R Kicsi.

6. Szimulacio

Rétériink a szimulciok leirdsara. Legyen a nyugdijas pillanatnyi hasznossagfiiggvény
CRRA alaku (Constant Relative Risk Aversion, azaz alland¢ relativ kockazatkertilési egyiittll
hatéji), w(x) = 6 - x°/o, 1 - o 1évén a relativ kockazatkertilési egyiitthatd és £ a munl
kadldozat.

Definiéljuk a trsadalmi joléti fiiggvények CRRA-tipust csaladjat: w(v) = v?/p,p <1,
és p-t a tdrsadalmi jolét egyenldtlenségi indexének nevezziik. Minél kisebb az index,
anndl nagyobb stlyt kapnak a kisebb hasznossagok, azaz anndl egyenldsit6bb a rendszer.

Tobb futdst mutatunk be.

1. futas. Legyen S = 49 és T = 59. Foltessziik, hogy a kormanyzat szempontjabol az
egyének varhat6 €lettartama 49 és 59 év kozott egyenletesen oszlik el: f = 1. Vegyik a
kovetkezd paraméterértékeket: 0 = 4,1; o = -0,5 és € = 1,398. Az elsd legjobb esetll
ben az optimdlis jarulékkulcsnal a dolgozé fogyasztisa azonos a nyugdijaséval. (Ez anll
nak a feltevéstinknek a nem kivant mellékhatasa, hogy a dolgoz¢é pillanatnyi hasznossagll
fiiggvénye csupan egy additiv 4llanddban kilonbozik a nyugdijasétSl.) Legyen 7 = 0,2.
Ekkor # = 4,1 - 0,871,398 = 0,466, és az els§ legjobb nyugdij »* = 0,8. Kiszal
mithat6, hogy 0,8 dolgozdi fogyasztds hasznossidga megegyezik 0,303 nyugdijéval. A
kiilonbség a nyugdijas megnovekedett szabadidejébdl fakad. Figyeljiik meg, hogy a legl
hosszabb élettartami egyénnek R, =Tbh /(T +b") =472 évet kell dolgoznia.

Amint az I. tételben igazoltuk, ha a tarsadalmi joléti fiiggvény utilitarista, akkor az
optimdlis érdekeltségi rendszer mindenkit 43,2 év szolgélat utan kiild nyugdijba - egyll
forma els6 legjobb nyugdijakkal. Ezt még az egyéni élettartamra vonatkozo teljes korl
manyzati informacié esetén sem lehet feliilmulni, és csak abban tér el az autark optill
mumtdl, hogy a varhat6an hosszabb élettartamu egyéneket timogatjak a rovidebb életl
tartamuak.

2. futas. Most p = -1 tarsadalmi joléti index esetét mérlegeljiik, és az 1.a-c dbrdn
rendre bemutatjuk az optimalis jaradékot, szolgalati id6t és életpalya-egyenleget mint az
egyéni élettartam fiiggvényét. Az 1.d dbrdn pedig abrazoljuk az optimadlis és a naiv
(méltanyos) jaradékfiiggvényt, a nyugdijosztonzési irodalom kozponti kategdridit.

A varhat6 élettartam 10 tobbletéve majdnem 3 tobblet szolgalati évet és 17 szazalék
tobbletjaradékot ad, amely relativ skdlan 21 sz4zalékot jelent. Figyeljiikk meg, hogy az
életpalya-egyenleg a 49 éves varhat6 élettartamu egyén 3,1 egységérdl az 59 éves esetéll
ben -3,5 egységre csokken. Vegyiik észre, hogy az optimélis jaradékfiiggvény enyhén
nemlinedris!

3. futas. A o kitev6t -0,45-re novelve, a harom legrovidebb varhaté élettartamu
tipusnak azonos - torvény altal eléirt — minimdlis életkorban kell nyugdijba mennie:
R = 41,9 év, b_= 0,69 nyugdijjal. (Ez a ,torl6dds” jellemzd az optimalis mechaniz-
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1.a dbra
Optimalis jaradék az élettartam fiiggvényében
Jaradék

0,80 1
0,78
0,76 -
0,74
0,72
0,70
0,68 -
0,66
0,64
0,62

0,60 T T T T T T T T T 1 Elettartam
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

1.b dbra
Optimalis szolgélati id§ az élettartam fiiggvényében

Szolgalati id6
44,0

43,5
43,0
42,5
42,0

41,5

41,0 T T T T T T T T T 1 Elettartam

1.c dbra
Optimdlis egyenleg az élettartam fiiggvényében

Egyenleg
3,57

2,5 AN
1,5 A AN

0,5 S~

-0,5 1 AN
-1,5 1 AN

2,5 N

-3,5 T T T T T T T T T \\I Elettartam
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
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1.d abra
Optimalis és naiv jaradékfiiggvény
Jaradék
0,85 1
0,80

0,75

0,70

0,65

0,60 T T T T T 1 Szolgélati id6
41,0 41,5 42,0 42,5 43,0 43,5 44,0

Optimalis =" Naiv

mustervezésre, példaul az optimalis személyi jovedelemado esetén - Mirrlees [1971] -,
ahol a legkisebb termelékenységli egyének ki vannak zarva a munkabdl, és minimalis
segélyt kapnak.) A megmarad6 nyolc tipusra érvényes az érdekeltségi feltétel: minél
tovabb él valaki, anndl késébb megy nyugdijba. A o kitev6t -0,55-re csokkentve, kozel
litleg linedris jaradékfiiggvényt kapunk. Tovabb csokkentve a o kitevdt -0,6-ra, a jérall
dékfiiggvény konvexszé valik.

4. futas. A szamitasokat leegyszerisitends, préseljik 6ssze a 11 tipust 3-ra: 51, 54 és
57 éves élettartammal, megtartva az egyenletes eloszlast. A jaradékfiiggvény

nemlinearitdsat a jaradékfiiggvény meredekségével mérjik: o =[b,, - bl/[R, - R],
r=2S,...T-1.
A 4. futés jellemzGit az 1. tdbldzat tartalmazza.
1. tdbldzat
Az 6sszenyomott modell optimalis jellemz&i
Elettartam Jaradék Szolgalati id6 Egyenleg Meredekség
(év) b, R (€v) z, o,
51 0,666 41,437 1,916 0,060
54 0,733 42,539 0,109 0,065
57 0,800 43,573 -2,024 0,000

Erdekes, hogy az osszenyomott modell eléggé durvan kozeliti az eredeti modellt: pél
daul a konkav jaradékfiiggvény konvexszé valik.

5. futas. Eddig rogzitettiik a jarulékkulcsot. E kulcs optimalis valasztisa azonban
kozponti szerepet jatszik a vitdkban, ezért megkiséreljiilk meghatdrozni az optimumat az
O0sszenyomott modellben. A 2.c dbra megmutatja, hogy a tarsadalmi joléti fliggvény
meglehetsen lapos az autark optimum (20 szdzalék) kozelében. Bemutatjuk az optimalis
jaradékot és szolgalati id6t mindhdrom tipusra a jarulékkulcs fiiggvényében (2.a-b dbra).
A jaradékok gyengén nének vagy stagnilnak, de a szolgélati id6k meredeken csokkenl
nek, ahogyan a jarulékkulcs emelkedik.
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2.a dbra
Jarulék és optimalis jaradék

Jaradék
080 r———————————— —————————————

0,75 A

0,70

0,60 T T T T 1 Jarulékkulcs
0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20

by, bs, T by

2.b dbra
Jarulék és optimalis szolgalati id§

Szolgalati id6
46

454
44 -
43

42

41

40 T T T T 1 Jarulékkules
0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20

2.c dbra
Jarulék és joléti fiiggvény

100 x joléti fuggvény
-22,65 7

-22,70

—22,75 T T T T 1 Jarulékkulcs
0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20
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7. Kovetkeztetések

Ebben a dolgozatban egy 1épést tettiink afelé, hogy a mechanizmustervezést alkalmazzuk
az optimdlis nyugdijjaradék-fiiggvény kiszamitdsara, amikor az egyének tobbet tudnak
sajat varhat6 élettartamukrol, mint a kormanyzat. Elsérendd sziikséges feltételekkel jelll
lemeztiik az optimalis jarulék- és jaradékfiiggvényeket. Gyakorlatilag hasznalhat6 algol
ritmust fejlesztettiink ki az optimdlis 6sztonzdk kiszamitasara, és a programot kitoltottiik
életszagd adatokkal. Szimuldcidink azonban elsiklottak szdmos fontos részlet, példaul a
munkadldozat heterogeneitdsa és a személyi jovedelemadd fol6tt. Csupan szamitogépes
sejtéseket fogalmaztunk meg - analitikus bizonyitdsok nélkiil —, példaul az életpalyall
egyenleg és a nyugdij/szolgélati id6 ndvekvé fiiggvényei az egyéni élettartamnak. Tol
vabbi kutatdsokra van sziikség a kisérleti eredmények tisztazasara.
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