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BENEDEK GABOR

Opciéarazas numerikus modszerekkel

Napjaink egyik legnagyobb érdeklddést kivalté gazdasagelméleti teriilete a tézsde.
Az a felismerés ugyanis, hogy kiilonb6z6 értékpapirok arfolyamainak mozgasat jol
le lehet irni egy sztochasztikus folyamattal, megnyitotta az utat a t6zsde, illetve
kiilonb6z6 értékpapirok és szarmazékaik arfolyamainak matematikai modellezése
irAnyaba. A korabbi elméleti fizikai kutatasok eredményei pedig szinte talcan kinal-
tak a bonyolultabb differencialegyenletek megoldasait, amelyeket a t6zsdén tapasz-
talhatokhoz hasonlé sztochasztikus folyamatokbdl nyertek; igaz, teljesen mas moé-
gottes tartalommal. Kiilonosen nagy figyelmet kaptak az opcidk arazasara vonat-
kozé modellek. A jelen tanulmany szintén az opcidk arazasanak problémajat vizs-
galja. Kiindulépontja a Black—Scholes-formula, amelyben matematikai megoldast
kapunk bizonyos szigoru feltételek mellett az opcidok arazasara (Black—Scholes
[1973]). A tanulmany célja, hogy megvizsgalja, mi a kovetkezménye ezen szigoru
feltételek feloldasanak. Els6sorban egy feltétel — a tranzakciés koltségek hianya-
nak — feloldasat vizsgaljuk, de eljarast adunk a tobbi feltétel feloldasara is, igy téve
realisabba a modellt.*

A tanulmény elGszor a Black-Scholes-formuldahoz vezet6 modellt, illetve a modell fel-
tételeit vizsgdlja tomoren. Ezutdn részletesen kifejtjiik azt a modellt, ahol a tranzakcids
koltségek 1étét is feltételezziik. Azt tapasztaljuk, hogy ebben a modellben mar megjele-
nik a befektetd kockazatra vonatkoz6 preferencidja. Egy részben rendezett vektortéren
az opci6 ara és kockazata egy halmazt ad, célunk pedig az lesz, hogy megadjuk ennek
a halmaznak az efficiens pontjait. Minden egyes efficiens ponthoz lehet talalni olyan
»tipusi” befektetdt, aki szdmara ez optimalis, és forditva, barmilyen ,,tipusi” befekte-
t6r6l van is szd, e pontok kozott van az § szdmara optimdlis. A kérdés az, hogy milyen
struktdraja van az efficiens halmaznak. Erre numerikus moédszerekkel probalunk va-
laszt adni. A tanulmanynak ezenkiviil van egy masodlagos célja is. A modellek nume-
rikus vizsgalata igen komoly szamitdsi problémdkat hozott el§. Ezek a nehézségek
minden olyan esetben el§johetnek, amikor valamilyen pénziigyi (vagy akdr nem pénz-
ligyi) szimulaciot készitiink. A modell C programozasi kornyezetben készilt,' mivel
nem volt szimunkra elérhet§ olyan szimuldciés programcsomag, amelyben egyiittesen
megtaldlhat6 a sztochasztika, a dinamika és az optimaliz4ci6. A kutatds sordn tobbszor

is modositani kellett az altalunk hasznalt algoritmusokat, amikor azt tapasztaltuk, hogy

* Szeretnék koszonetet mondani Makara Tamdsnak, Pataki Attildnak és Simonovits Andrdsnak a rengeteg
otletért és segitségért, amelyet a tanulmdny megirdshoz nyujtottak.

! A szamitasokat dupla precizitdssal végeztiik (64 bit). Erdforrasigény: egyszertibb futtatishoz PC, opti-
malizélas, teljes leszamlalas, tesztek: ALPHA AXP.

Benedek Gdbor Budapesti Kozgazdasagtudomanyi Egyetem PhD hallgatéja.



906 Benedek Gdbor

a kapott eredmények helytelenek vagy torzitottak, illetve kapacitdskorlatok 1épnek fel.
Ezt a folyamatot szintén a tanulméany keretei kozott targyaljuk, reménykedve abban,
hogy ezzel hozzédjarulhatunk hasonl6 jellegd kutatdsi munkdkhoz is.

A Black-Scholes-féle opcidarazas és az ,,idealis” piaci feltevések

A tanulmany soran végig a lehetd legegyszertibb opcidval foglalkozunk: egy darab vala-
milyen részvényre vonatkozé vételi joggal (call option). Mi az értéke egy — nyilvan a T
lejérati idS eldtti — ¢ id6pontban az eurdpai vételi opcionak? Nagyon valészind, hogyha
annak a részvénynek az ara (¢ id6pontban), amelyre az opcié vonatkozik, sokkal maga-
sabb, mint a kotési drfolyam, akkor az opcidt le fogjak hivni, tehat az opci ara a rész-
vény arfolyama (z id6pontban) minusz a ¢ idSpontra diszkontalt kdtési arfolyam lesz. Ha
azonban pont forditva, a részvény arfolyama sokkal alacsonyabb a kotési drfolyamnal,
akkor az opciét végiil valdszintleg nem hivjik le, tehat értéke zérus. Tovibbmenve, ha
a lejarati idSpont nagyon kozel van ¢-hez, akkor az opcié ara a részvényarfolyam minusz
a kotési arfolyam, ha ez a kiilonbség pozitiv; és nulla, ha nem. Ha pedig a lejarati id6
nagyon tavoli, akkor a kotési arfolyam #-re diszkontalt jelenértéke elhanyagolhat6 a rész-
vény arfolyamahoz képest, igy az opcid értéke megegyezik a részvény araval. Lathatd
tehat, hogy ebben az egyszeri esetben az opcid értéke alapvetSen két tényezs fliggvénye
volt, a részvényarfolyamé és a lejaratig tarté id6é. Ha a részvényarfolyam nem szto-
chasztikus, hanem determinisztikus folyamatot kdvetne, konnyd dolgunk lenne, kiszdmi-
tanank a lejarati id6pontban a részvény értékét, eldontenénk, hogy lehivjuk-e az opcidt,
vagy sem; és az igy nyert értéket diszkontilnank, azaz:

C(S,,1) = e7™ max {S, - E,0}, 1)

ahol
C az opcio értékét,
S, a t idGpontbeli részvényérfolyamot,
E a kotési arfolyamot,
r a piaci kamatlabat,
T - ¢t pedig a futamiddt jelenti.

Csakhogy, mint mar emlitettiik, a részvényarfolyam mozgasa sztochasztikus folyamat,
s a fenti Osszefiiggés helytelen. Feltéve azonban, hogy a részvényarfolyam valamilyen
sztochasztikus folyamatot kovet, lehetGség nyilik az opcid értékének meghatirozasara.
Ennél a pontnal két utat kovet a szakirodalom. Az elsd lehetdség a binomidlis és binomi-
alishoz hasonlé modellek vizsgalata, ahol a részvényarfolyam a kovetkezd periddusra
csak meghatarozott szamu kiilonbdzd értéket vehet fel. A masik ut, amelyet a tanulmany
is kovet, hogy meghatdrozzuk milyen sztochasztikus folyamatot kovessen a modellben a
részvényarfolyam. Vizsgaljuk azt az esetet, ahol a részvény arfolyama egy geometriai
Brown-mozgast kovet.?

dS = uSdt + oSdz, ahol u és o az adott részvény driftje és
volatilitasa, tovabba
dz = 8\/5 , &~ N@Q,1), azaz dz Wiener folyamat.

A vételi opci6 arfolyama a részvény és az idd fiiggvénye, azaz C = F(S,f). Vegyiik azt
a portf6liot, ahol eladunk egy darab vételi opciot, €s vasarolunk F (az opcidarfiiggvény
S szerinti derivaltja) darab részvényt. Természetesen, ahogy az id§ folyaman folytonosan

2 Black-Scholes [1973] és Hull [1993] alapjan.
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valtozik a részvény arfolyama, Gigy valtozik allandoan ez az F érték, igy a portfdli6
Osszetétele is. Mekkora lesz ennek a portf6lionak az értéke?

1 = -F(S,1) + FS.

Alkalmazva az Ito-lemmat, felirjuk a portf6li6 értékének a valtozasat:

dIl = -dF(S,1) + FdS = -F,dS - Fd - %FSS(dS)z + FdS =
= Fdr- LF o5 2
= ~Fdi - _F oSt )

Ha megvizsgéljuk a fenti 0sszefliggést, azt az érdekességet fedezziik fel, hogy a szto-
chasztikus valtozot tartalmaz6 tag (dS) kiesett. Ez annak kdszonhetS, hogy jol véalasztot-
tuk meg a portfélionkban a részvény mennyiségét. Ezek szerint a portfoélionk mindaddig
kock4zatmentes marad, ameddig a részvényarfolyam megvaltozasara azonnal reagilva
kiegészitjiik a portf6liét. Ezt nevezi a szakirodalom dinamikus fedezésnek (dynamic
hedging). Mivel a portfélionkat ilyen stratégiaval kockdzatmentesen tudjuk tartani, a
portfélié értékének novekménye (megvaltozasa) meg kell, hogy egyezzen a portf6lid
értékének kockazatmentes kamattal szamitott ndvekedésével. Ellenkezd esetben arbit-
razsra lenne lehetGség. Ezek szerint:

dIT = ITrdt. 3)

Ha a (3)-ba behelyettesitjiik az (2) dsszefiiggést, kiesik a dr és visszamarad egy bonyo-
Iult differencidlegyenlet:

1
F + 1SF, + SF0°8 = 1F(S1). )

Ahhoz, hogy a differencidlegyenlet egyetlen trajektoriat eredményezzen, sziikség van
még egy peremfeltételre. Ezt pedig az (1) dsszefiiggés t = T esetén szolgéltatja. Black és
Scholes megmutatta, hogy az (4) differencidlegyenlet az (1) peremfeltétel mellett, egy
iigyes helyettesitéssel atalakithat6 egy olyan parcidlis differencidlegyenletté, mely a fizi-
kiban ismert hGvezetés egyenlete, s megoldasa ismert (Churchill [1963] 155. o.). A
megoldasba visszairva a helyettesitést, megkapjuk a nevezetes Black-Scholes-formulét:

F(S,1) = SN(d,) - E "7 N(d,), ®)
2 —_—
ol 4 SNSIE) 10 IDT 1)
oNT -t
— 2 —_—
0 SIE =0 INT D _
oNT -t

és N(.) a Gauss-féle eloszlasfiiggvény. Formalisan a modell a kovetkezé feltételezéseken
alapult.

A részvénydrfolyamra vonatkozo feltételezések: a részvények arfolyama geometriai
Brown-mozgast kdvet, azaz a drift és a volatilitds fliggetlen az id6tSl, u és o konstans.
Az empirikus vizsgalatok azonban ezt a feltételezést nem tdmasztjak ald. Sokszor nem-
csak az a gond, hogy a fenti paraméterek nem konstansok, hanem az is, hogy a részvény-
arfolyamok eloszlasa nem normadlis vagy lognormalis eloszlast kovet, hanem esetleg va-
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lami mast.® Ezek a feltételezések tobbé-kevésbé feloldhatok. Valtozd volatilitdsra John
Cox és Stephen Ross két 1j formula alkalmazésat javasolta (Cox-Ross [1976]), tovabba
Robert Merton egy olyan formulat adott meg, mely lehetséget enged hirtelen szimmet-
rikus ugrasra (Cox—Ross [1976]). Sztochasztikus volatilitas esetén J. C. Hull és A. White
ad formulat (Hull-White [1987]).

A piaci kamatra vonatkozo feltételezés: a kockazatmentes kamatlab, r az opcié futam-
ideje alatt konstans. Ez természetesen szintén elég erds feltételezés, azonban Robert Merton
megmutatta, hogy ha a részvény volatilitdsa ismert, a zérékupon-kotvény hozama fel-
hasznalhat6, még akkor is, ha r nem allandé (Merton [1973]).

A részvényekre vonatkozo feltételezések: a modell feltételezése szerint a részvény nem
fizet osztalékot az opcié futamideje alatt. Ennek a kikotésnek a felolddsara szintén tobb
modszer taldlhaté a szakirodalomban (példaul Cox-Rubinstein-Ross [1979]). Tovabbi
kikotés, hogy a részvények tokéletesen oszthatok legyenek. Ennek felolddsara Benedek
[1998] mutat a jelen tanulményhoz kapcsolodo példat.

A kereskedésre vonatkozo feltételezések: tovéabbi feltételezés, hogy nincsenek tranzak-
cios koltségek. Lehetdség van az tigynevezett short sellingre, azaz eladhatunk ugy egy
részvényt valakinek, hogy az nincs a birtokunkban, csak megegyezés szerint helyt kell
allnunk érte valamikor a jovében. A feltételezés szerint a short sellingnek nincsenek
tobbletkoltségei. Nincs tovabba koltsége a kdlcsonvételnek sem, azaz lehetGségilink van
kockazatmentes kamatlab mellett kolcsont felvenni. Minden id&pillanatban - folytonosan
- lehet&ség van kereskedésre. A befektet6t nem befolyasolja a kereskedésben az altala
fizetend§ ado.*

Az opcidra vonatkozo feltételezések: a modellben eurdpai tipust opcidrdl van szo. Az
opcidarazasndl ezt kihasznaltuk ugyan, de bizonyithat6, hogy a formula ugyantigy érvé-
nyes amerikai tipusd opciora is. Robert Merton ugyanis megmutatta, hogy ha a részvény
nem fizet osztalékot, akkor a rd vonatkozé opci6 értéke mindig magasabb, mint amekko-
ra az azonnali lehivas esetén lenne. Ezért a raciondlis befektet6 nem hivja le az opciét a
lejarati id6pont elétt, igy a két tipusu opcid ara megegyezik (Merton [1973]).

A piacra vonatkozo feltételezés: nincs lehetGség arbitrazsra.

A Black-Scholes-formula tehat elvileg csak olyan idedlis koriilmények kézott hasznal-
hatd, amelyekre sehol a vildgon nincsen példa. Ennek ellenére mégis elészeretettel alkal-
mazzak az opcidk drazasara. Ezt a formulat épitik be a legtobb kockazatelemzd szoftver-
be, és a befektetdk sajat boriikon tapasztaljak a valds piac okozta kiilonbségeket. Fischer
Black részletesen bemutatja, hogy e feltételezések sériilése esetén milyen stratégiat érde-
mes alkalmazni, illetve hogyan valtozhat az opci6 értéke (Black [1988]).

Mi a tovéabbiakban azzal az esettel foglalkozunk, amikor vannak tranzakcids koltsé-
gek. Mivel numerikus eljarast adunk az opci6 drazdsira, ezért a folytonos kereskedés
feltétele automatikusan feloldddik. Az eljaras soran mindig valamilyen fedezeti (hedging)
stratégiat alkalmazunk.

Opcidarazas numerikus médszerekkel

A kovetkez6kben bemutatjuk, hogyan sikeriilt meghatarozni az opcid arat olyan esetek-
ben, ahol nem all rendelkezésre viszonylag egyszerd analitikus képlet. E16szor bemutat-
juk magat a szimuldciés modellt, és kitériink néhany altalunk fontosnak vélt numerikus

3 Empirikus vizsgalatok szerint az értékpapirok arfolyama, illetve devizairfolyamok Levy-eloszlast ko-
vetnek, dltaldban 1,5 paraméterrel.
4 Az ad6zasra vonatkozé feltétel feloldasat lasd Milevsky-Prisman [1997].
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probléma megoldasara is. Ezt kovetSen ellendrizziik modelliink helyességét, azaz meg-
gy6zddiink arrdl, hogy:

- visszakapjuk-e megfelel$ egyszertsitések mellett a Black-Scholes-képletet;

- konzisztensek-e a kimeneti értékek;

- érzékenyek-e a kimeneti értékek a paraméterek kicsiny megvaltoztatasara.

Magyarazatot adunk arra is, hogy miért az adott paraméterbeallitassal folytattuk vizsga-
l6dasunkat. A tranzakciés koltségek bevezetése utdn egy dsszehasonlitd tablazatban kdzol-
juk és értékeljiik a kapott eredményeket. Végiil bekapcsoljuk a fedezeti eljarasra (hedging)
vonatkozd kiilonbozd stratégidkat a modellbe. Ezek a stratégiak altalaban paraméteres stra-
tégidk, s ez adta az otletet, hogy prébaljuk optimalizdlni a szimul4ciés modellt.

Az egyszeri dinamikus fedezeti (hedging) modell tranzakcios koltségekkel

Els6 és legegyszertibb modelliinket nevezziik BSTC (Black-Scholes Transaction Costs)
modellnek, melynek felépitése a kovetkezd:

Bemend adatok generalasa. Ez a folyamat abbol dll, hogy meghatdrozott szamii le-
hetséges részvénydrfolyam-sorozatot generdlunk. A paraméterek a kovetkezok:

mintameret: az azonos paraméteri részvényarfolyam-szcenariok szama,

MU: a geometriai Brown-mozgéasban szerepld éves L,

SI: a geometriai Brown-mozgasban szerepl§ éves o,

S,: a részvény arfolyama a nulladik periédusban,

N: hiany naponként generdljunk 1j részvényarfolyamot,

T: hany napig tartson a szimul4cio,

EV: hany napra osszuk fel az évet.

(Példaul, ha N = 1, T = 60, EV = 730, akkor naponta kétszer generdlunk 0j rész-
vényarfolyamot, és ez a folyamat egy honapig tart.) Feltoltiink tehat egy olyan matrixot,
amelynek sorai mutatjak, hogy hanyadik periddusban tartunk, oszlopai pedig kiilonboz6
sorozatok, de nyilvan mindegyik az S kezdGért€kbdl indul.

A folyamat Brown-mozgast kovet:

Sin = S[e(MU—Slz/Z)(N/EVHSls«/W, ahol £ ~ N(0,1).

Kiilon figyelmet szenteltiink a normaélis eloszlasu véletlenszamok generdldsanak, mi-
vel a nem megfeleld mindségd véletlenszam-sorozatok a kimeneteli adatokat inkonzisz-
tensé tehetik (1asd a 6. dbrdt). A megoldast a Press és szerzotdrsai [1994]-ban leltiik fel.
A diagnosztikai programok eredményei alapjan a ranl eljaras (280. o.) tiint a legponto-
sabbnak, ciklusideje (108) is kielégitének bizonyult. A pénziigyi modellhez kapcsolddo
tesztek® és egyéb fejlesztések nagyobb ciklusid6t kovetel(het)nek, amelyre a ran2 eljarast
(282. 0.) tettiik talonba. A [0,1) intervallumon 1év6 egyenletes eloszlasu valtozo standard
normalis eloszlasu valtozova transzformaldsara az ugynevezett polarmodszerS hasznalata
mellett dontottiink.

A szimulacio. A paraméterek a kovetkezok:

E: az opcio kotési arfolyama,

R: a kockazatmentes kamatlab,

TC: a tranzakcids koltség nagysaga szazalékban.’

5> Példaul a normalis eloszlas tesztelése (1asd A varhato érték becslése cimi fejezetet).

® A modszer szerzSi: G. E. P. Box, M. E. Muller és G. Marsaglia, 1asd b6vebben Knuth [1981]. Az
algoritmus megtaldlhaté gasdev néven szintén a Press és szerzotdrsai [1994] miben (289. o.).

7 Azaz TC = 0,01 esetén 100 forint értékd részvény eladasanak/vételének tranzakcids koltsége 1 forint.
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A vdltozok a kovetkezok:

P: egyenleg,

S: részvényarfolyam,

delta: az opcid deltaja (fedezeti aranya).

Elsd nap tudjuk, hogy a részvény arfolyama az indul6 arfolyam. El&szor elkészitiink egy
portfoliot: eladunk egy darab vételi opciot, és vasarlunk Fy darab (tovabbiakban ezt deltd-
nak nevezziik) részvényt. Deltat a (5) képlet S szerinti derivaltjaként adjuk meg, azaz:

aC
delta =— = N(d,).
elta =~ =N(d,)

Tegytik fel, hogy az opciéért nem kapunk semmit, mig a részvények vasarlasat kocka-
zatmentes kamaton adott kdlcsonbdl finanszirozzuk. Pénziink tehat az elsd nap:

P, = -S, - delta, - (1 + TC).

Lathatd, hogy a tranzakcids koltséget a kereskedés 0sszértékével ardnyosan adjuk meg.
(Nincs fix minimumkoltség.) Itt az a numerikus probléma meriil fel, hogy delta kiszamo-
lasakor a normalis eloszlasfiiggvényt kell hasznalni. Ehhez egy hat tizedesjegy pontossa-
gl polinomiélis kozelit§ formulat alkalmaztuk (Hull [1993]).

A tovdbbi napokban mindig ugyanaz torténik, egészen az utols6 napig. El&szor megfi-

zetjiik pénziinkre (kolcson) a kamatot: N

R—
— EV
b =PF_ye ™.
Ezutan a bemend adatok generélasakor elkészitett matrixbol kivessziik a soron kovetkezd
elemet (ez a soron kovetkez6 részvényérfolyam, S), €s segitségével kiszamoljuk az Uj delzdt.

A portfolionkban levs részvények szamat erre az értekre kell beallitanunk, tehat vagy el-
adunk, vagy vesziink tovabbi részvényeket. Igy pénziink a kdvetkezSképpen véltozik:

| S,(delta,_ —delta,)1-TC), ha delta, < delta,_y,
- S,(delta, — delta, )1+ TC), kiilonben. '

Az utolsé napon - hasonléan az el§z6khoz — megfizetjiik a kamatokat, és beolvassuk
az utols6 naphoz tartozé részvényarfolyamot. A portfélidnkat viszont mar nem egészit-
jik ki, sét eladjuk részvényeinket, és helytallunk az opcidnal, azaz:

dP, =S, - delta_, - (1 - TC) - max{S, - E,0}.

t

Végiil az elsd napra diszkontdljuk a kapott értéket és vessziik a minusz egyszeresét:
T

C=-Pe &.

A kapott érték (C) az opcid arat adja meg a periddus elején, hiszen, ha pont ennyiért
adtuk volna el az opcidt az elsd periddusban, akkor az utolsé periddusban pénziink nullaval
lenne egyenld. A tovabbiakban tehat az opcidar, illetve opcidarfolyam kifejezések alatt
nem a pénzpiacokon kialakult (s igy a befektetd szamara konstans) értéket értjiik, hanem a
fenti, valészindségi valtozot. Nézziik, milyen feltételezéseket tettiink a modellben!

1. Akar eladunk, akar veszilink, azonos az aranyos tranzakcids koltség nagysaga, nincs
minimdlis tranzakciés koltség, tovabbad minden idSpillanatban azonos feltételek mellett
kereskedhetiink (7°C konstans);

2. az opcid lehivasa esetén nem részvényt adunk at, csupan a részvényarfolyam és a
kotési ar kiilonbséget;

3. a Black-Scholes-képlet alapjan szdmoltuk a portfolidban szerepld részvény mennyisé-
gét, ez az ugynevezett delta fedezeti (delta hedging) modszer, és mindig kiegészitettiink;
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4. Black-Scholes-szerzéparos legtobb kikotését, azaz a volatilitasra, részvényarfolyamra,
kock4zatmentes kamatldbra, osztalékra stb. vonatkozdkat megtartottuk, csak a kereske-
désnél fizettiink tranzakcids koltséget.

A kimeneti adatok meghatarozasa. A szimulaciét O0sszesen mintameret-szer hajtjuk
végre, és a kimeneti adatokat a C sorozatbél hatirozzuk meg. Osszesen csupan két kime-
neti adatot generalunk, a sorozat atlagat és atlagos négyzetes eltérését mint a varhatd
érték és a szorasnégyzet becslését. Szamunkra az a j6, ha ez a varhat6 érték minél ki-
sebb. Tegyiik fel ugyanis, hogy a varhat6 értéknél magasabb aron tudjuk eladni az opci-
ot. Ekkor a fenti kiegészitési stratégiaval az utols6 periddusban, az opcids helytallas utan
is varhatéan pozitiv pénziink marad. A széras az opcid kockdzatossagit jelenti, tehat
célunk az, hogy magatartasi formankat valtoztatva mindkét kimend valtoz6t minimalizal-
juk. Ez egy vektorrendezési feladat.

A BSTC modell eredményei és elsd tesztelése

A fenti modellt nagyon sok kiilonb6zé paraméterre végigszamoltuk, és minden esetben
az 1. tdbldzattal konzisztens eredményeket kaptunk, igy csak a kovetkezd paraméter-
beallitasok eredményeit kivanjuk bemutatni:

MU = 0,12 ST = 0,30 S, = 100
E =100 R =0,05 mintameret = 5000

Az opci6 futamideje 30 nap volt, igy a Black-Scholes-formula szerint az opci6 értéke:
3,6321.

1. tablazat
A BSTC modell eredményei

3 Nincs tranzakcids koltség Van tranzakcids koltség
Ha,ny§z"or ' (TC = 0) (TC = 0,01)
egészitiink ki?

véarhat6 érték szoras véarhat6 érték szoras
Naponta 5 X (150) 3,6310 0,2414 8,6447 1,5247
Naponta 2 X (60) 3,6309 0,3769 7,1760 1,0877
Naponta (30) 3,6333 0,5280 6,4315 0,9710
Kétnaponként (15) 3,6211 0,7327 5,5895 1,0325
Otnaponként (6) 3,6240 1,1391 5,4094 1,3448
Csak az els§ nap (1) 3,6207 2,5572 4,6957 2,5631
Soha (0) 3,8940 5,5273 3,8940 5,5273

Jol 1athat6, hogy a modell zérus tranzakciés koltségek mellett két tizedesjegy pontos-
saggal megkozeliti a Black-Scholes-értéket. Azt is tapasztalhatjuk, hogy minél kisebbre
valasztjuk a 1épéskozt, annal alacsonyabb a szords. Hatarértékben nyilvan eltinik a sz6-
ras, és ezt allitja a Black-Scholes-levezetés is. Vagyis, ha opcidval tizleteliink, és neta-
lantan nincsenek (vagy nem kereskedésaranyosak a) tranzakcids koltségek, ne haboz-
zunk olyan gyakran kiegésziteni portfolionkat, amilyen gyakran csak lehet. Abban az
esetben azonban, ha vannak tranzakcids koltségek, minél tobbszor kereskediink, anndl
magasabb értéket kapunk az opcidra. Hatérértékben az opci6 ara barmilyen pozitiv tranz-
akcids koltség esetén a végtelenbe tart. A kiegészitések novelésével azonban tranzakcids

sy o

koltségek esetén is csokkenthetd az opcid kockazatossdga. (Egyre sidriibb kiegészités
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esetén azonban - az opcidar-emelkedés mellett - ndvekedni kezd a szorés. Ett6l az érték-
t6l kezdve a kiegészitések mar biztosan nem hatékonyak.) Ezek szerint, ha csokkenteni
szeretnénk kockdzatunkat (egy bizonyos fokig), gyakrabban kell kiegésziteniink, vallal-
va ezzel az esetleges kisebb nyereséget, mig ha kevésbé vagyunk érzékenyek a kockazat-
ra, akkor egészitsiink ki ritkdbban, vallalva azt, hogy a vart nagyobb hozam mellett
esetleg nagyot bukunk. Osszefoglalva, a BSTC modell konzisztens eredményt adott a
Black-Scholes-formuldval és varakozasainknak megfeleld értékeket nydjtott a tranzakci-
0s koltségek bevezetésekor. A tovabbiakban olyan modelleket mutatunk be, ahol optima-
lis kiegészitési stratégiat keresiink. A modellnek két kimené valtozéjara készithetnénk
egy hasznossagi fliiggvényt, amelynek maximalizdldsa megadja az optimalis viselkedési
stratégiat. Ekkor a kiilonb6z6 hasznossigfiiggvények kiilonbozd befektetStipust jelle-
meznek. Mi a tovdbbiakban e helyett megtartjuk a vektormaximum-problémat, és megki-
séreljiik megadni az optimdlis varhat6érték-szOoras parokat, azaz az efficiens halmazt. Ha
a céltérben abrazoljuk ezt a feliiletet és egy befektetd hasznossagfiiggvényét, akkor az
érintési pont lesz az optimum.

Optimdlis stratégia keresése (a K-DH modell)

A most kdvetkezd modell gyakorlatilag a BSTC modell kiegészitése. Az alapétlet az,
hogyha nem mddosithatjuk minden idGpillanatban a portf6lionkat, akkor legjobb lenne
azokban az id6pontokban mddositani, amikor arra a leginkdbb sziikség van. Képzeljiink
el egy tliréshatarsdvot, és mondjuk azt, hogy abban az esetben, ha a megkivant (szadmi-
tott) delta érték és a jelenlegi részvénymennyiség (egy korabbi delta) kiilonbsége a sdvon
beliil mozog, akkor nem valtoztatunk a portfélié dsszetételén, de ha a savbol kimozdul,
akkor a megkivant delta értékre korrigiljuk a részvények szdmat. Minél kisebb ez a
tdréshatar, anndl inkdbb kozelitink a BSTC modell minden idSpontbeli kiegészités-
eredményéhez, és minél szélesebb, annal inkabb tartunk a kiegészités nélkiili eredmény-
hez. A szimuldciés megvalositas felépitésében egyezik az el6z6 modellel, csak néhany
feltételt kellett beiktatnunk. Megjegyezziik tovabba, hogy két K-DH modellt készitet-
tiink, az els6ben a kezdeti peridédusban a sdvnagysagtol fiiggetleniil mindig kiegészitet-
tiink (K-DH1), mig a masikban az elsd periddusra is vonatkozott a kiegészitési feltétel
(K-DH2). Maga a feltétel a kovetkezd:

igaz, ha |delta, - delta

aktudlis 'Sz 2 So -TC-K

vanKieg =
8 {hamis,kﬁlénben

A modell futtatasa esetén a jobb oldal konstans. A K paraméter a tliréshatar savszéles-
sége. K a nem negativ szdmokon értelmezett, és 0-ra minden periddusban kiegészit.
Minden optimalis K érték mas-mas preferencidju befektetst elégit ki.

A K-DH modellek eredményei

Legrészletesebben ezt a modellt vizsgaltuk, s ennek a modellnek a vizsgilata sordn dertilt
fény néhany tovabbi kérdésre. Nézziik eldszor a fenti paraméterbedllitisok mellett, mi-
lyen eredményeket adott a modell (N = 1, T = 30, EV = 365, TC = 0,01) (2. tdbldzat).

A 2. tabldazatban j6l lathatd, hogy minél kockazatkeriilébb a befektets, annal kisebb K
paramétert kell haszndlnia, és annal magasabb értéket kap az opcid varhat6 értékére. Az
is lathatd, hogy ha a paramétert nagyon nagyra valasztja, akkor a futamid§ alatt nem



Opciddrazds numerikus modszerekkel 913

2. tabldzat
A K-DH2 modell eredményei

K paraméter Viarhat6 érték Szorés Atlagos kiegészitések
0 6,4315 0,9710 30
4 6,2544 0,9886 16
13 5,7128 1,0662 6
48 5,0740 2,2766 2
999 3,8940 5,5273 0

kereskedik a befektetS, és igy az opcid arat nem terheli a tranzakcids koltség, tehat az

27 2

érték azonos az 1. tabldzatr megfelelS értékével. Miutdn elkészitettiik a modellt, és meg-
gy6z4dtiink a modell helyességérdl, a kovetkezd vizsgilatokat terveztiik:
1. a K-DHI1 és K-DH2 modell 6sszehasonlitasa, optimalizalas;
torzitas- és konzisztenciavizsgalat (validation);

2.
3. a futamidd felosztasanak finomitasa;
4. érzékenységvizsgalat;

5. az opcidar eloszlasanak vizsgalata.

A vizsgalatok sordn a K paraméterre teljes leszamlalast végeztiink. Nézziik ennek ered-

ményét a K-DH2 modell esetén (1. dbra).

1. a) dbra
Az opci6 varhat6 értéke K fiiggvényében

Viérhato

érték

-

6

] e

4 e

34 ' I 2
: 50 100 150

1. ¢) abra
Az atlagos kiegészitések szdma K fiiggvényében

Kiegészitések
szdma
40
30
20
10

0 T T T
0 50 100 150

1. b) dbra
Az opci6 szordsa K fliggvényében

Szoras

8

6

4 /

2

O T T T 1 K
0 50 100 150

1. d) dabra
A vérhat6 érték-szOrds parok (a céltér)

Szoras
6 . 'ta
4
2 T
ey S
0 -1 T T Virhat6
4 5 6 érték
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Jol lathato, hogy a K paramétert 0 és 140 kozott valtoztattuk, méghozza ugy, hogy kis
értékeinél strdbben, nagy értékeinél ritkdbban vettiink fel értékeket.® Nullanal mindig
van kiegészités (30 darab), 140-nél nagyobb értékek esetén pedig olyan tdgra nyilt a
tréshatar-intervallum, hogy mar minden szimuldciénal zérus volt a kiegészitések sza-
ma. A tovabbiakban elsGsorban a célteret vizsgaljuk, ez foglalja dssze a legtomorebben a
szamunkra sziikséges informdaciokat.

A K-DH1 és K-DH2 modell ésszehasonlitasa, optimalizalds. Mint mar emlitettik,
elGszor egy olyan modellt készitettiink (KDH1), ahol az els§ id6pontban a K paraméter-
t6l fiiggetleniil mindig megalkottuk az indulé portf6lidt. Ez nyilvan azt jelenti, hogy az
opcid 4ra - ha van tranzakciés koltség — mindig magasabb, mint a Black-Scholes-érték.
A K-DH2-es modellben kivancsiak voltunk arra, hogy hogyan véltoznak az eredmények,
ha a kezd6 id6pontban is van lehetSsége a befektetdnek mérlegelni. (Igy elképzelhetd,
hogy csak valamikor a futamid§ végén vasarol részvényt.) Azt vartuk, hogy az 1j modell
bevezetésével azonos véletlenszdmok esetén csupan a baloldalon meghosszabbodik a var-
hat6 érték-szords par (tovdbbiakban cél) halmaz.

2. a) dbra 2. b) dbra
A K-DH1 modell céltere A két modell egylittesen
Szoras Szoras
4,5 8
3,5 . 6
2,5 i 4
.
15 e, 2
0,5 ¢ T v Vaérhat6 0 -t T T v Viérhato
4,5 5,5 6,5 érték 4 5 6 7 érték
=== K-DHl =—— K-DH2

A 2. b) abrdan mar 6sszekotottiik a pontokat, de ezt csak a szemléltetés kedvéért tettiik,
hiszen nincs arra bizonyiték, hogy a pontokat 6sszekot6 egyenesen szerepld pontokhoz
1étezik megfelel§ K érték. A tovabbiakban mégis, amikor egy abran tobb adatsor talalha-
t6, ezt a technikdt alkalmazzuk. A numerikus megoldds tehdt megmutatja, hogy van
lehet&ség arra, hogy az opcié ardt ne nagyon emelhesse meg a tranzakcios koltség, ez
azonban roppant mértékid bizonytalansagot okoz. Ha a befektetGnek adott a hasznossag-
fliggvénye, akkor ezt a céltérben dbrazolva, északnyugati irdnyba tolva, az els6 érintési
pont lesz az optimalis, és azonnal leolvashat6 a varhat6 érték-szoras par. Ebbdl vissza-
kereshet$ az optimadlis stratégidhoz tartoz6 K érték is. Ha pedig az opci6 ara adott, akkor
a céltérben az adott értékhez megkereshetjiik a legkisebb szorast, és ennek alapjan hata-
rozzuk meg stratégidnk paraméterértékét. A modell készitésének kezdetekor abban re-
ménykedtiink, hogy egy jol szétszért halmaznak keressiik majd a délkeleti iranyb6l nem
dominalt részhalmazat, s ebbdl a K paraméter helyes bedllitasat tudjuk majd megadni. J61
lathat6 azonban az 4bran, hogy a célhalmaz majdnem minden pontja efficiens. Ez azt
jelenti, hogy valdszindleg nem érdemes ezt a modellt optimalizalni, mivel majdnem min-
den K értékhez egy nem domindlt vektor tartozik. Valéban, amikor optimalizalassal pro-
balkoztunk, nem kaptunk jelentds eltérést.

8 Lathatd, hogy K alacsony értékeire sokkal érzékenyebben reagdlnak a valtozok, mint a magasra. Ha
egyenletesen vettiink volna fel pontokat, akkor az 1. a)-d) dbran bizonyos helyeken két pont kozott til nagy
lenne a tavolsag.
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Itt emlitjiik meg, hogy a szimuldci6 optimalizdldsa 6nmagaban is érdekes és meglehe-
tésen bonyolult numerikus probléma. Szerencsére rendelkezésiinkre allt egy genetikus
algoritmusra® épild optimalizald kornyezet, amit viszonylag egyszertien Ossze lehetett
kapcsolni a szimulacidéval. Az el6bbi esetben azt tapasztaltuk, hogy mar az indulé popu-
laciok is majdnem mind optimalisak voltak, és az optimalis halmaz gyakorlatilag nagyon
hamar, néhany generaci¢ alatt kialakult.

Torzitas- és konzisztenciavizsgalat (validation). 1gazsag szerint ezzel a ponttal kellett
volna kezdeniink a tirgyalast, hiszen az eredményeket mar ismertettiik, és még azt sem
igazoltuk, hogy jol viselkedik-e a modelliink. Ha ugyanis a célhalmaz struktirdja nagyon
eltérd képet mutat mas-més véletlenszdm-sorozatra, akkor egyetlen fenti allitds sem allja
meg a helyét. Két oka van annak, hogy mégis itt foglalkozunk ezzel a problémaval. Az
egyik az, hogy a vizsgalat sordn mindig a célhalmaz viselkedését figyeltiilk meg, és ezt
csak az elébbi pontban definidltuk. A maésik ok az, hogy a kutatds sorén itt szembesiil-
tiink eldszor ezzel a problémaéval, és emiatt kellett a mar emlitett véletlenszdmgenerator-
részt jra programozni. Modelliink megbizhat6sagat Gigy ellendrizhetjiik, hogy eldszor
kiilonboz6 induléértékekbdl inditjuk a véletlenszam-generatort, masodszor a mintaméret
szamat fokozatosan noveljik. A szimul4cidt 15 beallitds mellett futtattuk; harom kiilon-
b6z6 induld értéket (-1, -5 és —13) és 6t mintanagysagot (100, 200, 500, 1000, 5000)
adtunk meg. A tesztelésnél a K-DH1 modellt hasznéltuk. Hipotéziseink a kovetkezdk
voltak:

1. kiilonbozd értékbdl induld szimulicidk célhalmaza nem szisztematikusan ingado-
zik, az ,atlagok atlagatol” mindkét irdnyban eltér;

2. a mintaméret novelésével ez az ingadozds jelentdsen csokken;

3. kiilénbdz6 mintanagysigok esetén is igaz, hogy az ,atlagok 4tlagatol” a kiillonbozs
mintanagysagok melletti célhalmazok mindkét irdnyban eltérnek.

3. dbra
Kis minta ingadozdsa kiilonbdzd induld értékek esetén
Szorés
3,57

3,0

2,5

0,5

0,0 T T T 1 Viérhat6 érték
4,5 5,0 55 6,0 6,5

—— HO01-0100 —— HO05-0100 = H13-0100 —— H13-5000

Megjegyzés: Vékony vonallal abrazoltuk az ,atlagok atlagit”, az Otezres mintanagysagot.

° A felhasznalt genetikus algoritmus konyvtar: Sugal Genetic Alg. Package, Andrew Hunter, University of
Sunderland, England (Hunter [1995]).
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4. dbra
Nagy minta ingadozdsa kiilonbdzd indulé értékek esetén

Szorés
3,0

2,54
2,0 4

1,5 A

1,0

0,5

0,0 T T T 1 Vérhat6 érték
4,5 5,0 5,5 6,0 6,5

—— HO01-1000 = HO05-1000 = H13-1000 —— H13-5000

5. dbra
A célhalmaz valtozasa a mintaméret novelésére

Szo6rés
3,57

3,0

2,5 A

2,0

1,5 A

1,0

0,5

0,0 T 1 Varhato érték

T T
4,5 5,0 5,5 6,0 6,5
=== HI13-0100 — = H13-0200 —— H13-0500
= H13-1000 = H13-5000

A 3-5. dbra igazolja a modellben hasznalt mddszerek helyességét. Szemléltetésiil a
kovetkezSkben olyan dbra lathat6, melyet a rossz véletlenszam-generator adott. A 6.
dbrdn a mintaszam novelésével a célhalmaz lelapul, és a tobbi sorozat nem a nagy minta
koril ingadozik.

Az alpont lezarasaként elfogadjuk az 4ltalunk hasznilt modell helyességét, és megha-
tdrozzuk azt a mintaméretet (1000) és azt az indul6 értéket (-13), amelyre a tovabbi
vizsgélatokat elvégezziik. Megjegyezziik tovabba azt, hogy a szakirodalomban tovabbi
lehet&ségek allnak rendelkezésre abban az esetben, hogyha valamilyen okbo6l (er6forras-
korlat) csak kis mintara tudjuk a szimulaciot elvégezni. Ezt nevezziik varianciacsokkentd
eljardsoknak. Mivel szdmunkra az id6tényezd nem jelentett komoly korlatoz6 feltételt,
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6. dbra
A hibés véletlenszdm-generator okozta inkonzisztens eredmények

Szoras
3,5 7

3,0
2,5
2,0

1,5

1,0

0,5

0,0 T T T 1 Vérhat6 érték
4,5 5,0 5,5 6,0 6,5

=== R01-0100 = = R02-0100 — R01-0200
= R01-0500 == R01-1000 = R02-1000

ezért a tovabbiakban is szivesen dolgoztunk nagy mintdkkal. Ennek ellenére, mivel alta-
l4nos eljarast akarunk adni pénziigyi szimul4cidk készitéséhez, tovdbba mivel hatdsosabb
becslési eljarast elméletileg is indokolt haszndlni, az A véarhat6 érték becslése cimi feje-
zet teljes egészét ennek a problémakornek szenteljiik.

Kiegészités félnaponként. Az el6zGekben harmincnapos futamidd mellett naponként
egészit(h)ettiik ki portfolionkat. Kivancsiak voltunk arra, hogy hogyan valtozik a célhal-
maz abban az esetben, ha félnaponként van lehetdség modositasra. (Azaz N = 1, T =
60, EV = 730.) Azt varjuk, hogy az el6z6 modellhez hasonlé abrat kapunk, azzal a
kiilonbséggel, hogy a halmaz jobb oldali szara kitol6dik, azaz magasabb varhat6 értékek
is elképzelhetSk. A novekedés abbdl szdrmazik, hogy ha félnaponként kereskediink,

tobb tranzakcids koltség adodik az opcid ardhoz.

7. dbra
Az egynapos és félnapos kiegészitések célhalmaza

Sz6ras

0 T T T T T T T T 1 Vérhato érték
3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5 7,0 7.5

—— Félnapos == Egynapos
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Ha ezt az eljarast tovabb folytatva, harmad-, negyed- stb. napos kiegészitési lehetdsé-
get adva figyelnénk a célhalmaz valtozasat, azt tapasztalndnk, hogy az opcié varhatd
értéke tetsz6legesen nagy értéket vehet fel (példaul a kordntsem irrealisztikus dtpercen-
kénti kiegészités mellett az opcid varhato értéke 34,1264). Ezzel azt a sejtést is igazoltuk,
hogy a Black-Scholes-féle opcidarazas modszerével nem tudjuk bedrazni az opcidnkat,
valamilyen més modszer sziikséges.

Erzékenységvizsgalat. A mintaméret kérdését tisztaztuk, nagysiagit 1000-re vélasz-
tottuk. Igy megfelelGen sima célhalmazhoz és nem tilsigosan idSigényes modellhez ju-
tottunk. Az el6zdek alapjan belattuk, hogy a futamido felosztdsanak finomitasaval a cél-
halmaz relevans része helyben marad. A futamidd nagyon kicsire vagy nagyon nagyra
allitdsa a mar ismertetett hatdsokkal jar. Amikor pedig egy honap és két év kozotti futam-
idéket vizsgaltunk, nem tapasztaltunk jelentds eltérést a célhalmaz struktirdjaban. fgy az
altalunk hasznalt egy honapos!'® naponként kiegészité modellt tekinthetjiik altalanos eset-
nek is. (N = 1, T = 30, EV = 365.) Kérdés azonban, hogy a tovidbbi paraméterek
megvaltoztatdsdra mennyire érzékeny a modell. A kétési drfolyam és az indulo részvény-
drfolyam Kicsiny valtoztatdsara a modell nem volt érzékeny. Nyilvanvaléan extrém nagy
abszoliit eltérés esetén megint csak a mar korabban megéllapitottak a mérvadok.!! (To-
vabbiakban mindkett6 értéke 100.) A tranzakcios koltséget csokkentve egyre inkdbb a
Black-Scholes-értékhez tartottak a célhalmaz elemei, nulldban természetesen a halmaz
egy pontra sztkiilt, sziikségtelenné téve a K-DH modellt. Viszonylag nagy tranzakcids
koltség hatasara a halmaz szétszorddott a magasabb értékek irdnyaba, de struktirajaban
nem tortént dramai valtozds. A TC = 0,01 értéket a gyakorlatbol vettiik. A kockdzatmen-
tes kamatlab valtoztatasara szintén nem volt érzékeny a modell, és mindvégig megtartot-
tuk az R = 0,05 feltételezést. A Black-Scholes-formuldban nem szereplé u tag a mi
modelliinkben sem jatszott 1ényeges szerepet. Extrém magas értékeire a célhalmaznak
azon pontjai mozdultak el erGsebben, ahol a kiegészitések szdma nulldhoz kozel esett. A
kockazatmentes kamatlabra tett feltételezésiink alapjan a u = 12 sz4zalékos érték tipikus-

8. dbra
A részvényarfolyamok eloszldsa kiilonbozd paraméterek mellett (SP u, o)

Gyakorisig
(ezrelék)

250 1
200
150 A
100 -

50 A

0 T T T T Hénap Végi
60 80 100 120 140 160 részvényarfolyam

— SP20,30 —— SP12,60 —=—= SP12,30

10° Azért valasztottunk egy honapos futamiddt, hogy a szimuldcié sebességét noveljik.

1 Elvégeztiink egy kisérletet E=130-ra, ekkor szinte sohasem kellett helytallni az opcidért, igy a jo
stratégia az volt, ha végig nem vésaroltunk részvényt. E=70 esetén pedig szinte mindig lehivtak az opciot,
igy a jo stratégia az volt, ha kezdet kezdetén vasaroltunk egy részvényt, és a futamidd végéig tartottuk.
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nak mondhat6 (1asd Hull [1993]). Annél érdekesebben reagalt a modell a o megvaltozta-
tdsdra. Bar valosidgban ez az érték dltaldban a 20-40 szdzalék kozotti intervallumba esik
(uo.), és ezen intervallumon beliil a célhalmaz nem ad 1ényegesen kiilonbdzd struktira-
kat, megvizsgaltunk két extrém értéket. Nulldhoz kozeli valasztds gyakorlatilag meg-
sziinteti a modell valtozdinak véletlenszerd ingadozasat. A célhalmaz nagyon kicsi szords
mellett gyakorlatilag vizszintes szakasz. A o = 60 szizalék esetén a halmaz ,,szétrob-
bant”. Ennek magyarazatat a 8. dbrdn latjuk, ahol a honap végi részvényarfolyam elosz-
l1asat vizsgaltuk. Vilagos, hogy magas o érték mellett a részvényarfolyam rendkiviil bi-
zonytalan, s ezt ,,6rokli” a ra vonatkozé opcio.

A 9. dbradn 14thatd, hogy nem til magas volatilitds esetén mennyire jol illeszkedik a
hénap végi részvényarfolyam szimuldlt eloszldsa a megfeleld paraméterekkel rendelkezd
lognormalis eloszlasra.

9. dbra
A hoénap végi részvényarfolyamok lognormalis eloszlast kdvetnek (o = 30 szazalék)

Gyakorisag
(ezrelék)

250 -
200 f l‘

150 7

100

50

0 T T T T T T T T T T T T T 1 H(’)nap Végi
részvényérfolyam

1 Szimuliaci6  e——e Elméleti eloszlas

Az opcioar eloszlasanak vizsgalata. Kivancsiak voltunk az opci6 aranak eloszlasara is.

A 10. a) dbra azt az esetet mutatja, amikor nulla tranzakcids koltség mellett minden-
nap kiegészitettiik a portfolionkat. A varhaté érték nyilvan a Black-Scholes-megoldas, 2
és a futamidd felosztasdnak finomitidsdval a gorbe egyre csticsosabbé tehet§ (a szoras
csokken), mig folytonos esetben rahtizodik a Black-Scholes-értékre (eltiinik a szoras). A
10. b) dbra a tranzakcids koltségekkel kibdvitett modell eredményét mutatja, ahol a K
paramétert zérusnak vettiik, s igy ugyanigy, mint a BSTC esetben, mindennap kiegészi-
tettiik a portfoélionkat. JolI 1athatd, hogy a varhaté érték és a szords megnovekedett, az
eloszlés pedig lognormalisnak tiinik. Az elz6ekben lattuk, hogy a K paraméter novelé-
sére a varhat6 érték csokken, és a szoras novekszik. Az 11. a)-d) dbra azt is megmutat-
jék, hogy K novelésével az eloszlds is dramai véltozdson megy keresztiil. Lognormalis
illesztés helyett az opcidarak logaritmusara probaltunk normalis eloszlast illeszteni. Lat-
hat6, hogy nem til nagy K értékekre igen j6 az illeszkedés, de ahogy né K, ugy tolddik
ki jobbra az eloszlds csucsa, tovabba megfigyelhetd, hogy egyre nagyobb az esélye az
extrém kicsi értékeknek. Egy bizonyos paramétertdl aztan ,,szétrobban” az eloszlas. Ekkor

az torténik, hogy bizonyos esetekben az opcid értéke zérus.'?

12 Ezt a varhatoérték-teszt is igazolta.
13 Nulla logaritmusa minusz végtelen, mi ezt az elsG oszlopban dbrazoltuk.
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10. a) abra
Opcidarak eloszldsa a BSTC modellnél

Gyakorisag
(ezrelék)

300 -
250
200
150 A
100 A

50 A

oOr—T—F——7 71— C
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11. a) dbra
A K-DH modell eredménye K=0-ra
Gyakorisag
(ezrelék)
200 ~
o
150 A \
100
50
[0 e e o o o e |||||||||||1n(C)
[ In(0) e—e Norm

11. c) abra
A K-DH modell eredménye K=16-ra

Gyakorisag

(ezrelék)
250 A
200 o
150 A
100 A

50

0 forererofr®——— LB ln(C)

[ In(0) e—e Norm

10. b) dbra

Opcidarak eloszldsa a K-DH (K=0) modellnél

Gyakorisig
(ezrelék)

140
120
100
80
60
40 4
20

0 T T T T T 1 C

11. b) dbra
A K-DH modell eredménye K=4-re

Gyakorisig
(ezrelék)
250 A
200
150 A
100 -

50 A

0 In(C)
[ In(0O)

o—=o Norm

11. d) dbra
A K-DH modell eredménye K=32-re

Gyakorisag
(ezrelék)

350
300 9]
250
200 A m
150 A B
100 A —

50 {ere-e-o-o-o

= In(C)

0 LI B I I B B B B B

[ In(0O)

—=o Norm
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(Nagy K-ra ugyanis elképzelhetS, hogy a szimulaci6 sordn egyszer sem torténik kiegé-
szités, és az utols6 periddusban pedig nem kell helytallni az opciéndl, mivel a részvény
4ra nem haladja meg a kotési arfolyamot.) Az opcid 4ra ilyen esetben egy vegyes elosz-
last kovet. Ertéke p valoszintséggel nulla, és 1-p valészindséggel valamilyen folytonos
eloszlas, amely hasonlit egy lognormalis eloszlashoz.!'*

Opciddrazds a K-DH modell segitségével

Az opcid arat a célhalmaz struktirija alapjan hatidrozhatjuk meg. Az el6zGekben azt
igazoltuk, hogy ez a struktdra stabil. A céltér azonban olyan, hogy nincs olyan pontja,
vagy megfelelden kicsi ponthalmaza, amely az osszes tobbi pontot domindlna. Igy azt
mondhatnank, hogy az opci6 arat minden befektet§ a maga hasznossagfiiggvénye alap-
Jjén hatdrozza meg. Azt latjuk azonban, hogy a céltérben van egy megkiilonboztetett
pont, ahol a célhalmaz erdteljesen megtorik (12. dbra). Ez a pont a (4,758; 2,612).
Egy racionalis befektetd nem valaszt ettdl kiilonbozo kiegészitési stratégiat, ugyanis ha
a céltérben ettSl jobbra tér el, akkor nem csokken a kockazata olyan mértékben, mint
ahogy az opci6 ara ng, balra pedig a legkisebb elmozdulés is 6ridsi kockdzatnovekedést
okoz. Ez a meggondolds azon alapszik, hogy a raciondlis befektetd hasznossagfiiggvé-
nye olyan, hogy a célhalmazon az adott pontban veszi fel maximumat. Ennek a pont-
nak az eléréséhez a mi példankban a K = 52,75 paramétert kellett valasztanunk a K-
DH stratégidval.

12. dbra
A racionalis befektetd haszonmaximalizalasa a céltérben

Szorés
7 -

0 T T T T 1 Varhato érték
4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5

14 B6vebben lasd Jackwerth-Rubinstein [1996].
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A varhaté érték becslése'”

Lattuk, hogy a targyalt pénziigyi modelliinknek egyik kimeneti valtozdja a varhato érték,
amelyet a mintaatlaggal becsiiltiink. Ebben a fejezetben bemutatunk a varhat6 érték becs-
1ésére egy hatdsosabb moddszert. Megjegyezziik azonban, hogy a masik kimeneti valto-
z0t; a varianciat tovabbra is a korrigalt tapasztalati szorasnégyzettel becsiiljiik.

Varianciacsokkenté médszerek. Avramidis—-Wilson [1996] ad jo attekintést a szimu-
laciés modellezésben alkalmazott varianciacsokkentd modszerekrdl. Altalaban kétféle
mddszer létezik:

1. korrellt minta készitése, amely hatdsosabb becslést eredményezhet, mint a fiigget-
len, azonos eloszlasi (FAE) minta;

2. becslés a paraméterek feltételes eloszlasabol, amikor a feltételben szerepld valtozok
eloszlasanak elméleti paraméterei ismertek (példaul kontrollvaltozok médszere). Ekkor a
becslés hatdsossiga a korrelacié mértékétdl fiiggben javithatd.

Megjegyezziik, hogy a jelen pénziigyi modellben az drfolyammozgds jatszhatja a kont-
rollvaltoz6 szerepét. Egydimenzids esetben célszerd volt a futamidd végi részvényarfo-
lyamot haszndalni. Ez korreldl az opci6 ardval és ismertek az elméleti paraméterei.

Kontrollvaltoz6k médszere. Tegyiik fel, hogy taldlunk egy olyan valészintiségi val-
toz6t a modellben, amelynek elméleti paraméterei ismertek, és erds linedris korrelacio-
ban van a modell eredményvaltozéjaval. Ekkor hasznalhatjuk a kdvetkez6 linedris becsld
formulat:

YCV =Y- B(C - ‘UC),

ahol Y a kimeneti valtozo értéke, Y., a kontrollvéltozoval korrigélt értéke, C a kontroll-
valtoz6, amelynek elméleti vérhato €rtéke ismert, éspedig u .. (Tobb kontrollvéiltozo
esetén ez utobbi két valtozo értelemszerden vektor, igy a fenti kifejezés jobb oldalan egy
skalarszorzas szerepel.) A kontrollvaltozoval korrigalt valtoz6 becslése nyilvanvaléan
torzitatlan, ugyanis

E(Y;,)=E(Y) - BE(C - uc) = E(Y).

p%

és hatdsossiga a 3 paraméter értékétdl fiigg.

Nyilvan akkor hatdsos a becslés, ha tényleg csokken a korrigalt valtozé varianciija.
Anderson [1958] belatja, hogy B optimalis értékét — az optimdlis kontrollt - a kovetkezd
formula adja:

p=2x, ©)
o-C
ahol o, az eredeti kimeneti valtozo €s a kontrollvéltozé kovariancidja, o pedig a kont-
rollvaltoz6 szérasnégyzete. (A tovabbiakban o-val mindig az elméleti, s-sel mindig a
tapasztalati szorast jeloljik). Nyilvanvald, hogy ebben az esetben annidl hatdsosabb a
becslés, minél nagyobb az eredeti valtozo és a kontrollvaltoz6 kozti korrelacid, és minél
kisebb a kontrolvaltoz6 szérasa, ugyanis

Var(Y,,) = o, + B’ —2B0,..

15 Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a fejezetben a szakirodalommal megegyez§ jelolést haszndlunk,
igy az el6z6 fejezetek valtozoit Uj jeloléssel lattuk el.
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A becslés akkor hatdsos, ha 8 20‘2 -2fB0,. <0. Igy a (6) felhasznalasaval azt kapjuk,
hogy

oy o
o 26—?3 0, azaz O_—’E: Pre 2 0.

Mivel p,.. (t6bbszords) korrelacios egyiitthato, ezért lathatd, hogy a varianciacsokkentés
feltétele a becsiilt és a kontrollvaltozd(k) kozti korrelacié. Ez az elméleti eset, a gyakor-
latban a szabadsagfokok veszteséget indukdlnak, ezért az kovetkezd, szabadsagfokok
altal meghatarozott kiiszobértéket kapjuk:

2
Ove _

p§c>—n32

ahol ¢ a kontroll valtozék szdma, n a minta mérete.

2

. . . e i1z . A N .
Mivel 8 nem ismert, ezért mintdbol kell becsiilni. Ekkor f# =b =&, Sajnos ebben
C
az esetben a becslés torzitatlansdga mar csak akkor garantdlt, ha (Y, C) egyiittes eloszldsa
normalis.'® Vagyis csak ekkor igaz, hogy

E| 2€(C - pe) |=E| 2% [B(C - ue) =0. ™
Sc Sc

Meg kell jegyezniink, hogy az altalunk készitett pénziigyi modellben sem Y (opcidar-
folyam), sem pedig C (részvényarfolyam a futamidd végén) nem kovet normalis elosz-
last, igy egyiittes eloszlasuk sem lehet normdlis eloszlds. C-rdl viszont tudjuk, hogy
lognormalis eloszlast, vagyis a logaritmusa normadlis eloszlasu. Y elméleti eloszldsa nem
ismert, a grafikus megjelenitések alapjan K bizonyos értékeire lognormalis eloszlas sejt-
hetd (ez a K < 20 tartomany).

A kontrollvaltozok moddszerének altalanositdsairdl nem normadlis eloszlasok esetére
Nelson [1990] ad attekintést, melyben lognormalis eloszlasra konkrétan nem mutat be
modszert.

Modelliinkben megoldhatd, hogy gy transzformaljuk a valtozdkat, hogy azok mar nor-
malis eloszlast kovessenek. Legyen X az opci6 ara, és definidljuk most Y-t mint X logarit-
musét, vagyis legyen ¥ = InX, tovabba jeldlje C mar eleve az arfolyamok logaritmusat. gy
Y is és C is normalis eloszlast valtozok,!” vagyis annak sziikséges feltétele, hogy (Y,C)
egylittes eloszlasa normalis, teljesiil. Képezziik a kovtkez$ varhatoérték-becslést. '

N
Xy =X-bC-pp), ahol b= sLéc ®)
Yc

ahol X lognormalis eloszlasu és Y = InX. Mivel E 5—2(5 — U-) |=0 most is igaz, ezért

E(X.,)=E(X)=pu,, vagyis a becslés tovdbbra\iscorzitatlan. JAz persze nem biztos,
hogy 3 most is az optimalis kontroll, ugyanis:

Var(X., ) =03 + B’0i —2B0

16 Ez abbdl a tételbdl kovetkezik, hogy a normalis eloszlas dtlag vektora és variancia-kovariancia matrixa
fiiggetlenek. Lasd példaul Mory-Székely [1986] vagy Anderson [1958].

17 Feltéve persze, hogy igaz X lognormlitasira vonatkozd hipotézisiink.

18 Az 6konometridban az ilyen tipusu feladatokra semilog modelleket illesztenek, vagyis ¥ = InX-re irnak
fel linedris Osszefliggést valamilyen magyardzé valtozokkal (esetlinkben kontrollvéaltozékkal). Kénnyen be-
lathatd, hogy ezzel a modellel X varhat6 értékét torzitottan becsiiljiik.



924 Benedek Gdbor

Ezek szerint varianciacsokkenés abban az esetben varhatd, ha legalabb feleakkora (X, C)
kovariancidja, mint (Y, C)-jé. Belathatd, hogy a varianciacsokkentés akkor maximalis, ha
a fenti hanyados éppen egy, azaz o,, = 0,.. Ugyanakkor fliggetlen val6szintiségi valto-
z6k fliggvényeire vonatkoz6 tétel alapjan hasznalhat6 a (8) becslésnél az optimdlis kont-

roll, ami igy b = SLZC
C
Beldtjuk, hogy a becslés most is torzitatlan marad. Tudjuk, hogy s, 5. €s C fiigget-
lenek egymdstol, ekkor azonban f(s_,), sz €s C is fliggetlenek egymastol, ahol f folyto-
nos, szigortian monoton transzformacid. Viszont s,. €s s, . kapcsolatat pont egy ilyen f
leképzés irja le. Gondoljuk meg ugyanis, hogy az empirikus kovariancia valdjaban egy
leképzés az Y" X C" minta térbdl a valos szamegyenesre (ahol n a mintaméret). Az s,
leképzés esetében pedig az n darab Y tengely helyett azok szigorian monoton transzfor-
maciojat, X = e' tengelyeket hasznaljuk. Igy tehat a két leképzés szintfeliiletei bijektiv
viszonyban 4llnak egymadssal. Nyilvdnvaldan a fenti gondolatmenet barmilyen olyan el-
oszlas esetében hasznélhatd, amely szigori monoton transzformicidval megkaphat6 a
normalis eloszlasbol.
A (8) helyett teh4t haszndlhatjuk a kdvetkezd, szintén torzitatlan, hatdsosabb becslést:

Xey =X =2E(C-p). ©)
Sc

A tobbdimenzios normalitas tesztelése. A grafikus megjelenitések alapjan ugy tlnik,
hogy pénziigyi modelliinkben az opcidéarfolyam logaritmusanak (Y = InX) eloszlasa ko-
zelit6en normadlis, igy adottak (Y,C) egylittes normalitdsanak sziikséges feltételei. A pe-
remeloszldsok normalitdsa azonban nem elégséges feltétele az egyiittes normalitdsnak,
igy elvégeztiik a tobbdimenzids normalitas tesztelését. Az egyvaltozos normaélis eloszlas
tesztelésére a leghatékonyabb omnibuszteszt Shapiro és Wilk W-statisztikaja (Shapiro-
Wilk [1965]). Ennek az eljardsnak ugyanakkor ismeretes a tobbvaltozos esetre valo kiter-
jesztése is. A Shapiro-Wilk-féle teszt tobbvaltozds esetre valo kiterjesztése a Malkovich—
Affifi [1973] cikkben talalhatd6 meg, valamint Marida [1980] ad teljes attekintést ezen
kiviil 1étezS egyéb tesztekrdl is.'® A teszt gyakorlati alkalmazasat Tew-Wilson [1992]
cikkben leltiik fel. Ok Royston ([1982a] AS 181 és [1982b]) egyvaltozos esetre késziilt
algoritmusat vették alapul a tobbvaltozds W-statisztika kiszamit6 algoritmus elkészitésé-
hez. E cikk alapjan fejlesztettiik ki mi is a teszt elvégzéséhez sziikséges algoritmust, de
mar az AS R94 eljaras - az AS 181 mddositasa - volt a kiindulé pontunk (Royston [1992]
és [1995]). A mddositott valtozat mar alkalmas 5000 mintanagysagig a teszt elvégzésére,
mig a korabbi eljards — mint a késébbi vizsgilatok soran kideriilt — nagy mintakra (n >

50) nem bizonyult adekvatnak.

A tesztet az alabbiakban rdviden ismertetjiik (Malkovich-Affifi [1973]):

9" A magyar szerz8ktSl Sarkadi-Tusnddy [1974] dolgozatot emlitjiik meg.
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Hy:y, ~ N (u,%), ahol Z pozitiv definit,
H,: y, valamilyen nemszinguldris m-dimenzios eloszlasq.

Adott a kovetkezd véletlen minta: {y:i = 1,...,n}, ahol n > max{2m,16}.
ElGszor kiszamoljuk a kdvetkezd egyszerd statisztikakat:

v=m'Yy, A=Y -Dr -V
i=1 i=1

Belathatd, hogy az A matrix 1 valészintiséggel nemszingularis, igy 1 valészintiséggel
létezik A inverze. Ekkor létezik egy y* € {y;:i = 1,...,n}, ahol:

Y -D'AG-Y= max{(y[ VAN -V)i= 1,.--,11}-

Ekkor kiszdmithatok a kovetkezd valtozok Z, = (y" —y)"A™'(y, -¥),i = 1,...,n, me-
lyek sorba rendezenddk a kévetkez6 modon Z ) < Z, < ... < Z . A t6bbdimenzios
Shapiro-Wilk-statisztika ekkor a kdvetkezd:

(2{ aiZ(i) }
¥ -D'AGY -y

ahol az a, koefficiensek megegyeznek az egydimenzi6s n mintaméretd Shapiro-Wilk-sta-
tisztikaban szerepld koefficiensekkel. Ezért Royston algoritmusan sikeriilt viszonylag konnyen
végrehajtani a kiterjesztést. A nullhipotézis « szignifikanciaszinten elvethet§, ha

W =

W < w*(m,n).

A kiiszobértékeket Monte-Carlo-szimuldcidval hatdroztuk meg 10 000 fiiggetlen min-
tavétel alapjan. A Tew-Wilson [1992] cikkben ko6zo6lt néhany kiiszobértéknél (n = 16,
32, 64, valamint m = 4, 8, 16) valamivel alacsonyabb értékeket kaptunk, ez az a, koef-
ficiensek eltérd kiszamitidsnak a kovetkezménye. A 3. tdbldzatban kozlink néhany ki-
szobértéket jelen problémank szempontjabdl relevans esetekre:

3. tablazat
Shapiro-Wilk-teszt kritikus értékei m = 2-re

Mintaméret o = 0,050 a = 0,010 o = 0,001
30 0,9113 0,8781 0,8225
50 0,9433 0,9207 0,8835
100 0,9695 0,9583 0,9418

A K-DH2 modell néhany prébatesztelése alapjan megallapithat6, hogy a K<[4, 20]
tartomanyra az (Y, C) kétvaltozos eloszlas 5 szazalékos szignifikanciaszinten elfogadhatd
Gauss-féle eloszlasnak bizonyos 7, TC értékek vagy mintaméret esetén.”” A K90, 4]
tartomanyban a teszt bizonyos mintaméret és T értékeknél 1 szdzalékon és 5 szazalékon
is elveti a tobbvaltozds normalitds hipotézisét, és ugyanez torténik a K<[20, 50] tarto-
manyban is. Ez utébbiban ugyanakkor szintén bizonyos mintamérteknél és T értékeknél
a teszt mind 1 szdzalékon, mind 5 szdzalékon elfogadja a nullhipotézist. K > 50 esetén
azonban az opcidk eloszldsara csonka eloszlast kapunk, amely esetben a hipotézistesztet
értelemszertien nem indokolt elvégezni.

20 A tesztelést elsGsorban kis mintdkra tartottuk érdemesnek elvégezni.
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2 2

A moédszertan felhaszndlasa pénziigyi szimuldcional. Az el6z6 pontban becslésre az
egyszerd mintaatlagot és korrigélt tapasztalati szordsnégyzetet hasznaltuk. Ezt a szakiro-
dalom direkt szimuldcio néven ismeri (crude experiment). Kozismert, hogy ezek a becs-
lések torzitatlanok és konzisztensek. Emlitettiik, hogy az atlagbecslések variancidjanak
elfogadhato szintre valé csokkentéséhez (példaul ha a kérdéses paraméterre optimalizaciot
akarunk végezni) gyakran nagyméretd mintakkal kell dolgozni, s ennek jelentSs erdfor-
rasigénye lehet. A varianciacsokkent( eljarasok széles skalajat fejlesztették ki a becslés
hatdsossadganak javitasa céljabdl, mialtal az erSforrasigény csokkenthets. Ezeknek, a sza-
munkra megfelel6nek tind valtozatat targyaltuk eddig, s megjegyzések szintjén roviden
utaltunk pénziigyi modelliinkkel vald analdgidkra. Most részletesen bemutatjuk e mod-
szer konkrét alkalmazisat a K-DH2 modellre. A becsléseket n = 50 és n = 100 elemd
mintdkra végeztiik, a mintavételezések szamat pedig » = 1000-ben hatdroztuk meg. Le-
gyen tehat a modell eredményvaltozdja az opcid dra (most X), és Y = InX, tovabba
jeldljik ki kontrollvaltozonak a lejarati id6pontban kapott részvényarfolyam logaritmusat
(C =InS))!

4. tablazat
Eredmények
(n =50, TC = 0,01)

K w o o n  Torzitis MSE MSE. n,,  p o

0,0 1% 0,0201 0,0177 88,04 0,0068 0,0201 0,0178 88,27 0,40 85,79
1,0 1% 0,0202 0,0178 88,17 0,0066 0,0202 0,0179 88,39 0,40 85,79
2,0 1% 0,0205 0,0181 88,31 0,0062 0,0205 0,0182 88,50 0,39 86,59
4,0 5% 0,0207 0,0184 88,53 0,0051 0,0207 0,0184 88,66 0,39 86,59
8,0 5% 0,0212 0,0192 90,45 0,0017 0,0212 0,0192 90,46 0,38 87,38
10,0 5% 0,0210 0,0200 91,33 -0,0008 0,0210 0,0201 91,34 0,38 87,38
16,0 1% 0,0278 0,0260 93,84 -0,0073 0,0278 0,0261 94,04 0,33 91,01

32,0 - 0,0426 0,0422 98,98 -0,0209 0,0426 0,0426 100,00 0,25 95,74
50,0 - 0,1292 0,1401 108,37 -0,0554 0,1292 0,1431 110,74 0,11 100,89
5. tdbldazat
Eredmények

(n=100, TC=0,01)

K w o’ o n  Torzitis MSE MSE. 1n,,  p o

0,0 1% 0,0103 0,0087 84,78 0,0039 0,0103 0,0087 84,93 0,40 84,87
1,0 1% 0,0104 0,0088 84,96 0,0038 0,0104 0,0088 85,10 0,40 84,87
2,0 1% 0,0104 0,0089 85,17 0,0037 0,0104 0,0089 85,30 0,39 85,66
4,0 5% 0,0108 0,0092 85,23 0,0030 0,0108 0,0092 85,32 0,39 85,66
8,0 5% 0,0111 0,0097 86,97 0,0012 0,0111 0,0097 86,98 0,38 86,44
10,0 5% 0,0115 0,0100 86,71 0,0000 0,0115 0,0100 86,71 0,38 86,44
16,0 1% 0,0138 0,0121 87,75 -0,0036 0,0138 0,0121 87,84 0,33 90,03
32,0 - 0,0210 0,0202 96,28 -0,0103 0,0210 0,0203 96,78 0,25 94,72
50,0 - 0,0649 0,0680 104,83 -0,0210 0,0649 0,0689 106,12 0,11 99,81
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6. tablazat
Eredmények
(n=100, TC=0,03)

K w o? o}, n  Torzitis MSE MSE_., 1, p ,
0,0 - 0,0601 0,0466 77,50 0,0138 0,0601 0,0468 77,82 0,50 75,77
1,0 - 0,0612 0,0479 78,32 0,0131 0,0612 0,0481 78,60 0,48 77,75
2,0 0,0588 0,0458 77,82 0,0110 0,0588 0,0459 78,07 0,48 77,75

4,0 5% 0,0507 0,0381 75,24 0,0054 0,0507 0,0382 75,30 0,51 74,75
8,0 1% 0,0472 0,0376 79,56 -0,0073 0,0472 0,0376 79,67 0,46 79,65

10,0 - 0,0427 0,0344 80,57 -0,0078 0,0427 0,0344 80,71 0,45 80,57
16,0 - 0,0900 0,0815 90,80 -0,0273 0,0900 0,0815 91,64 0,38 86,44
32,0 - 0,4800 0,1716 35,76 -0,0102 0,4800 0,1717 35,78 0,80 36,37
50,0 - 0,3214 0,0858 26,71 -0,0392 0,3214 0,0874 27,19 0,86 26,31

A 4-6. tdbldzatokban*' kiilonvalasztottuk azokat a tartomanyokat, ahol a Shapiro-
Wilk-teszt legalabb 1 szazalékon elfogadta a nullhipotézist, vagyis, hogy (Y,C) egyiittes
eloszlasa normalis. A hipotézis alapjan tehat ezekben a tartomanyokban fogadjuk el a
torzitatlansagot. Megjegyezziik, hogy a futtatdsok eredményeként szamitott empirikus
torzitdsok is itt bizonyultak a legkisebbnek. A modell kiindulé eloszlasat 1étrehozé
véletlenszdm-generator eleve magaban foglal némi torzitést, a ranl eljards esetében ez az
0todik tizedes jegyen jelenik meg. Eredményeink értékelésénél ezt tehat figyelembe vet-
tik. Az a = 1 szézalék és 5 sz4zalék tartomdnyokban tehét egy torzitatlan becslési
modellt allitunk szembe a direkt szimuldcids eljardssal (szintén torzitatlan), itt tehit az
Osszehasonlitds alapja a hatdsossag (variancidk viszonya). A 4-6. tdbldzatokbol kitlnik,
hogy minden ilyen esetben sikeriilt valamilyen mértékben csokkenteni a varianciit. A
tartomanyokon kiviil ugyanakkor a legkisebb négyzetes hibakat (MSE) tekintjiik az
Osszehasonlitds kritériuménak. Itt természetesen elméleti alapon semmit sem tudunk ga-
rantalni, még a legkisebb négyzetes hibak tekintetében sem. Példaul a 7C = 0,03 tranz-
akcids koltség mellett a torzitatlansdgot csak egy nagyon sztk tartomanyban tudjuk ga-
rantilni, ennek ellenére az empirikus eredmények azt mutatjdk, hogy MSE-kritérium
szerint a magas korreldcionak kdszonhetSen igy is rendkiviil j6 modellt tudunk késziteni
(6. tablazar). Téjékoztatasul az utolsé két oszlopban felsoroljuk a korrelacios egyiitthatd-
kat (n=5000 mint4bdl becsiilve), valamint az elméletileg elérhetd varianciacsokkentési
aranyszamokat. A tdbldzatok jol szemléltetik, hogy minél kisebb a tranzakcios koltség,
anndl kisebb a korreldcié az opcidar és a részvénydarfolyam kozott. (Nulla tranzakcios
koltség esetén a két valtozot korreldlatlannak tapasztaltuk.)

21 A 4-6. tabldzatok fejlécében szerepld jelolések a kovetkezdk:

K a K-DH2 modellben szerepl§ tiiréshatar-szélesség
Wt a Shapiro-Wilk-féle W-statisztika

o? az egyszerd atlagbecslés variancidja

o’ a kontrollvaltozds atlagbecslés variancidja

n =o?,,/o? a kontrollvéltozs becslés hatasossigi mérdszama
Torzitas kontrollvéltozés atlagbecslések atlagdnak eltérése az egyszerd atlagbecslések atlagatdl
[az utobbi esetében az effektiv mintaméret (1) szorozva a mintavételezések szamaval]
MSE az egyszerd atlagbecslés legkisebb négyzetes hibdja (jelen esetben azonos o>-tel)
MSE _, a kontrollvaltozds atlagbecslés legkisebb négyzetes hibdja
M yse = MSE .,/ MSE
: az elméleti korrelaci6 értékének becslése nagy mintabdl
1, az elméletileg elérhetd maximalis varianciacsokkentés mérGszama az (n-2)(n-q-2)'(1-

- p?) formula alapjan
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A tanulményban bemutattuk: numerikus modszerek segitségével miként lehet pénziigyi
befektetések hozamat és kockéazatat szimuldlni. Megadtunk egy olyan eljardst, mely
nemcsak az opciddrazas esetében hasznos, hanem kisebb-nagyobb kiegészitésekkel al-
kalmas barmilyen valddi befektetés, illetve befektetési stratégia kovetkezményeinek
vizsgélatéra is.

Az opcidarazas kérdésénél néhany stratégiat bemutatva és dsszehasonlitva, meghata-
roztuk azt az opcidarat, amelyet a raciondlis befektet6 nagy valészintiséggel elfogad.
Megmutathatd, hogy olyan piacon, ahol ett6] az értéktSl barmilyen irdnyban eltéré op-
cidarak léteznek, ott optimélis kiegészitési stratégidval lehetdség van extranyereség el-
érésére (Vacca [1997)).

Felhivtuk a figyelmet a varianciacsokkent6 modszerek fontossdgéira és egy pénziigyi
példa segitségével mutattuk be alkalmazasi lehetdségét. A tanulmény befejezd részében a
modszer pénziigyi alkalmazhat6saginak szempontjabol elengedhetetlen kdvetelménynek
tettiink eleget, mikor kiterjesztettiik a médszer alkalmazhatdsagi korét normalis eloszlasu
valtozokrol minden olyan eloszlisra, mely a normalis eloszlasnak valamilyen monoton
transzformacidja.
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