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A modern közgazdaságtanban a racionális várakozások feltevése egyre inkább hát-
térbe szorítja a naiv (vagy adaptív) várakozásokét. Grandmont [1998] egy viszonylag
egyszerû modell segítségével megmutatta, hogy az állandósult állapot lokális stabi-
litása szempontjából a naiv várakozások általában jobbak, mint a racionális várako-
zások. Elõször általánosítjuk az alapmodellt, és ezzel általánosítjuk Grandmont ered-
ményeit. Majd egy konkrét modellt vizsgálunk, az együttélõ nemzedékekét, amely
nem pontosan illeszkedik az alapmodellhez, azonban a kvalitatív eredmények ha-
sonlók.*

SIMONOVITS ANDRÁS

A racionális és a naiv várakozások stabilitásának
összehasonlítása

A várakozások akkor játszanak szerepet a közgazdaságtanban, ha a vizsgált rendszer
jelenlegi állapota nemcsak a korábbi állapotoktól, hanem a jövõbeli állapotokra vonatko-
zó elõrejelzésektõl is függ. A közgazdászok elõször statikus és naiv (vagy általánosab-
ban: adaptív) várakozásokat tanulmányoztak, ahol a jelenlegi állapotra vonatkozó elõre-
jelzés azonos az elõzõ idõszaki állapottal. Ilyen a sertésciklus híres pókhálómodellje
(Ezekiel [1938]). Ezekben a modellekben egy nyilvánvaló nehézség jelentkezik: naiv
várakozások esetén a szereplõk folyamatosan ugyanazt a triviális elõrejelzési hibát köve-
tik el. Ettõl a rendellenességtõl Muth [1961] úgy próbált megszabadulni, hogy bevezette
a racionális várakozásokat, ahol az elõrejelzés minden rendelkezésre álló információt
tökéletesen felhasznál. (A determinisztikus rendszerek világában gyakrabban beszélünk
tökéletes elõrelátásról, mint racionális várakozásról. Ismert a semlegesebb modell-
konzistens várakozások szakszó is. Mindazonáltal mi a racionális várakozások kifejezést
alkalmazzuk, mert ez a párja a naiv várakozásoknak.)

Manapság az ódivatú adaptív várakozások fokozatosan teret vesztenek, és a közgaz-
dászok zöme azt gondolja, hogy a nem racionális várakozások a tudomány szemétdomb-
jára kerültek. Kevésbé ismert azonban, hogy a racionális várakozásokkal is sok baj van.

Talán Sidrauski [1967] volt az elsõ, aki Tobin [1965] modelljét elemezve, felfedezte a
racionális várakozásoknál fellépõ nyeregpont-instabilitást. Sargent–Wallace [1973] el-
utasította Sidrauski értelmezését, és a kezdeti feltételeket mesterségesen korlátozva, vissza-
nyerte a stabilitást. (Figyelemre méltó, hogy Muth [1962] publikálatlan írása már felve-
tette e kérdést.)

Hogyan vitatkozhat bárki is azon, hogy melyek a kezdeti feltételek? A racionális vára-
kozásoknál ez azért lehetséges, mert kétféle kezdeti állapot van: korábbi állapotok és

* A jelen cikkhez kapcsolódó kutatást az OTKA T 029315 támogatása tette lehetõvé. Kifejezem hálámat
John Muthnak, aki egy 1987-es beszélgetést követõen elküldte nekem egy 1962-ben írt publikálatlan írását.
Ugyancsak hálás vagyok Molnár Györgynek egy rokon kutatásban való részvételéért, amelynek eredményeit
Molnár–Simonovits [1996]-ban közöltük, valamint az 1. tétel sugalmazásáért.
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jövõbeli várakozások. Laitner [1981]-et követve az elõbbieket történeti kezdeti állapo-
toknak, az utóbbiakat nem történeti kezdeti állapotoknak nevezzük. Az elõbbiek adottak,
az utóbbiak nem. Így annyi instabil irány tüntethetõ el, amennyi meghatározatlan kezdeti
állapot, azaz jövõbeli várakozás létezik, ha ez utóbbiakat megfelelõen specifikáljuk. Ha
az instabil sajátértékek (irányok) száma nem nagyobb, mint a nem történeti kezdeti álla-
potoké, akkor minden instabil irány eltüntethetõ, viszont meghatározatlanok maradhat-
nak egyes várakozások. Abban az esetben, ha az instabil sajátértékek (irányok) száma
nem kisebb, mint a nem történeti kezdeti állapotoké, a stabilitási törekvések minden
várakozást meghatároznak, de maradhatnak instabil irányok. Egyenlõség esetén minden
jövõbeli várakozás meghatározható, és a pályák lokálisan stabilak. (Egy másik módszer
a meghatározottság biztosításához: bizonyos végállapotok kikötése.) Paradox módon te-
hát a racionális várakozások híveinél a nyeregpont-instabilitás hátrányból elõnnyé válto-
zik (Blanchard–Fischer [1989] 5. fejezet). Nem szabad azonban megfeledkezni a számí-
tási nehézségekrõl, amelyek az instabil megoldások, az ún. buborékok eltávolításakor
jelentkeznek. Az 1. példában látni fogjuk, hogy a kezdeti állapotok mesterséges korláto-
zása azt kívánja, hogy a) a síkbeli rendszer mindkét sajátértéke legyen valós, b) az egyik
sajátérték legyen, a másik ne legyen a (–1,1) intervallumban és c) a koordinátor ismerje
a második sajátértéket, hogy a kezdeti állapotot megfelelõen beállíthassa. Egyik követel-
mény sem jelentéktelen! Ezért a továbbiakban a stabilitást az eredeti értelemben fogjuk
elemezni, és csak néha utalunk a korlátozott stabilitásra.

Ráébredve a racionális várakozásokkal kapcsolatos (fõként információs) nehézségek-
re, számos közgazdász megkísérelte a fogalom módosítását. Például Bray [1982] a line-
áris sztochasztikus modellek racionális várakozásait mint egy racionális tanulási folya-
matot írta le, amely a modell paramétereinek megismerésére irányul.

Dolgozatom egy másik, Fuchs [1979]-tõl Grandmont [1998]-ig ívelõ irányzathoz kap-
csolódik. Az adaptív tanulásnak nevezett irányzat nem lineáris determinisztikus rendsze-
reket vizsgál. A legáltalánosabb keretben Grandmont–Laroque [1990] elemezett egy abszt-
rakt idõleges egyensúlyi modellt, amelyben a véges dimenziós vektorral leírt jelenlegi
állapot m múltbeli állapottól és n jövõbeli várakozástól függ. A szerzõk föltették, hogy ez
utóbbi állapotok a múltbeli állapotok függvényei, azaz tanulás megy végbe. Fõ eredmé-
nyük: azonosítható „a körülményeknek egy viszonylag nagy halmaza, amelynél ha a
stacionárius állapot stabil a tanulásnál, akkor instabil a tökéletes elõrelátásnál.”

Ebben a dolgozatban elõször egy egyszerûsített, úgynevezett absztrakt modellt vizsgá-
lunk, skalárváltozókkal helyettesítve a vektorváltozókat és elhagyva a tanulási függvé-
nyeket. Mindazonáltal megtartjuk Grandmont–Laroque [1990] összetett késleltetési és
várakozási sémáját. Valóban, számos konkrét modell ismeretes, amelyben a jelenlegi
állapotot egy sor jövõbeli várakozás befolyásol: az életciklus és az együttélõ korosztály-
ok (Overlapping Generations, rövidítve: OLG) modelljében a jövõbeli kamatláb-várako-
zások sorozatától függ a jelenlegi kamatláb (Auerbach–Kotlikoff [1987]).

Bevezetjük a vegyes várakozások fogalmát, ahol d egy nem negatív egész szám, és az
elsõ d várakozás racionális, a maradék n–d várakozás pedig naiv, pontosabban azonos a
legfrissebb racionális várakozással. (Molnár–Simonovits [1996] d-várakozásoknak ne-
vezte ezt a típust.) E fogalom segítségével együtt tárgyalhatjuk a racionális és a naiv
várakozásokat. A stabilitás/instabilitás kérdését az 1. ábra szemlélteti, ahol 0 és 1
mutatja a múltbeli és a jelenlegi hatás relatív erejét a jövõbeli hatáshoz képest.

A prototípus mellett korábban már számos konkrét modellt elemeztek. Lovell [1962]
és Simonovits [1983] a készletszabályozási várakozási modellben kapott a Grandmont–
Laroque-hoz hasonló eredményet. Rokon tapasztalatokról számoltunk be Molnár–
Simonovits [1996] cikkünkben az együttélõ nemzedékek és korosztályok vonatkozásá-
ban. Ugyanakkor a Lovell [1962] modellt általánosító és módosító Simonovits [1979a,
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1979b] modellel minõségileg ellentétes eredményeket kaptam: a racionális várakozások
stabilabbak, mint a naiv várakozások.

E dolgozatban csupán egyetlen egy konkrét modellt elemzek: az együttélõ nemzedé-
kek modelljét. Bár Gale [1974], Kehoe–Levine [1985], Simonovits [1994], [1995] és
Molnár–Simonovits [1996] már foglalkozott e kérdéssel, most egyszerûbb és általáno-
sabb tételekkel szolgálhatok.

A bevezetés végére érve a következõ kérdés vetõdik föl: mitõl függ, hogy a racionali-
tás segíti vagy gátolja a stabilitást. A mai napig nincs olyan szupermodellünk, amelynek
segítségével válaszolhatnánk a kérdésre. A prototípus- és a konkrét modellek tanulmá-
nyozása azonban közelebb visz a kérdés megoldásához. Erre vállalkozik e cikk.

Két sajátosságra hívom föl a cikk olvasóinak a figyelmét.
1. Az általános modell nem optimalizáláson alapul, ezért sokan elsõ kézbõl elutasítják.

Azt hiszem, hogy az optimalizálás hiánya inkább erény, mint hiányosság, hiszen ez a
megközelítés nagyobb általánosságot jelent (lásd Kornai [1971] és Grandmont [1998]).

2. Kizárólag lokális stabilitást vizsgálunk, azaz lényegében a lineáris (vagy linearizált)
modellek világában maradunk. A modern tudomány egyik nagy felfedezése, hogy ez
nagyon speciális világ, amelybõl szükségképpen kimaradnak a káoszelméleti eredmé-
nyek, melyeket itt távirati stílusban fogalmazunk meg: egyszerû determinisztikus model-
lekben is keletkezhetnek bonyolult pályák. Például Brock–Hommes [1997] modelljében a
szereplõk választhatnak: pénzért megveszik a pontos, racionális várakozásokon alapuló
elõrejelzést vagy megelégszenek a pontatlan naiv várakozásokkal, attól függõen, hogy
melyik ad nagyobb profitot. Ehhez tegyük hozzá, hogy racionális várakozásokon alapu-
ló, egyszerû optimalizálási modellek is adhatnak kaotikus dinamikát, ahol a tökéletes
elõrelátás fogalma is elveszti vonzerejét (Grandmont [1985]).

Elfogadhatóbbá teszi-e a naiv várakozások feltevését a racionális várakozások részle-
ges csõdje? Már korábban említettük, hogy a pókhálómodellel a szereplõk nem tanulnak
nyilvánvaló hibáikból. Vannak azonban olyan modellek is, ahol a naiv várakozások hibái
egyáltalán nem nyilvánvalók. Ahogyan Grandmont [1998] megjegyezte: nemcsak az elõ-
rejelzések, de a hibák is lehetnek önbeteljesítõk. Ha a szereplõk azt hiszik, hogy a pálya
azonos és független eloszlású valószínûségi változók sorozata, akkor a keletkezõ pálya
kaotikus, és nincs olyan lineáris statisztikai módszer, amely szisztematikus hibát tárna fel
(Hommes–Sorger [1997]).

A dolgozat a bevezetésen kívül két részbõl áll. Az elsõ a vegyes várakozások általános
modelljét elemzi, a második az együttélõ nemzedékekét.

Vegyes várakozások absztrakt modellje

Grandmont–Laroque [1990], valamint Grandmont [1998] nyomán egy absztrakt dinami-
kus rendszert vizsgálunk, amelyet a Molnár–Simonovits [1996]-féle vegyes, illetve d-)
várakozások hajtanak.

Az idõ jele t = 0, 1, 2, …, a rendszer skalárállapota a t-edik idõszakban xt, t x  a t
idõszakban képzett  (>t) idõpontra vonatkozó várakozást jelöli. Legyen m és n két
természetes szám, amelyek rendre a jelent befolyásoló múltbeli és a jövõbeli állapotok
számát jelölik.

A modell dinamikája a következõ:

g(xt–m, …, xt, txt+1, …, txt+n) =0. (1)
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Vegyes várakozások

Mielõtt bevezetnénk e rész központi fogalmát, a vegyes várakozásokat, matematikailag
definiáljuk a két legfontosabb speciális esetet, a racionális várakozásokat és a naiv vára-
kozásokat.

Racionális várakozások: minden várt állapot megegyezik a megfelelõ idõszak modell-
beli tényleges értékével:

txt+i = xt+i; i = 1, …, n. (2)

Naiv várakozások: minden várt állapot megegyezik a jelenlegi tényleges értékkel:

txt+i = xt; i = 1, …, n. (3)

Vegyes várakozások
A közös tárgyalás kedvéért bevezetünk egy általánosabb várakozási sémát, a vegyes

várakozásokét. Legyen d egy egész szám: 0  d  n.
A vegyes várakozásokat a következõ tulajdonságok határozzák meg.
a) Az xt jelen állapot mellett a közeljövõ xt+1, …, xt+d állapotai is ismertek a t-idõszak-

ban:

txt+i = xt+i, i = 1, …, d. (4)

b) A távoli jövõ xt+d+1, … , xt+n állapotainak várt értékei a (t+d)-edik idõszak állapo-
tával azonosak:

txt+i = xt+d, i = d +1, …, n. (5)

Behelyettesítve (4)–(5)-öt (1)-be, az alapegyenlethez jutunk:

g(xt–m, …, xt+d–1, xt+d, …, xt+d) =0. (6)

Megjegyzések. 1. Vegyük észre, hogy racionális várakozásnál b) üres, naiv várako-
zásnál pedig a) üres.

2. Figyelemre méltó, hogy a igazi (d>0) vegyes várakozásoknál a t-edik idõszakban
az egyidejû xt állapot helyett a jövõbeli xt+d állapot határozódik meg. Emiatt a 0-dik
idõszakban nemcsak a múltbeli x–m, …, x–1 állapotokat kell megadni kezdeti feltételként,
hanem az x0 kezdõállapot mellett a közeljövõbelieket is: x1, …, 0xd–1. Laitner [1981] az
elõbbieket történelmi, az utóbbiakat nem történelmi kezdeti értéknek nevezi.

Lokális stabilitás

Ebben a részben jelölje x  az állandósult állapotot. Könnyen belátható, hogy minden
állandósult állapot független a várakozások típusától. Mostantól feltesszük, hogy leg-
alább egy állandósult állapot létezik. (Simonovits [1994]-bõl és [1995]-bõl ismert, hogy
az együttélõ nemzedékek vagy korosztályok modelljében tipikusan kettõ vagy annál is
több állandósult állapot létezik.)

Linearizáljuk (6)-ot x  körül. Legyen a g függvény xt+i szerinti parciális deriváltja az
x  pontban i, i = –m, …, n. Legyen xd

t = xt – x  az eltérésváltozó. Ekkor az x pont
körüli lokális gd-dinamikát a következõ lineáris differencia egyenlet írja le:
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A negatív indexektõl megszabadulhatunk, ha bevezetjük a következõ mennyiségeket:
 = i–m. Ekkor
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a megfelelõ karakterisztikus polinom. A stabilitás a pd( ) polinom gyökeinek elhelyezke-
désétõl függ.

A dinamika nagyon bonyolult lehet, amelyet az (m + d)-fokú polinom m + d gyöke
és a feladat m + d kezdeti feltétele határoz meg.

Nyilvánvaló, hogy egy szabadságfokunk van g, vagy másképp fogalmazva, az i-k
megválasztásában. A következõ normalizálást választjuk: m + n = 1.

A következõ példa a legegyszerûbb esetben szemlélteti a helyzetet.
1. példa (Vö. Grandmont [1998].) Legyen m = n = 1. Normalizálás: 2 = 1. Jelölés:
= 1 + 1, nullától különbözõ szám. Ekkor p0( ) = 0 +  és p1( = 0 + 1 + 2.
A naiv várakozásokat képviselõ elsõrendû differenciaegyenlet stabilitási feltételei tri-

viálisak: –1 < = – 0/ < 1, azaz a stabilitás ekvivalens az | 0| < | 1 + 1| feltétel-
lel. A racionális várakozásokat képviselõ másodrendû differenciaegyenlet stabilitási fel-
tételei ismertek: 0 + 1 + 1 > 0, 0 – 1 + 1 > 0 és 0 < 1. Az 1. ábra illusztrálja a
helyzetet az ( 0, 1) síkban. A függõlegesen és vízszintesen csíkozott terület a paramé-
tersíkban rendre a racionális, illetve a naiv várakozások stabilitását jelöli. Közös részük
az egyidejû stabilitást jelöli.

Rátérve a nyeregpont-instabilitás feltételére: p1(1) < 0 < p1(–1) vagy p1(–1) <
< 0 < p1(1), azaz | 1|>| 0 + 1|. Ekkor 2-vel jelölve a stabil gyököt, a 0x1

d = 2x0
d

választással a buborékot adó robbanó irány eltûnik. Valóban, az általános megoldás
xt

d = 1 1
t + 2 2

t, amely pontosan akkor korlátos (és stabil), ha 1 = 0, x0
d = 2, azaz

0x1
d = x1

d = 2x0
d.

Mi történik azonban akkor, ha mindkét gyök instabil? Ekkor még a meglehetõsen töré-
keny megoldás is lehetetlenné válik, és nem marad más kiút az instabilitásból, minthogy
egyszerûen az állandósult állapotra szorítjuk a dinamikát. Ez a közgazdaságilag indokolat-
lan megkülönböztetés a kétfajta instabilitás között viszont aláássa a korlátozás hitelét.

1. ábra
Stabilitási feltételek

1

0
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Egyelõre csak egyszerû elégséges feltételeket ismerünk a racionális várakozások insta-
bilitására és a naiv várakozások stabilitására.

1. tétel. Adott d-re tegyük föl, hogy pd( )-nak nincs egységgyöke.
a) Az állandósult állapot nyeregpont-instabil, ha

∑
=

+≥
n

dj
jmαα0 , (7)

b) Az állandósult állapot stabil, ha
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= =
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dm
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Megjegyzések. 1. Az egységgyök kizárása általában jellemzõ az irodalomra és tipiku-
san teljesül.

2. A (7) feltétel azt jelenti, hogy a legtávolabbi múlt hatása abszolút értékben erõsebb,
mint az n – d + 1 legtávolabbi jövõé.

3. A (8) feltételt elég nehéz közgazdaságilag értelmezni. Ha az i-k elõjele változik,
akkor (8) aligha teljesül.

Bizonyítás. a) A vegyes várakozás nyeregpont-instabilitása majdnem triviális. Beve-

zetve a ∑
=

+=
n

dj
jmd αβ  jelölést, pd olyan (m + n)-fokú polinom, amelynek fõegyütthatója

d. Emlékezzünk a gyökök és együtthatók közti összefüggésre, amely szerint pd gyökei-
nek szorzata nem más mint (–1)m+n

0/ d. Feltételünk szerint egyetlenegy gyök sem fek-
szik az egységkörvonalon, tehát legalább egy gyök az egységkörön kívül fekszik. Hason-
lóan igazolható, hogy legalább egy gyök az egységkörön belül fekszik.

b) A stabilitási feltétel szintén nagyon egyszerû. Tegyük föl az ellenkezõjét, azaz léte-
zik pd-nek egy instabil gyöke, 1, amelyre | 1| > 1.
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Áttérve az abszolút értékre, elosztjuk mindkét oldalt | 1|
m+d-vel és alkalmazzuk a

háromszög-egyenlõtlenséget:

∑
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Mivel | 1|
i–m–d < 1, elhagyva õket, növeljük a jobb oldalt:

∑
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<
1

0

dm

i
id αβ ,

ellentmondva (8)-nak.
Ha rendre d = n és d = 0 értéket helyettesítjük be a (7) instabilitási és a (8) stabilitási

feltételbe, akkor egyszerre jutunk el a racionális várakozás instabilitási és a naiv várako-
zások stabilitási feltételéhez.

2. tétel. a) A racionális várakozás melletti dinamikában az állandósult állapot nyereg-
pont-instabil, ha

| 0| m+n = 1. (9)
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b) A naiv várakozás melletti dinamikában az állandósult állapot stabil, ha

∑ ∑
−

= =
+≤

1

0 0

m

i

n

j
jmi αα . (10)

Megjegyzések. 1. A (9) feltevés azt jelenti, hogy abszolút értékben a legrégebbi múlt
hatáa erõsebb, mint a legtávolabbi jövõé.

2. A (10) feltevés értelmezéséhez tegyük föl, hogy minden múltbeli hatásnak azonos
az elõjele: a) i > 0, i = 0, …, m – 1 vagy b) i < 0, i = 0, …, m – 1. Bevezetve az

∑
−

=

=
1

0

m

i
iαα és ∑

=
+=

n

j
jm

0

αβ ,

jelöléseket, a (10) feltevés a következõre egyszerûsödik:

| |  | |. (11)

Vegyük észre, hogy (11)-gyel már találkoztunk, szigorú egyenlõtlenséggel, az 1. pél-
dában (lásd még Grandmont [1998] 2. 2. tétel).

Figyelemre méltó, hogy számos szerzõ örömmel fogadja a racionális várakozásokra
jellemzõ instabilitást.

Például Laitner [1981] és [1984] éppen a racionális várakozásoknál fellépõ meghatáro-
zatlanságot használja fel az instabilitás kiküszöbölésére. Ha az instabil sajátértékek és a
nem történelmi kezdeti feltételek száma azonos (kiegyensúlyozott nyeregpont-instabilitás,
a numerikus vizsgálatok szerint a szóban forgó feltétel gyakran teljesül), akkor az állandó-
sult állapot közelében minden történeti kezdeti feltételhez választhatunk egy olyan nem
történeti kezdeti feltételt, hogy a keletkezõ pálya stabil legyen: lokális meghatározottság.
Ugyanakkor ez a megoldás rendkívüli számítási pontosságot feltételez, amely nem várható
egy közönséges szereplõtõl (lásd még Kehoe [1991]). Viszont minél több független változó
van, annál kétségesebb az eljárás numerikus stabilitása. Utalunk Ralston [1965], 10. 2.
példájára: a kerekítési hibák elõbb-utóbb letérítik a lineáris rendszert a stabil irányról. S
hiába vannak ma már sokkal jobb számítógépek, mint Ralston könyve írásakor, a modelle-
zett valódi döntések nyilvánvalóan nem hajszálpontosak. A legegyszerûbb út a nyeregpont-
instabilitáshoz a múlt és a jövõ szimmetriájának föltevésében rejlik:

m = n és 2n–i = i, i = 0, … n – 1. (12)

Könnyen eljutunk a szimmetriához, ha g eleve szimmetrikus, azaz a dinamika idõben
megfordítható (reverzibilis). (Emlékeztetünk arra, hogy reverzibilitás a mechanikára jel-
lemzõ, de a hõtanra nem.)

3. tétel. a) A racionális várakozás melletti dinamikában az állandósult állapot ki-
egyensúlyozott nyeregpont-instabil, de lokálisan meghatározott, ha teljesülnek a (11)
szimmetriafeltételek.

b) Szimmetria és nemnegativitás esetén a naiv várakozás melletti dinamikában az ál-
landósult állapot stabil, ha vagy (i) n > 0 vagy (ii) n < 0 és < – n/2.

Bizonyítás. a) A racionális várakozás kiegyensúlyozott nyeregpont-instabilitása majd-
nem triviális. A normalizálás értelmében polinomunk 2n-fokú. (9) szerint pn( ) úgyneve-
zett reciprok polinom, azaz ha  gyök, akkor 1/  is gyök.

b) Most = n + , és (12) esetén (11) (i)-re vagy (ii)-re egyszerûsödik.
A racionális várakozások részleges kudarca elfogadhatóbbá teszi a naiv várakozásokat?

Nem igaz az, hogy naiv várakozásoknál folyamatosan triviális hibát követnek el? A klasszi-
kus egyváltozós pókhálómodellben valóban ez a helyzet, azonban vannak olyan dinamikus
rendszerek, ahol semmilyen lineáris statisztikai próba nem fedez fel semmilyen hibát sem
(Hommes–Sorger [1997]). Érdemes tehát a naiv várakozásokat is vizsgálni.
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Együttélõ nemzedékek modellje

A modell

Gale [1973] nyomán ebben a pontban az együttélõ nemzedékek legegyszerûbb modelljét
tanulmányozzuk. Minden idõszakban az elõzõ idõszakban született egyéneknek egy utó-
da születik, s minden utód két idõszakig él. Egy zárt cseregazdaságot vizsgálunk. Nem
foglalkozunk a termeléssel, eltekintünk a termelékenység növekedésétõl, és adottnak
vesszük a kereseteket. A t-edik idõszakban „született” (munkába lépõ) egyén jövedelme
fiatal és öreg korában rendre w0  és w1 (idõben állandó), fogyasztása rendre c0,t és c1,t+1.
A kereseteket normálva: w0 + w1 = 1. Vezessük be a megtakarításokat: si,t = wi – ci,t.

Elõször adottnak vesszük a kamattényezõk és várt értékük sorozatát: {rt}t=–  és {trt+1}t=– ,
és így határozzuk meg a feltételes optimális döntéseket. Ezután már alkalmazhatjuk a
várakozási feltevéseket is.

Blanchard–Fischer ([1989], 5. 4. alfejezete) nyomán a fogyasztás helyett közvetlenül
a megtakarításokkal foglalkozunk. A t-edik idõszakban született egyén várt költségvetési
korlátját a tervezett nulla életpálya-megtakarítás adja:

s0,t trt+1 + ts1,t+1 = 0. (13)

Gale [1973] egyszerûsítését követve, föltesszük, hogy a fiatalok megtakarítása a vár-
ható kamattényezõtõl függ, és e függés idõben állandó:

s0,t = s(trt+1). (14)

A tényleges költségvetési korlátban már a tényleges kamattényezõ és öreg kori megta-
karítás szerepel:

s0,trt+1 + s1,t+1 = 0. (13')

(13) és (14) szerint az idõsek megtakarítási függvénye is hasonló, mint a fiataloké:
s1,t+1 = –rt+1s(trt+1).

Összegezve:
s1,t = –rts(t–1rt). (15)

Mivel a termékek romlandók, minden idõszakban nulla a teljes megtakarítás:

s0,t + s1,t = 0. (16)

Behelyettesítve (14)–(15) összefüggéspárt (16)-ba, adódik a megengedettségi feltétel:

S(t–1rt,rt, trt+1) = s(trt+1) – rts(t–1rt) = 0. (17)

Nyilvánvaló, hogy (17) nem speciális esete (1)-nek, ezért a továbbiakban az elõzõ pont
eredményei csak hasonlatként szolgálhatnak.

Különleges szerepet játszanak a stacionárius megtakarítási pályák, ahol az egymást
követõ nemzedékek tagjainak megtakarítása pályája azonos, az F alsó index a megenge-
dett jelzõ angol megfelelõjére (feasible) utal:

s0,t = s0,F és s1,t+1 = s1,F.

Behelyettesítve (17)-be:

S(rF,rF,rF) = (1 – rF)s(rF) = 0. (18)

Ebbõl látható, hogy tipikusan két állandósult állapot létezik, melyeket kiegyensúlyo-
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zott, illetve aranyszabály-állapotoknak nevezünk, és angol megfelelõjére (balanced, il-
letve golden rule) utalva a B és a G szimbólummal jelölünk:

s0,B = 0 és s1,B = 0, illetve rG = 1.

A stabilitást a két várakozásra külön-külön vizsgáljuk.

Racionális várakozások

A teljesség kedvéért felírjuk a racionális várakozások képletét:

trt+1 = rt+1. (19)

Ekkor (17) a következõ elsõrendû differenciaegyenletté alakul:

SR(rt,rt+1) = s(rt+1) – rts(rt) = 0, (20)
ahol r–1 adott.

Ismert, hogy (20) akkor (és lényegében csak akkor) stabil, ha rt+1 rt szerinti deriváltja
az rF pontban abszolút értékben kisebb 1-nél. Az implicit függvény tétele és (20) szerint
legalább egy rt+1 megoldás létezik bármely rt-re az állandósult állapot környékén, ha
SR/ rt+1F

= s'(rF)  0.
Sõt,
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jelöléseket (ahol F a fiatalkori megtakarítás kamattényezõ szerinti rugalmasságának az
inverze), R = rF – F.

A kiegyensúlyozott állapot esetén B = 0, azaz a stabilitás lényegében ekvivalens
rB<1-gyel. Az aranyszabály-állapot esetében rG = 1, tehát a stabilitás lényegében ekvi-
valens –1<1 – G < 1-gyel, azaz

0 < G < 2. (22)

A második esetre vonatkozik Gale bizonyítatlan állítása: az aranyszabály-állapot akkor
és csak akkor stabil, ha a kiegyensúlyozott állapot instabil: rB > 1. Ez ekvivalens az
s(1) < 0 feltétellel (Gale [1973] 2. tétel). Általánosan ez nem igaz, mert globálisan nem-
csak egy megoldás van és mindkét állandósult állapot is lehet instabil (3. példa).

Naiv várakozások

Szükségünk lesz a naiv várakozások képletére:

trt+1 = rt. (23)

Ebben az esetben (17) a következõ elsõrendû differenciaegyenletté alakul:

SN(rt–1, rt) = s(rt) – rts(rt–1) = 0, (24)

ahol r–1 adott. Megismételve az érvelést, megfelelõ módosításokkal
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(21) és (24) implikálja, hogy N = rF/(1 + F).
A kiegyensúlyozott állapot esetén B = 0, azaz a stabilitás lényegében ekvivalens

rB < 1-gyel. Az aranyszabály-állapot esetén rG = 1, tehát a stabilitás lényegében ekviva-
lens –1 < 1/(1 + G) < 1-gyel, azaz

vagy –  < G < –2 vagy 0 < G < (25)

Összehasonlítás

A fenti eredményeket a következõképpen összegezhetjük:
4. tétel. a) Egy OLG gazdaságban a kiegyensúlyozott állapot akkor és csak akkor

stabil, ha kisebb mint 1, függetlenül a várakozás típusától.
b) Egy OLG gazdaságban az aranyszabály-állapot akkor és csak akkor stabil, 1. ha a

racionális várakozások esetén (22) áll, 2. ha naiv várakozások esetén (25) teljesül, 3.
tehát a racionális várakozások stabilitásából következik a naiv várakozásoké.

Konzisztensek-e a fenti eredmények az optimalizálással? Ha csak az additív hasznos-
ságfüggvényû reprezentatív fogyasztó megszorító esetét tekintjük, akkor G negatív érté-
ke kizárható. Ha azonban a hasznosságfüggvény általánosabb vagy többféle szereplõ is
színre lép, akkor valószínûleg minden lehetséges (Blanchard–Fischer [1989] 248. o.).

Részletezve. A neoklasszikus közgazdaságtanban megszokott módon a megtakarítást
és a fogyasztást egy jól viselkedõ (konkáv, nem csökkenõ és általában differenciálható)
hasznosságfüggvény maximalizálásából vezetjük le.

Legyen a t-ben született fogyasztó teljes hasznosságfüggvénye U(c0,t, c1,t+1). A szoká-
sos feltevések és adott trt+1 esetén létezik egy belsõ optimum: [c0,t, c1,t+1]. Az U függvény
c0 és c1 szerinti parciális deriváltjait jelölje rendre U0 és U1. Ekkor az optimalitási feltétel
a következõ: U0 – U1 trt+1 = 0. Ekkor az optimális s0,t megtakarítás tényleg trt+1-tõl függ
és idõben állandó. Idõben additív hasznosságfüggvény, U(c0,t, c1,t+1) = u(c0,t) + v(c1,t+1)
esetén az optimumfeltétel egyszerûsödik: u'(c0,t) = trt+1 v'(c1,t+1).

Végül két példán illusztráljuk, hogy a naiv várakozásoknak a racionális várakozásoké-
nál tágabb stabilitási tartománya lehet látszólagos és valóságos.

2. példa (Molnár–Simonovits [1996]). A CRRA-hasznosságfüggvények esetén a két
várakozás egyszerre stabil.

Részletesebben: legyen  a leszámítolási tényezõ, 1 –  a relatív kockázatkerülési
együttható. Ekkor
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Szükségünk lesz még az idõszakközti (intertemporális) helyettesítési rugalmasság be-
vezetésére:  =  /(s – 1), és a korrigált leszámítolási tényezõre:  = 1– .

Ekkor a fiatal feltételes fogyasztási és a megtakarítási függvény a következõ:
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A releváns esetben (rB > 1), w1 > w0 . Egyszerû számolással igazolható (22) bár-
mely ,  és w1 > w0  paraméteregyüttesre. Ebben az esetben (25) nem általánosabb,
mint (22).
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3. példa. Általános kvadratikus hasznosságfüggvény (vö. Gale [1973], 3. példa). A
racionális várakozások stabilitásából következik a naiv várakozásoké, de fordítva nem.

Legyen U(c0,c1) = ac0 – bc0
2/2 + c1 – c1

2/2, w0 = 0, ahol a és b pozitív számok és
v(c1) = 2c1 – c1

2, (Gale-nél a = 5, b = 4). Kikötjük, hogy 0  c0  b/a, 0  c1  2, w0 = 0
és w1 = 1. Ekkor

2)()(
rb

a
rcrs

+
−=−= és

22 )(
2

)('
rb

ar
rs

+
= .

Egyszerû számolással kapjuk, hogy G = (b + 1)/2, s ez pontosan akkor elégíti ki
(22)-t, ha 0 < b < 3.

Nyilvánvaló, hogy (25) tágabb, mint (22).
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