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SIMONOVITS ANDRAS

A racionalis és a naiv varakozasok stabilitasanak
osszehasonlitasa

A modern kézgazdasagtanban a racionalis varakozasok feltevése egyre inkabb hat-
térbe szoritja a naiv (vagy adaptiv) varakozasokét. Grandmont [1998] egy viszonylag
egyszerli modell segitségével megmutatta, hogy az allandésult allapot lokalis stabi-
litdsa szempontjabdl a naiv varakozasok altalaban jobbak, mint a racionalis varako-
zasok. El6szor altalanositjuk az alapmodellt, és ezzel altalanositjuk Grandmont ered-
ményeit. Majd egy konkrét modellt vizsgalunk, az egyiittél6 nemzedékekét, amely
nem pontosan illeszkedik az alapmodellhez, azonban a kvalitativ eredmények ha-
sonlok.*

A vdrakozdsok akkor jatszanak szerepet a kdzgazdasagtanban, ha a vizsgélt rendszer
jelenlegi allapota nemcsak a kordbbi allapotokt6l, hanem a jovébeli dllapotokra vonatko-
z0 elGrejelzésektdl is fiigg. A kdzgazdaszok eldszor statikus és naiv (vagy altalanosab-
ban: adaptiv) varakozasokat tanulmanyoztak, ahol a jelenlegi dllapotra vonatkozd elére-
jelzés azonos az el6z§ iddszaki allapottal. Ilyen a sertésciklus hires pékhalémodellje
(Ezekiel [1938]). Ezekben a modellekben egy nyilvanvald nehézség jelentkezik: naiv
varakozasok esetén a szereplGk folyamatosan ugyanazt a trivialis elérejelzési hibat kove-
tik el. Ettdl a rendellenességtSl Muth [1961] ugy probalt megszabadulni, hogy bevezette
a raciondlis vdrakozdsokat, ahol az el6rejelzés minden rendelkezésre all6 informaciot
tokéletesen felhaszndl. (A determinisztikus rendszerek vildgdban gyakrabban beszéliink
t0kéletes eldreldtdsrol, mint raciondlis varakozasrdl. Ismert a semlegesebb modell-
konzistens varakozasok szaksz6 is. Mindazondltal mi a raciondlis varakozasok kifejezést
alkalmazzuk, mert ez a parja a naiv varakozasoknak.)

Manapsag az 6divatd adaptiv varakozdsok fokozatosan teret vesztenek, és a kdzgaz-
daszok zome azt gondolja, hogy a nem raciondlis varakoz4sok a tudomany szemétdomb-
jéra keriiltek. Kevésbé ismert azonban, hogy a raciondlis varakozéasokkal is sok baj van.

Talan Sidrauski [1967] volt az elsG, aki Tobin [1965] modelljét elemezve, felfedezte a
raciondlis varakozasoknal fellépS nyeregpont-instabilitast. Sargent-Wallace [1973] el-
utasitotta Sidrauski értelmezését, és a kezdeti feltételeket mesterségesen korlatozva, vissza-
nyerte a stabilitast. (Figyelemre méltd, hogy Muth [1962] publikalatlan irdsa mar felve-
tette e kérdést.)

Hogyan vitatkozhat barki is azon, hogy melyek a kezdeti feltételek? A raciondlis vara-
kozasokndl ez azért lehetséges, mert kétféle kezdeti allapot van: kordbbi allapotok és

* A jelen cikkhez kapcsolodé kutatast az OTKA T 029315 tdmogatasa tette lehetGvé. Kifejezem halamat
John Muthnak, aki egy 1987-es beszélgetést kovetden elkiildte nekem egy 1962-ben irt publikalatlan {rdsat.
Ugyancsak halas vagyok Molndr Gyorgynek egy rokon kutatdsban valo részvételéért, amelynek eredményeit
Molndr-Simonovits [1996]-ban kozoltiik, valamint az 1. tétel sugalmazdsaért.
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jovobeli varakozasok. Laitner [1981]-et kovetve az elGbbieket forténeti kezdeti dllapo-
toknak, az utdbbiakat nem torténeti kezdeti dllaporoknak nevezziik. Az elébbiek adottak,
az utébbiak nem. fgy annyi instabil irdny tintethetd el, amennyi meghatarozatlan kezdeti
allapot, azaz jovdbeli varakozas 1étezik, ha ez utobbiakat megfelelGen specifikaljuk. Ha
az instabil sajatértékek (iranyok) szdma nem nagyobb, mint a nem torténeti kezdeti alla-
potoké, akkor minden instabil irdny eltiintethetd, viszont meghatdrozatlanok maradhat-
nak egyes varakozasok. Abban az esetben, ha az instabil sajatértékek (iranyok) szdma
nem kisebb, mint a nem torténeti kezdeti allapotoké, a stabilitdsi torekvések minden
varakozast meghatdroznak, de maradhatnak instabil irdnyok. Egyenldség esetén minden
jovébeli varakozas meghatarozhatd, és a palyak lokélisan stabilak. (Egy masik modszer
a meghatdrozottsag biztositdsdhoz: bizonyos végallapotok kikotése.) Paradox modon te-
hat a raciondlis varakozasok hiveinél a nyeregpont-instabilitds hatranybol elénnyé valto-
zik (Blanchard-Fischer [1989] 5. fejezet). Nem szabad azonban megfeledkezni a szadmi-
tasi nehézségekrdl, amelyek az instabil megolddsok, az un. buborékok eltavolitasakor
jelentkeznek. Az 1. példdban latni fogjuk, hogy a kezdeti allapotok mesterséges korlato-
zasa azt kivanja, hogy a) a sikbeli rendszer mindkét sajatértéke legyen valds, b) az egyik
sajatérték legyen, a masik ne legyen a (-1,1) intervallumban és c) a koordinator ismerje
a masodik sajatértéket, hogy a kezdeti allapotot megfelelden bedllithassa. Egyik kovetel-
mény sem jelentéktelen! Ezért a tovabbiakban a stabilitast az eredeti értelemben fogjuk
elemezni, és csak néha utalunk a korlatozott stabilitasra.

Ré4ébredve a raciondlis varakozasokkal kapcsolatos (f6ként informacids) nehézségek-
re, szamos kozgazdasz megkisérelte a fogalom mddositasat. Példdul Bray [1982] a line-
aris sztochasztikus modellek raciondlis varakozésait mint egy raciondlis tanulési folya-
matot irta le, amely a modell paramétereinek megismerésére irdnyul.

Dolgozatom egy masik, Fuchs [1979]-t61 Grandmont [1998]-ig iveld irdnyzathoz kap-
csolodik. Az adaptiv tanuldsnak nevezett irdnyzat nem linedris determinisztikus rendsze-
reket vizsgal. A legaltalanosabb keretben Grandmont-Laroque [1990] elemezett egy abszt-
rakt idSleges egyensulyi modellt, amelyben a véges dimenzids vektorral leirt jelenlegi
allapot m multbeli allapottdl és n jovébeli varakozastol fiigg. A szerzdk foltették, hogy ez
utobbi allapotok a multbeli allapotok fiiggvényei, azaz tanulds megy végbe. F6 eredmé-
nylik: azonosithaté ,a koriilményeknek egy viszonylag nagy halmaza, amelynél ha a
staciondrius allapot stabil a tanuldsnal, akkor instabil a tokéletes elérelatasnal.”

Ebben a dolgozatban el8szor egy egyszertsitett, igynevezett absztrakt modellt vizsga-
lunk, skalarvaltozdkkal helyettesitve a vektorvaltozokat és elhagyva a tanulési fiiggvé-
nyeket. Mindazondltal megtartjuk Grandmont-Laroque [1990] Osszetett késleltetési és
varakozasi sémdjat. Valoban, szdmos konkrét modell ismeretes, amelyben a jelenlegi
allapotot egy sor jovébeli varakozas befolyasol: az életciklus és az egyiittéld korosztaly-
ok (Overlapping Generations, roviditve: OLG) modelljében a jovébeli kamatlab-véarako-
zasok sorozatatdl fiigg a jelenlegi kamatlab (Auerbach-Kotlikoff [1987]).

Bevezetjiik a vegyes vdrakozdsok fogalmat, ahol d egy nem negativ egész szam, és az
elsd d varakozas racionalis, a maradék n-d varakozas pedig naiv, pontosabban azonos a
legfrissebb raciondlis varakozassal. (Molndr-Simonovits [1996] d-varakozasoknak ne-
vezte ezt a tipust.) E fogalom segitségével egyiitt targyalhatjuk a racionalis és a naiv
varakozasokat. A stabilitds/instabilitis kérdését az 1. dbra szemlé€lteti, ahol o €s o,
mutatja a multbeli és a jelenlegi hatds relativ erejét a jovébeli hatdshoz képest.

A prototipus mellett kordbban mar szdmos konkrét modellt elemeztek. Lovell [1962]
és Simonovits [1983] a készletszabalyozasi varakozasi modellben kapott a Grandmont-
Laroque-hoz hasonldé eredményet. Rokon tapasztalatokrdl szamoltunk be Molndr-
Simonovits [1996] cikkiinkben az egyiittél6 nemzedékek és korosztilyok vonatkozasa-
ban. Ugyanakkor a Lovell [1962] modellt altalanosité és mddositd Simonovits [1979a,



A raciondlis és a naiv vdarkozadsok stabilitdsanak osszehasonlitdsa 691

1979b] modellel mindségileg ellentétes eredményeket kaptam: a raciondlis varakozdsok
stabilabbak, mint a naiv varakozasok.

E dolgozatban csupdn egyetlen egy konkrét modellt elemzek: az egyiittél6 nemzedé-
kek modelljét. Bar Gale [1974], Kehoe-Levine [1985], Simonovits [1994], [1995] és
Molndr-Simonovits [1996] mar foglalkozott e kérdéssel, most egyszertibb és altalano-
sabb tételekkel szolgalhatok.

A bevezetés végére érve a kovetkez6 kérdés vetddik fol: mitdl fiigg, hogy a racionali-
tas segiti vagy gatolja a stabilitdst. A mai napig nincs olyan szupermodelliink, amelynek
segitségével valaszolhatnank a kérdésre. A prototipus- és a konkrét modellek tanulma-
nyozdsa azonban kozelebb visz a kérdés megoldasdhoz. Erre véllalkozik e cikk.

Két sajatossagra hivom fol a cikk olvasdinak a figyelmét.

1. Az 4ltaldnos modell nem optimalizdldson alapul, ezért sokan els§ kézbdl elutasitjak.
Azt hiszem, hogy az optimalizalds hidnya inkdbb erény, mint hidnyossig, hiszen ez a
megkdzelités nagyobb altalanossigot jelent (1asd Kornai [1971] és Grandmont [1998]).

2. Kizarolag lokalis stabilitast vizsgalunk, azaz lényegében a linedris (vagy linearizalt)
modellek vildgaban maradunk. A modern tudomany egyik nagy felfedezése, hogy ez
nagyon specidlis vildg, amelybdl sziikségképpen kimaradnak a kdoszelméleti eredmé-
nyek, melyeket itt tavirati stilusban fogalmazunk meg: egyszerd determinisztikus model-
lekben is keletkezhetnek bonyolult palyak. Példaul Brock-Hommes [1997] modelljében a
szereplSk valaszthatnak: pénzért megveszik a pontos, racionalis varakozasokon alapuld
elérejelzést vagy megelégszenek a pontatlan naiv varakozasokkal, attdl fiiggden, hogy
melyik ad nagyobb profitot. Ehhez tegyiik hozza, hogy raciondlis varakozasokon alapu-
16, egyszerd optimalizdldsi modellek is adhatnak kaotikus dinamikét, ahol a tokéletes
el6relatas fogalma is elveszti vonzerejét (Grandmont [1985]).

Elfogadhatobba teszi-e a naiv varakozasok feltevését a raciondlis varakozasok részle-
ges csGdje? Mar kordbban emlitettiik, hogy a pokhalémodellel a szereplGk nem tanulnak
nyilvanval6 hibaikb6l. Vannak azonban olyan modellek is, ahol a naiv varakozasok hibai
egyaltalan nem nyilvanvalok. Ahogyan Grandmont [1998] megjegyezte: nemcsak az eld-
rejelzések, de a hibak is lehetnek onbeteljesiték. Ha a szereplSk azt hiszik, hogy a pélya
azonos és fiiggetlen eloszlasu valdszintségi valtozok sorozata, akkor a keletkezd pélya
kaotikus, és nincs olyan linedris statisztikai modszer, amely szisztematikus hibat tarna fel
(Hommes-Sorger [1997]).

A dolgozat a bevezetésen kiviil két részbdl all. Az elsS a vegyes varakozasok altalanos
modelljét elemzi, a méasodik az egyiittél6 nemzedékekét.

Vegyes varakozasok absztrakt modellje

Grandmont-Laroque [1990], valamint Grandmont [1998] nyoman egy absztrakt dinami-
kus rendszert vizsgalunk, amelyet a Molndr-Simonovits [1996]-féle vegyes, illetve d-)
vdrakozdsok hajtanak.

Az id6 jele 1 =0, 1, 2, ..., a rendszer skaldréllapota a f-edik idGszakban x, x_a ¢
id6szakban képzett T (>f) id6pontra vonatkozé varakozast jeloli. Legyen m és n két
természetes szdm, amelyek rendre a jelent befolyasoldé multbeli és a jovGbeli allapotok
szamat jelolik.

A modell dinamik4ja a kdvetkezd:

8X,_ s ooy Xy Xy s s X,,,) =0. (D)
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Vegyes vdrakozdsok

Miel6tt bevezetnénk e rész kdzponti fogalmat, a vegyes varakozdsokat, matematikailag
definidljuk a két legfontosabb specidlis esetet, a racionélis varakozasokat és a naiv véra-
kozasokat.

Raciondlis vdrakozdsok: minden vart allapot megegyezik a megfeleld id6szak modell-
beli tényleges értékével:

Ko = Xy

i=1,..,n 2
Naiv vdarakozdsok: minden vért llapot megegyezik a jelenlegi tényleges értékkel:

X=X, i=1, .., n 3)

Vegyes vdrakozdsok

A koz0s targyalas kedvéért bevezetiink egy altalanosabb varakozési sémét, a vegyes
vdrakozdsokét. Legyen d egy egész szam: 0 < d < n.

A vegyes varakozasokat a kovetkez§ tulajdonsagok hatdrozzak meg.

a) Az x, jelen dllapot mellett a kozeljov6 x , |, ..., x,, , dllapotai is ismertek a 7-id6szak-
ban:
Xi = X0 i=1,..4d 4
b) A tavoli jové x,, ,, |, ... , X,,, dllapotainak vart ért€kei a (£ +d)-edik idGszak allapo-
taval azonosak:
X=X, i=d+1, .., n. 5)

Behelyettesitve (4)-(5)-6t (1)-be, az alapegyenlethez jutunk:

g(xlfm’ o Mg Xpar o Xigg =0. (©6)

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy raciondlis varakozasnal b) iires, naiv varako-
zasnal pedig a) tres.

2. Figyelemre mélt6, hogy a igazi (d>0) vegyes varakozdsokndl a r-edik idGszakban
az egyidejd x, allapot helyett a jovdbeli x , , dllapot hatirozdik meg. Emiatt a 0-dik

id6szakban nemcsak a multbeli x_, ..., x | dllapotokat kell megadni kezdeti feltételként,
hanem az x, kezdGéllapot mellett a kozeljovbelieket is: x,, ..., x, . Laitner [1981] az

elébbieket torténelmi, az utdbbiakat nem torténelmi kezdeti értéknek nevezi.

Lokdlis stabilitds

Ebben a részben jeldlje x° az allanddsult allapotot. Konnyen beldthatd, hogy minden
allandosult allapot fiiggetlen a varakozasok tipusatol. Mostantdl feltessziik, hogy leg-
alabb egy allandosult allapot 1étezik. (Simonovits [1994]-bdl és [1995]-bdl ismert, hogy
az egylttéld nemzedékek vagy korosztilyok modelljében tipikusan kett§ vagy annal is
tobb allandosult allapot 1étezik.)

Linearizaljuk (6)-ot x° koriil. Legyen a g fiiggvény x . szerinti parcidlis derivaltja az
x° pontban y,, i = -m, ..., n. Legyen x’ = x, — x° az eltérésvaltozd. Ekkor az x° pont
korili lokélis g -dinamikat a kovetkezd linedris differencia egyenlet irja le:

d-1 n
Z}/ixtdﬂ' + [Zy]‘ )xid =0.
i—m j=d
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A negativ indexektdl megszabadulhatunk, ha bevezetjiik a kovetkezd mennyiségeket:
o =y, Ekkor

m+d-1 n
p)=Y, aX +(2am+j }l””"
i=0 j=d
a megfeleld karakterisztikus polinom. A stabilitds a p (4) polinom gyokeinek elhelyezke-
désétdl fiigg.

A dinamika nagyon bonyolult lehet, amelyet az (m + d)-foki polinom m + d gyoke
és a feladat m + d kezdeti feltétele hataroz meg.

Nyilvénval6, hogy egy szabadsigfokunk van g, vagy masképp fogalmazva, az o-k
megvalasztdsiban. A kovetkez$ normalizéldst valasztjuk: o , = 1.

A kovetkez6 példa a legegyszert(ibb esetben szemlélteti a helyzetet.

1. példa (V6. Grandmont [1998].) Legyen m = n = 1. Normalizélas: o, = 1. JelOlés:
B = a, + 1, nullatdl kiilénb6zd szdm. Ekkor p (1) = o, + BAésp, () = o) + A + A%

A naiv véarakozésokat képviseld elsérendi differenciaegyenlet stabilitdsi feltételei tri-
vidlisak: -1 < A = -¢ /B < 1, azaz a stabilitds ekvivalens az | o, | < | o, + 1] feltétel-
lel. A racionalis varakozasokat képvisel6 masodrendd differenciaegyenlet stabilitasi fel-
tételei ismertek: oy + o, + 1 >0, 0y -, + 1 > 0és oq) < 1. Az I. dbra illusztrilja a
helyzetet az (o, ) sikban. A fiiggGlegesen €s vizszintesen csikozott teriilet a paramé-
tersikban rendre a raciondlis, illetve a naiv varakozasok stabilitasat jeloli. Kozos résziik
az egyidejd stabilitast jeloli.

Rétérve a nyeregpont-instabilitas feltételére: p (1) < 0 < p,(-1) vagy p,(-1) <
<0< p1),azaz |a,| > |, + 1|. Ekkor A, -vel jeldlve a stabil gyokot, a x! = A,x¢
véalasztassal a buborékot ad6 robband irdny eltlinik. Valdban, az altaldnos megoldas
x¢=&EA+ A}, amely pontosan akkor korlatos (és stabil), ha § =0, x/ = £, azaz
xd=x4=Axd
’ 1Mi tﬁlrténik azonban akkor, ha mindkét gyok instabil? Ekkor még a meglehetGsen toré-
keny megoldas is lehetetlenné vélik, és nem marad mas kitt az instabilitdsbdl, minthogy
egyszerden az allandésult allapotra szoritjuk a dinamikat. Ez a kozgazdasagilag indokolat-
lan megkiilonboztetés a kétfajta instabilitds kozott viszont alddssa a korlatozas hitelét.

1. dbra
Stabilitasi feltételek
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Egyeldre csak egyszerd elégséges feltételeket ismeriink a raciondlis varakoz4sok insta-
bilitdsdra és a naiv varakozasok stabilitiséra.

1. tétel. Adott d-re tegyiik fol, hogy p (4)-nak nincs egységgyoke.

a) Az dllandosult dllapot nyeregpont-instabil, ha

o] 2[3 | @)
j=d
b) Az dllandosult dllapot stabil, ha
m+d-1 n
> fedf <[ X ®)
i=0 j=d

Megjegyzések. 1. Az egységgyok kizarasa ltaldban jellemz§ az irodalomra és tipiku-
san teljestil.

2. A (7) feltétel azt jelenti, hogy a legtdvolabbi mult hatdsa abszolut értékben erdsebb,
mint az n - d + 1 legtavolabbi jovGeé.

3. A (8) feltételt elég nehéz kozgazdasagilag €rtelmezni. Ha az -k elGjele valtozik,
akkor (8) aligha teljesiil.

Bizonyitas. a) A vegyes varakozas nyeregpont-instabilitisa majdnem trivilis. Beve-

zetvea 3, = Z% j Jjelolést, p, olyan (m + n)-fokd polinom, amelynek féegyiitthatdja
j=d

B,. Emlékezziink a gyokok €s egyiitthatok kozti dsszefliggésre, amely szerint p, gyokei-
nek szorzata nem mas mint (-1)"*"a/fB,. Feltételiink szerint egyetlenegy gyok sem fek-
szik az egységkorvonalon, tehat legalabb egy gyok az egységkoron kiviil fekszik. Hason-
16an igazolhatd, hogy legaldbb egy gyok az egységkoron beliil fekszik.

b) A stabilitési feltétel szintén nagyon egyszerd. Tegyiik fol az ellenkezdjét, azaz 1éte-
zik p -nek egy instabil gyoke, A, amelyre |4 | > 1.

m+d-1 m+d-1

Pa(A) = 20‘1‘/’{; + B azaz - B = Zai}"i'
i=0 i=0

Attérve az abszolut értékre, elosztjuk mindkét oldalt | A |"*“-vel és alkalmazzuk a
haromszog-egyenlStlenséget:

m+d-1 o
A 2 o |4 ‘
i=0

Mivel |4 |7 < 1, elhagyva 6ket, ndveljiik a jobb oldalt:

m+d-1
< Sa.
ellentmondva (8)-nak.

Ha rendre d = n és d = 0 értéket helyettesitjiik be a (7) instabilitasi és a (8) stabilitasi
feltételbe, akkor egyszerre jutunk el a raciondlis varakozas instabilitasi és a naiv varako-
zasok stabilitasi feltételéhez.

2. tétel. a) A raciondlis vdarakozds melletti dinamikdban az dllandosult dllapot nyereg-
pont-instabil, ha

log| 2, =1 9)
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b) A naiv vdrakozds melletti dinamikdban az dllandosult dllapot stabil, ha

m—1 n
Dl <Xt -
0 j=0

Megjegyzések. 1. A (9) feltevés azt jelenti, hogy abszolit értékben a legrégebbi mult
hatda erGsebb, mint a legtavolabbi jovEé.

2. A (10) feltevés értelmezéséhez tegyiik fol, hogy minden multbeli hatdsnak azonos
az elgjele: a) a. > 0,i=0, ..., m-1vagy b) a, < 0,i =0, ..., m- 1. Bevezetve az

m-1 n
a=Ya és B=>a,.;
i=0 j=0
jeloléseket, a (10) feltevés a kdvetkezdre egyszersodik:

lo| < |B]. (11)

Vegyliik észre, hogy (11)-gyel mar taldlkoztunk, szigord egyenlStlenséggel, az 1. pél-
daban (1asd még Grandmont [1998] 2. 2. tétel).

Figyelemre mélt6, hogy szdmos szerz6 drommel fogadja a raciondlis varakozasokra
jellemz§ instabilitast.

Példaul Laitner [1981] és [1984] éppen a raciondlis varakozasoknal fellépd meghataro-
zatlansdgot hasznélja fel az instabilitds kikiiszobolésére. Ha az instabil sajatértékek és a
nem torténelmi kezdeti feltételek szdma azonos (kiegyensilyozott nyeregpont-instabilitas,
a numerikus vizsgélatok szerint a szOban forg6 feltétel gyakran teljesiil), akkor az 4lland6-
sult allapot kozelében minden torténeti kezdeti feltételhez valaszthatunk egy olyan nem
torténeti kezdeti feltételt, hogy a keletkezd palya stabil legyen: lokdlis meghatdrozottsdg.
Ugyanakkor ez a megoldés rendkiviili szdmitasi pontossagot feltételez, amely nem véarhaté
egy kozonséges szerepl6tdl (lasd még Kehoe [1991]). Viszont minél tobb fiiggetlen valtozo
van, anndl kétségesebb az eljaras numerikus stabilitdsa. Utalunk Ralston [1965], 10. 2.
példajara: a kerekitési hibak elébb-utdbb letéritik a linearis rendszert a stabil irdnyrdl. S
hiaba vannak ma mar sokkal jobb szdmitégépek, mint Ralston kdnyve irdsakor, a modelle-
zett valodi dontések nyilvanvaldan nem hajszalpontosak. A legegyszeridbb 1t a nyeregpont-
instabilitdshoz a mult és a jov6 szimmetridjanak foltevésében rejlik:

m=n és o, =0, i=0,..n-1. (12)

2n-i

10)

Konnyen eljutunk a szimmetridhoz, ha g eleve szimmetrikus, azaz a dinamika idében
megfordithaté (reverzibilis). (Emlékeztetiink arra, hogy reverzibilitds a mechanikéra jel-
lemzd, de a hétanra nem.)

3. tétel. a) A raciondlis vdarakozds melletti dinamikdban az dllanddsult dllapot ki-
egyensiilyozott nyeregpont-instabil, de lokdlisan meghatdrozott, ha teljesiilnek a (11)
szimmetriafeltételek.

b) Szimmetria és nemnegativitds esetén a naiv vdrakozds melletti dinamikaban az dl-
landosult dllapot stabil, ha vagy (i) o, > 0 vagy (ii) o, < 0és o < - /2.

Bizonyitas. a) A racionalis varakozas kiegyenstlyozott nyeregpont-instabilitisa majd-
nem trividlis. A normalizalas értelmében polinomunk 2n-foku. (9) szerint p (1) igyneve-
zett reciprok polinom, azaz ha A gyok, akkor 1/A is gyok.

b) Most B = o + «, és (12) esetén (11) (i)-re vagy (ii)-re egyszertisodik.

A raciondlis varakozasok részleges kudarca elfogadhatobbai teszi a naiv varakozasokat?
Nem igaz az, hogy naiv varakozasoknal folyamatosan triviélis hibat kovetnek el? A klasszi-
kus egyvaltoz6s pokhdlomodellben valdban ez a helyzet, azonban vannak olyan dinamikus
rendszerek, ahol semmilyen linedris statisztikai proba nem fedez fel semmilyen hib4t sem
(Hommes-Sorger [1997]). Erdemes tehat a naiv varakozédsokat is vizsgalni.
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Egyiittélé nemzedékek modellje
A modell

Gale [1973] nyoman ebben a pontban az egyiittél6 nemzedékek legegyszertibb modelljét
tanulmanyozzuk. Minden iddszakban az el6z6 idSszakban sziiletett egyéneknek egy utd-
da sziiletik, s minden utdd két id6szakig él. Egy zdrt cseregazdasdgot vizsgalunk. Nem
foglalkozunk a termeléssel, eltekintiink a termelékenység novekedésétdl, és adottnak
vessziik a kereseteket. A t-edik idGszakban ,sziiletett” (munkéba 1épd) egyén jovedelme
fiatal és dreg koraban rendre w, €s w, (id6ben dllando), fogyasztasa rendre ¢, €s ¢, .
A kereseteket normalva: wy + w, = 1. Vezessiik be a megtakaritdsokat: s, = w, - c,,.

Eldszor adottnak vessziik a kamattényezSk és vart értékiik sorozatat: {r}> _és{r  }= _,
és igy hatdrozzuk meg a feltételes optimdlis dontéseket. Ezutdn mér alkalmazhatjuk a
varakozasi feltevéseket is.

Blanchard-Fischer ([1989], 5. 4. alfejezete) nyoman a fogyasztas helyett kozvetleniil
a megtakaritasokkal foglalkozunk. A #-edik id6szakban sziiletett egyén vdrt koltségvetési
korlatjat a tervezett nulla életpalya-megtakaritas adja:

s r. .+ s = 0. (13)

0,1t t+1 t1,t+1
Gale [1973] egyszertsitését kovetve, foltessziik, hogy a fiatalok megtakaritasa a var-
hat6 kamattényez6tél fiigg, és e fiiggés idében allando:
S0, = S(T,)- (14)

A tényleges koltségvetési korlatban mar a tényleges kamattényezd és dreg kori megta-
karitas szerepel:

s r. . +s = 0. (13")

0, t+1 1,t+1
(13) és (14) szerint az id6sek megtakaritasi fiiggvénye is hasonld, mint a fiataloké:
sl,ztl = _rr+1s(rrt+1)'
Osszegezve:
8§, = -rs(._r)- (15)
Mivel a termékek romlanddk, minden id§szakban nulla a teljes megtakaritas:
S, T8, = 0. (16)
Behelyettesitve (14)—(15) Osszefiiggéspart (16)-ba, adodik a megengedettségi feltétel:
S(_r.r, 1) =s8(r,)-rs(r)=0. a7

Nyilvanvald, hogy (17) nem specialis esete (1)-nek, ezért a tovabbiakban az el6z8 pont
eredményei csak hasonlatként szolgdlhatnak.

Kiilonleges szerepet jatszanak a staciondrius megtakaritdsi pdlydk, ahol az egymast
kovetd nemzedékek tagjainak megtakaritdsa palydja azonos, az , also index a megenge-
dett jelz6 angol megfelelGjére (feasible) utal:

sO,t = sO,F s sl,t+1 = sl,F'

Behelyettesitve (17)-be:

Sty = (1 -rps(ry) = 0. (18)

Ebbdl 1athatd, hogy tipikusan két dllandosult allapot 1étezik, melyeket kiegyensiilyo-
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zott, illetve aranyszabdly-allapotoknak neveziink, és angol megfelelGjére (balanced, il-
letve golden rule) utalva a , €s a , szimbdlummal jelolink:

Sop = 0 és S5 = 0, illetve r.=1.

A stabilitast a két varakozasra kiilon-kiilon vizsgaljuk.

Racionalis vdirakozdsok

A teljesség kedvéért felirjuk a raciondlis varakozdsok képletét:

r..=r_. (19)

tt+1 1+1

Ekkor (17) a kdvetkezd elsérendd differenciaegyenletté alakul:

S(rr,,. ) =s0,)-rs) =0, (20)
ahol r_ adott.

Ismert, hogy (20) akkor (€s 1ényegében csak akkor) stabil, ha 7, | r, szerinti derivaltja
az r, pontban abszolut értékben kisebb 1-nél. Az implicit fiiggvény tétele €s (20) szerint
legaldbb egy 7, megoldds 1€tezik barmely r-re az dllandosult allapot kdrnyékén, ha

dS/or,,,  =s'(r)#0.

Sot
dr,, —0dSy/or, _ s(rF)+rFs'(rF)
dr,  9S,/0r,, s'(rp) '
Bevezetve a
drt+1 2 s(rF)
Or = ar, es F 5 (1) (21)

jeloléseket (ahol v, a fiatalkori megtakaritds kamattényezd szerinti rugalmassdganak az
inverze), ¢, = r. - V,.

A kiegyenstlyozott éllapot esetén v, = 0, azaz a stabilitds lényegében ekvivalens
r,<1-gyel. Az aranyszabaly-allapot esetében r, = 1, tehit a stabilitds 1ényegében ekvi-

valens -1<1 - v, < 1-gyel, azaz
0<vy, <2 (22)

A masodik esetre vonatkozik Gale bizonyitatlan allitdsa: az aranyszabaly-allapot akkor
és csak akkor stabil, ha a kiegyensulyozott allapot instabil: r, > 1. Ez ekvivalens az
s(1) < 0 feltétellel (Gale [1973] 2. tétel). Altalanosan ez nem igaz, mert globédlisan nem-
csak egy megoldas van és mindkét allandosult llapot is lehet instabil (3. példa).

Naiv vdrakozdsok

Sziikségiink lesz a naiv varakozasok képletére:

J =T (23)
Ebben az esetben (17) a kovetkezs els6rendd differenciaegyenletté alakul:
S(r . r)=s@)-rs(r_) =0, 24)
ahol r_ adott. Megismételve az érvelést, megfelel6 modositasokkal
dr, —0Sy/or_, _ r1.8'(r)

dr_,  3S,/or,  §'(r,)-s(r,)
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(21) és (24) implikalja, hogy ¢, = r./(1 + v,).

A kiegyensilyozott dllapot esetén v, = 0, azaz a stabilitds Iényegében ekvivalens
r, < l-gyel. Az aranyszabaly-éllapot esetén r, = 1, tehdt a stabilitds Iényegében ekviva-
lens -1 < 1/(1 + v,) < 1-gyel, azaz

vagy @~ <V, < -2 vagy 0< vy, <eo, (25)

Osszehasonlitds

A fenti eredményeket a kdvetkez8képpen 0sszegezhetjiik:

4. tétel. a) Egy OLG gazdasagban a kiegyensiilyozott dllapot akkor és csak akkor
stabil, ha kisebb mint 1, fiiggetleniil a vdrakozds tipusdtol.

b) Egy OLG gazdasdgban az aranyszabdly-dllapot akkor és csak akkor stabil, 1. ha a
raciondlis vdrakozdsok esetén (22) dll, 2. ha naiv vdrakozdsok esetén (25) teljesiil, 3.
tehdt a raciondlis vdrakozdsok stabilitasdbol kovetkezik a naiv varakozdsoké.

Konzisztensek-e a fenti eredmények az optimalizalassal? Ha csak az additiv hasznos-
sagfliggvény( reprezentativ fogyaszté megszorito esetét tekintjiik, akkor v, negativ €rté-
ke kizarhat6. Ha azonban a hasznossagfiiggvény altalanosabb vagy tobbféle szerepl§ is
szinre 1ép, akkor valészintleg minden lehetséges (Blanchard-Fischer [1989] 248. o.).

Részletezve. A neoklasszikus kdzgazdasadgtanban megszokott médon a megtakaritast
és a fogyasztast egy jol viselkedd (konkdv, nem csdkkend és altaldban differencidlhatd)
hasznossigfiiggvény maximalizalasidbol vezetjik le.

Legyen a r-ben sziiletett fogyaszto teljes hasznossagtiggvenye Ulc, ,, ¢, . ). A szoka-
sos feltevések és adott r, , esetén létezik egy belsS optimum: [¢, , ¢, ] Az U fiiggvény
¢, €s ¢, szerinti parcidlis deriviltjait jelolje rendre U €s U,. Ekkor az optimalitési feltétel
a kovetkezo U,- U, ., = 0. Ekkor az optimélis s megtakarltas tényleg r,, -tdl fiigg
és idében allando Id6&ben additiv hasznossagfuggveny, Ulc,,» 1r+]) uc,) + ﬁv(cml)
esetén az optimumfeltétel egyszertsodik: u (co) = T Bv' (c1 i)

Végiil két példan illusztraljuk, hogy a naiv varakozasoknak a ramonélis varakozasoké-
nal tdgabb stabilitasi tartomanya lehet latszélagos és valdsagos.

2. példa (Molndr-Simonovits [1996]). A CRRA-hasznossagfiiggvények esetén a két
varakozas egyszerre stabil.

Részletesebben: legyen [ a leszamitolasi tényez§, 1 - o a relativ kockazatkertilési

egylitthat6. Ekkor
U(cy,c) =07"(c + Bel)

Sziikségiink lesz még az iddszakkozti (intertempordlis) helyettesitési rugalmassag be-
vezetésére: u = o /(o - 1), és a korrigdlt leszdmitoldsi tényezore: @ = B+,
Ekkor a fiatal feltételes fogyasztasi és a megtakaritasi fiiggvény a kovetkezd:

Co(r) =

W, + wl_r’1 s s(r)= w,dr - _wlr’1
1+or™* 1+@r™*
Derivalva s(r)-t, adédik
V. = (Wl - Wo(p)(l + D)
¢ wd+d)-du
A relevans esetben (r, > 1), w, > w @. Egyszer( szdmolassal igazolhatd (22) bar-

mely B3, o és w, > w @ paraméteregyiittesre. Ebben az esetben (25) nem altaldnosabb,
mint (22).
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3. példa. Altalinos kvadratikus hasznossagfiiggvény (vo. Gale [1973], 3. példa). A
racionalis varakozasok stabilitasabodl kovetkezik a naiv varakozasoké, de forditva nem.
Legyen U(c,,c,) = ac, - bcj/i2 + ¢, - ¢}/2, w, = 0, ahol a és b pozitiv szimok és
v(c,) = 2¢, -}, (Gale-néla = 5, b = 4). Kikotjik, hogy 0<c <b/a,0<c <2, w, =0
és w, = 1. Ekkor
a és s'(ry= _2ar__
b+r’ (b+r*y
Egyszerid szamolassal kapjuk, hogy v, = (b + 1)/2, s ez pontosan akkor elégiti ki

(22)-t,ha0 < b < 3.
Nyilvéanval6, hogy (25) tdgabb, mint (22).

s(r)y=—c(r)y=-
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